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第 1章 多项式

1.1 一元多项式

1.1.1 整除理论

定义 1.1 (整除)

♣

g(x), f(x)是 P上的多项式，若 ∃h(x)使得 f(x) = g(x)h(x)，则称 g(x)整除 f(x)，记为 g(x)|f(x)。称
g(x)是 f(x)的因式，f(x)是 g(x)的倍式。

定理 1.1 (整除的数域不变性)

♡
P,F为两个数域，P ⊆ F，f(x), g(x) ∈ P[x](在小数域中)，则 P中 g(x)|f(x)当且仅当 F中 g(x)|f(x)

�
笔记该定理的意义在于可以在最大的数域 (方便因式分解)中证明整除，即可证明小数域中整除。

定理 1.2 (带余除法)

♡

对于 ∀f(x), g(x) ∈ P[x]，存在唯一 q(x), r(x) ∈ P[x] 使得 f(x) = q(x)g(x) + r(x)。这里 r(x) = 0 或者

∂(r(x)) < ∂(g(x))

� 练习 1.1带余除法的计算 (1)f(x) = x4 + 2x3 − 5x+ 7, g(x) = x2 − 3x+ 1，求 g(x)除 f(x)的商式与余式

解 (1)商为 x2 + 5x+ 14，余式为 32x− 7

� 练习 1.2带余除法的应用 (1)设 g(x) = ax+ b，f(x) ∈ P[x]，证明：g(x)|f2(x)当且仅当 g(x)|f(x)
(2)f(x), h(x), g(x)为三个非零多项式，证明：h(x)|(f(x)− g(x))当且仅当 f(x), g(x)除以 h(x)的余式相同

(3)f(x), g(x)为多项式，证明：gm(x)|fm(x)当且仅当 g(x)|f(x)
证明 (1) 右推左显然。左推右：f2(x) = g(x)h(x)，若 f(x) = q(x)g(x) + r(x)，则 f2(x) = q2(x)g2(x) +

2q(x)g(x)r(x) + r2(x)，根据 g(x)|f(x)得到 g(x)|r2(x)，显然 r(x) = 0

(2)设 f(x) = q1(x)h(x) + r1(x), g(x) = q1(x)h(x) + r2(x)，相减得到

f(x)− g(x) = h(x)[q1(x)− q2(x)] + r1(x)− r2(x)

显然 ∂(r1(x)− r2(x)) < ∂(h(x))，而 h(x)|(r1(x)− r2(x))，因此当且仅当 r1(x) = r2(x)

(3)右推左：用 f(x) = h(x)g(x)，两侧取m次方即可。

左推右：设 f(x) = c1p
r1
1 (x) · · · prss (x), g(x) = c2p

t1
1 (x) · · · ptss (x)，其中 p1(x) ∼ ps(x)两两不可约且互素，ri

可以为 0或非负整数。根据条件可知mti ≤ mri，因此 ti ≤ ri，因此 g(x)|f(x)
注意本题用带余除法可能不好说，因此稳妥起见还是用因式分解更好。



1.1 一元多项式

1.1.2 最大公因式

定义 1.2 (最大公因式)

♣

f(x), g(x), d(x) ∈ P[x]，若 d(x)同时整除 f(x), g(x)，则称其为公因式。若没有可以整除 d(x)的公因式存

在，则称其为最大公因式，记为

d(x) = (f(x), g(x))

定理 1.3 (最大公因式表示定理)

♡

∀f(x), g(x) ∈ P[x]，均存在 d(x) = (f(x), g(x)) ∈ P[x]，且 ∃u(x), v(x) ∈ P[x] 满足 d(x) = u(x)f(x) +

v(x)g(x)(反之不可，互素时才可)

证明 假设通过辗转相除法得到： 

f(x) = q1(x)g(x) + r1(x)

g(x) = q2(x)r1(x) + r2(x)

r1(x) = q3(x)r2(x) + r3(x)

...

rs−3(x) = qs−1(x)rs−2(x) + rs−1(x)

rs−2(x) = qs(x)rs−1(x) + rs(x)

rs−1(x) = qs+1(x)rs(x) + 0

则此时可以得到 rs(x)是 f(x), g(x)的最大公因式，并且从倒数第二个等式开始往回推，得到

rs(x) = rs−2(x)− qs(x)rs−1(x)

= rs−2(x)− qs(x)(rs−3(x)− qs−1(x)rs−2(x))

= · · · · · ·

= u(x)f(x) + v(x)g(x)

即逐个将前面的等式代入方程，逐个消去 rs−2(x), · · · , r2(x), r1(x)，最终只剩下 g(x), f(x)�
笔记最大公因式 d(x) = u(x)f(x) + v(x)g(x)的 u(x)和 v(x)不是唯一的，如果要唯一则需要加上额外的限制条

件。

� 练习 1.3辗转相除法 (1)f(x) = x4+3x3−x2−4x−3, g(x) = 3x3+10x2+2x−3，求 (f(x), g(x))，并求 u(x), v(x)

使得 u(x)f(x) + v(x)g(x) = (f(x), g(x))

(2)已知 f(x) = x4 + x3 − 3x2 − 4x − 1，g(x) = x3 + x2 − x − 1，求满足 u(x)f(x) + v(x)g(x) = x + 1的

u(x), v(x)

解 (1)第一题过程如下图所示。(2)可先求出最大公因式，再提取

定理 1.4 (保最大公因式)

♡

f(x), g(x) ∈ P [x]，若 a, b, c, d ∈ P 满足 ad− bc ̸= 0，则

(f(x), g(x)) = (af(x) + bg(x), cf(x) + dg(x))

证明 假设左侧为 d(x)，右侧为 d1(x)，下面要证 d(x) = d1(x)，不妨证明 d(x)|d1(x), d1(x)|d(x)。
(1)d(x)|d1(x)：d(x)是左侧最大公因式，其是右侧每个部分的最大公因式，因此 d(x)|d1(x)
(2)d1(x)|d(x)：由于 ad− bc ̸= 0，从方程组角度 f(x), g(x)也可以用 af(x) + bg(x), cf(x) + dg(x)线性表出，
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1.1 一元多项式

具体用 cramer法则求出即可，如 f(x) =
df1(x)− bg1(x)

ad− bc
, g(x) =

ag1(x)− cf1(x)

ad− bc
，因此与 (1)同理

推论 1.1 (加减保最大公因式)

♡
(f(x), f(x)− g(x)) = (f(x), f(x) + g(x)) = (f(x), g(x))

定理 1.5 (最小公倍式的表示)

♡
f(x), g(x)的首 1最小公倍式 [f(x), g(x)] =

f(x)g(x)

(f(x), g(x))

证明 设 (f(x), g(x)) = d(x), f(x) = d(x)f1(x), g(x) = d(x)g1(x)，且 (f1(x), g1(x)) = 1，记 s(x) =
f(x)g(x)

d(x)
=

d(x)f1(x)g1(x) = f(x)g1(x) = f1(x)g(x)，下面说明 s(x)是最小公倍式：(1)是公倍式：显然 (2)最小：设 h(x)

也是公倍式，设 h(x) = f(x)m(x)，根据 g(x)|h(x)得到 d(x)g1(x)|d(x)f1(x)m(x)，根据 g1(x)与 f1(x)互素，得

到 g1(x)|m(x)，因此 g1(x)f(x)|f(x)m(x)，得到 s(x)|h(x)，因此 s(x)是最小的。

1.1.3 互素

定义 1.3 (互素)

♣
若 f(x), g(x) ∈ P[x]的最大公因式为 1，则称它们互素。

定理 1.6 (互素充要条件)

♡
f(x), g(x) ∈ P[x]互素当且仅当 ∃u(x), v(x) ∈ P[x]使得 u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1

证明 左推右显然 (根据最大公因式定理)。右推左：设 (f(x), g(x)) = d(x)，则 d(x)|f(x), d(x)|g(x)，设 f(x) =

d(x)f1(x), g(x) = d(x)g1(x)，从而

d(x)|[u(x)f1(x) + v(x)g1(x)] = 1

3



1.1 一元多项式

因此 d(x), u(x)f1(x) + v(x)g1(x)均为常数，故 f(x), g(x)互素�
笔记上述 u(x), v(x)在无条件限制下也是不一定唯一的。

� 练习 1.4互素相关应用 (1)若 f(x), g(x)互素，证明：f(xm), g(xm)互素

(2)重点：若 (f(x), g(x)) = d(x)，证明：(f(xm), g(xm)) = d(xm)

(3)设 (f(x), g(x)) = 1, (f(x), h(x)) = 1，证明：(f(x), g(x)h(x)) = 1

证明 (1)由于 f(x), g(x)互素，得到 u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1，从而 u(xm)f(xm) + v(xm)g(xm) = 1，由于是互

素充要条件，因此 f(xm), g(xm)互素

(2)不能直接用最大公因式表示，因为不是充要条件，要转到互素上。设 f(x) = d(x)m(x), g(x) = d(x)n(x)，

则 (m(x), n(x)) = 1，因此

u(xk)m(xk) + v(xk)n(xk) = 1

得到m(xk), n(xk)互素，而 f(xk) = d(xk)m(xk), g(xk) = d(xk)n(xk)，因此 (f(xk), g(xk)) = d(xk)

(3)根据互素，有 u1(x)f(x) + v1(x)g(x) = 1, u2(x)f(x) + v2(x)h(x) = 1，两式相乘得到

[u1(x)u2(x)f(x) + v1(x)g(x) + v2(x)h(x)] f(x) + v1(x)v2(x)g(x)h(x) = 1

因此根据充要条件得到 (f(x), g(x)h(x)) = 1

� 练习 1.5互素充要条件推广 f(x), g(x)是次数大于 0的互素多项式，则存在唯一的 u(x), v(x)使得 u(x)f(x) +

v(x)g(x) = 1，这里 ∂(u(x)) < ∂(g(x)), ∂(v(x)) < ∂(f(x))

证明 (1)存在性：由于 f(x), g(x)互素，故存在 a(x), b(x)使得 a(x)f(x)+ b(x)g(x) = 1，显然 a(x), g(x)也互素，

作带余除法 a(x) = q(x)g(x) + u(x)，代入公式得到

(q(x)g(x) + u(x))f(x) + b(x)g(x) = 1 ⇒ u(x)f(x) + (b(x) + q(x)f(x))g(x) = 1

记 v(x) = b(x) + q(x)f(x)，下面证明 ∂(v(x)) < ∂(f(x))。反设 ∂(v(x)) ≥ ∂(f(x))，根据 ∂(u(x)) < ∂(g(x))可

知 ∂(v(x)g(x)) > ∂(u(x)f(x))，显然它们的和不为 1，矛盾。

(2)唯一性：假设还有 u1(x)f(x) + v1(x)g(x) = 1，那么有 (u(x)− u1(x))f(x) + (v(x)− v1(x))g(x) = 0，即

(u(x)− u1(x))f(x) = (v1(x)− v(x))g(x)

由于 f(x), g(x)互素，得到 f(x)
∣∣(v1(x)− v(x))，而后者次数低于前者，只能 v1(x) = v(x)

1.1.4 不可约多项式与因式分解

定义 1.4 (不可约多项式)

♣

设 p(x) ∈ P[x]且 ∂(p(x)) ≥ 1，若 p(x)不能表示成 P[x]中两个次数小于 p(x)的多项式的乘积，则称 p(x)

为 P[x]中的不可约多项式。

定理 1.7 (不可约多项式的性质)

♡

若 p(x) ∈ P[x]是不可约多项式，则
p(x)与 ∀f(x) ∈ P[x]要么互素，要么 p(x)

∣∣f(x)
若 p(x)|f(x)g(x)，则要么 p(x)|f(x)要么 p(x)|g(x)

�
笔记不可约多项式经常用于证明乘积形式 (h(x), f(x)g(x)) = 1的命题。例如反设 (h(x), f(x)g(x)) = d(x)，不

可约多项式 p(x)|d(x)，则 p(x)要么整除 f(x)，要么整除 g(x)

� 练习 1.6利用不可约多项式性质 +反证法 (1)重点：已知 (f(x), g(x)) = 1，证明 (f(x)g(x), f(x) + g(x)) = 1
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1.1 一元多项式

(2)已知 f1(x), f2(x), · · · , fs(x)两两互素，记Fi(x) = f1(x) · · · fi−1(x)fi+1(x) · · · fs(x)，证明F1(x), F2(x), · · · , Fs(x)

互素

(3)稍加变化：复数域上的多项式 f(x)没有重因式，证明 (f(x) + 2f ′(x), 3f2(x)) = 1

证明 (1)反设有不可约多项式 q(x)作为公因式，则 q(x)同时是 f(x)g(x), f(x) + g(x)因式。根据前者得到 q(x)

至少整除 f(x), g(x)之一，不妨设 q(x)
∣∣f(x)，根据第二个式子得到 q(x)也一定整除 g(x)，否则无法得到多项式。

因此矛盾。

(2)同种方法，随便挑 Fi(x), Fj(x)说一说就行

(3)同样设不可约 q(x)，根据 3f2(x)可知 q(x)
∣∣f(x)，再根据 q(x)

∣∣f(x)+2f ′(x)可知 q(x)
∣∣f ′(x)(否则

f(x) + 2f ′(x)

q(x)
不是多项式)，根据重因式充要条件可知。

� 练习 1.7证明不可约多项式 (1)p(x)是次数大于 0的多项式，若对任意多项式 f(x), g(x)，根据 p(x)
∣∣f(x)g(x)可

以得到 p(x)
∣∣f(x)或者 p(x)

∣∣g(x)，则 p(x)是不可约多项式。

证明 (1) 反设 p(x) 不是不可约多项式，则存在 f(x), g(x) 使得 p(x) = f(x)g(x)，此时 p(x)
∣∣f(x)g(x)，但是

p(x) ∤ f(x), p(x) ∤ g(x)

定理 1.8 (因式分解唯一性)

♡

f(x)是 P上次数大于等于 1的多项式，则 f(x)可唯一分解为 P上有限个不可约多项式乘积：

f(x) = cpr11 (x)pr22 (x) · · · prss (x)

1.1.5 余数定理及其应用

定理 1.9 (余数定理)

♡

f(x) ∈ P[x]，对 ∀α ∈ P，总有
f(x) = (x− α)q(x) + f(α)

证明 用带余除法得到 f(x) = (x− α)q(x) + c，而代入 x = α得到 f(α) = 0 + c，即 c = f(α)，因此

f(x) = (x− α)q(x) + f(α)

推论 1.2

♡
α ∈ P是多项式 f(x)的根当且仅当 (x− α) | f(x)

�
笔记余数定理的主要价值在于 P上的因式等价于 P上的根，两者可以灵活互换。判断重根可以转换为判断重因
式，判断整除可以转换为根。

� 练习 1.8余数定理的应用 (1)若 (x− 1) | f(xm)，证明 (xm − 1) | f(xm)

(2)证明 x2 + x+ 1 | x3m + x3n+1 + x3p+2

(3)已知 x2 + x+ 1 | f1(x3) + xf2(x
3)，证明 (x− 1) | f1(x)且 (x− 1) | f2(x)

(4)已知 x2 + 1 | f1(x4) + xf2(x
4)，证明 1是 f1(x), f2(x)的公共根。

证明 (1) 由于 (x − 1) | f(xm)，因此 x = 1 是 f(xm) 的根，故 x = 1 是 f(x) 的根，因此 (x − 1) | f(x)，故
(xm − 1) | f(xm)

(2)放到C上考虑：ω = ei
2π
3 ，则 x2+x+1 = (x−ω)(x−ω2)，代入 ω则 ω3m+ω3n+1+ω3p+2 = 1+ω+ω2 = 0，

代入 ω2 则 ω6m + ω6n+2 + ω6p+4 = 1 + ω2 + ω4 = 1 + ω2 + ω = 0，根据余数定理可知成立

(4)x2 + 1复数根为 x = i，根据 (x2 + 1) | f1(x4) + xf2(x
4)可知 f1(1) + if2(1) = 0，从而为公共根。

5



1.1 一元多项式

1.1.6 重因式与重根

定理 1.10 (重因式性质汇总)

♡

f(x)是次数大于 0的多项式，p(x)是不可约多项式，则

核心：若 p(x)是 f(x)的 k重因式，则其是 f ′(x)的 k − 1重因式。

无重因式充要：f(x)没有重因式当且仅当 f(x), f ′(x)互素。

不可约因式：
f(x)

(f(x), f ′(x))
是 f(x)所有不可约因式 (重数均为 1)乘积的常数倍

�
笔记重因式与重根的关系：重因式不随数域而改变，而重根会随着数域而改变。例如 (x2 +1)2，其在 C,R,Q上
都有重因式，但是只在 C上有重根。因此有重根一定有重因式，有重因式不一定有重根。

� 练习 1.9用根判断因式 (1)重点：设 h(x), f(x), g(x)为实系数多项式满足以下等式，证明 x2+1|f(x), x2+1|g(x)(x2 + 1)h(x) + (x+ 1)f(x) + (x− 2)g(x) = 0

(x2 + 1)k(x) + (x− 1)f(x) + (x+ 2)g(x) = 0

证明 (1)要证明 R上 (x2 + 1)|f(x)，只需要证明 C上 (x− i)|f(x), (x+ i)|f(x)，等价于 x = ±i在 C上为 f(x)

的根。代入 x = i得到： (i+ 1)f(i) + (i− 2)g(i) = 0

(i− 1)f(i) + (i+ 2)g(i) = 0

解得 f(i) = g(i) = 0。同理可证 f(−i) = g(−i) = 0

定理 1.11 (重根性质汇总)

♡

f(x)是 P[x]上次数大于 0的多项式，则

重根：x0 是 f(x)的 k重根当且仅当 f(x0) = f ′(x0) = · · · = f (k−1)(x0) = 0，而 f (k)(x0) ̸= 0

重根判定定理：p(x)是 f(x)重因式当且仅当其是 f(x), f ′(x)公因式。

�
笔记 C上的重根问题等价于 C上的重因式问题，因此判断多项式是否有重根时，可判断其在 C上是否有重因式。
重因式的好处是可以用多项式理论，重根的好处是可以带进去算，要相互补充。

� 练习 1.10判定重根存在性 (1)证明 f(x) = 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
没有重根

(2)证明 f(x) = xn + nxn−1 + n(n− 1)xn−2 + · · ·+ n!无重根

证明 (1)直接证重根不好证，转换为重因式，若在 C上无重因式则肯定无重根。根据 f ′(x) = 1+ x+
x2

2!
+ · · ·+

xn−1

(n− 1)!
得到

(f(x), f ′(x)) = (f(x), f(x)− f ′(x)) = (f(x),
xn

n!
) = (f(x), xn)

由于 xn 项的原因，(f(x), f ′(x)) = xk, k ≥ 0。而 f(0) = 1，这说明 x 不是 f(x) 的因式，从而 k = 0，因此

f(x), f ′(x)互素，无重根。

(2)也用无重因式证明

� 练习 1.11重根、重因式相互转化 (1)求 x5 + x4 − 6x3 − 14x2 − 11x− 3的重根和重数

(2)重点：求 A,B 使得 (x− 1)2|Ax4 +Bx2 + 1

(3)重点：求 t使得 f(x) = x3 − 3x2 + tx− 1有重根

(4)重点 ZJU2018.2：证明 x3 + px+ q有重根的充要条件 4p3 + 27q2 = 0
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1.2 特殊数域上的一元多项式理论

(5)ZJU2021：求 t为何值时，f(x) = x3 + 6x2 + tx+ 8有重根，并求重根

解 (1)可以尝试猜。一般用辗转相除法算 f(x), f ′(x)的最大公因式，最终答案为 (x+ 1)4(x− 3)

(2)根据重根与重因式关系，在 C上必有 f(1) = 0, f ′(1) = 0，因此得出 A+B + 1 = 0, 4A+ 2B = 0，得到

A = −2, B = 1

(3)同理考虑 C上的因式分解，f ′(x) = 3x2 − 6x+ t，因此考虑 f(x)与
1

3
f ′(x) = x2 − 2x+

t

3
辗转相除法，

第一步得出 f(x) =
1

3
f ′(x)(x− 1) + (

2

3
t− 2)x+ (

t

3
− 1)，如果 t = 3则直接整除有重根，如果 t ̸= 3，则接着算，

1

3
f ′ = (

1
2
3 t− 2

)r1(x)(x− 5

2
) +

t

3
+

5

4
，则需要

t

3
+

5

4
= 0，得到 t = −15

4

(4)在 C上考虑，有重根即有重因式，f ′(x) = 3x2 + p，先有 f(x) =
1

3
f ′(x)x+

2

3
px+ q，若 p = q = 0，则

成立，下面考虑 p ̸= 0。得到 r1(x) =
3

2p
r1(x)(x− 3q

2p
) +

p

3
+

9q2

4p2
，因此得到 4p3 + 27q2 = 0

(5)t = 12时有 3重 x = −2根，t = −15时有 2重 x = 1根。

� 练习 1.12导数重根反推函数重根？ x0 是 f ′(x)的 k重根，举例说明其不能推出 x0 是 f(x)的 k + 1重根，该命

题需要 x0 是 f(x)的根。

解例如 f(x) = xk+1 + 1，x0 = 0�
笔记上面的结论非常重要，在利用导数验证根的重数时，一定要验证其是 f(x)本身的根。

1.1.7 整数与多项式

定理 1.12 (整数与多项式)

♡
m,n为正整数，(m,n) = d的充要条件是 (xm − 1, xn − 1) = xd − 1

证明 (1) 左推右是公因式：设 m = kd，则 xm − 1 = (xd)k − 1 = (xd − 1)(1 + xd + · · · + x(k−1)d)，这说明

xd − 1|xm − 1，另一侧同理，因此是公因式

(2)最大：设 p(x)是 xn−1, xm−1的公因式，下面证明 p(x)|xd−1。由于 xn−1在 C上无重根 (因为和导数
互素)，因此 p(x)也没有重根，从而 p(x) = a(x−x1) · · · (x−xs)，这里 x1 ∼ xs是互异复数，由于 xn

i = xm
i = 1，

得到 xd
i = xum+vn

i = (xm
i )u(xn

i )
v = 1，因此 x− xi|xd − 1，(x− x1) · · · (x− xs)|xd − 1，因此 p(x)|xd − 1

(3)右推左：若 (m,n) = d1，则根据前面的结论 (xm − 1, xn − 1) = xd1 − 1 = xd − 1，因此 d1 = d

� 练习 1.13整除与多项式 (1)d, n ∈ N+，证明 xd − 1|xn − 1的充要条件为 d|n
(2)m,n是大于 1的自然数，证明：m,n互素的充要条件是 1+x+x2+ · · ·+xm−1与 1+x+x2+ · · ·+xn−1

互素

(3)g(x) = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn, f(x) = g(xk)，(k, n+ 1) = 1，证明：g(x)|f(x)
证明 (1)本题即前面题目的特例。
右推左：设 xd − 1 = (x − x1) · · · (x − xd)(C上)，因此 xd

i = 1，由于 n = dk，因此 xn
i = (xd

i )
k = 1，因此

xd − 1|xn − 1。

左推右：设 xd − 1 = (x− x1) · · · (x− xd)，由于 xd − 1|xn − 1，xd
i = xn

i = 1，假设 n = kd+ r, r ̸= 0，则

xn
i = xkd+r

i = xr
i，由于 xi = 1只有一重，其他 xi ̸= 1，对于这些 xi 有 xr

i ̸= 1，因此矛盾。

(2)m,n互素当且仅当 (xm − 1, xn − 1) = x− 1，等价于 (1 + x+ x2 + · · ·+ xm−1, 1 + x+ · · ·+ xn−1) = 1

(3)根据 g(x) =
xn+1 − 1

x− 1
, f(x) =

xk(n+1) − 1

xk − 1
，此时 g(x)|f(x)等价于 (xk−1)(xn+1−1)|(x−1)(xk(n+1)−1)，

由于 (k, n+ 1) = 1，因此 xk − 1与 xn+1的最大公因为 (x− 1)，而 (xk(n+1) − 1)是 (xk − 1)(xn+1 − 1)，因此根

据最小公倍式的性质显然可知。
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1.2 特殊数域上的一元多项式理论

1.2 特殊数域上的一元多项式理论

1.2.1 复数域上的一元多项式

定理 1.13 (代数学基本定理)

♡任意次数大于等于 1的多项式在 C上至少有一个根。

定理 1.14 (复数域因式分解)

♡

C上任意次数大于等于 1的多项式可唯一地分解为一次因式的乘积，因此 n次多项式在 C上恰有 n个复

根。

1.2.2 实数域上的一元多项式

定理 1.15 (实数域因式分解)

♡R上的多项式总能唯一地分解为一次因式和不可约二次因式的乘积。

1.2.3 有理数域上一元多项式因式分解

复不可约多项式是一次的，实不可约多项式是一次或二次的，下面将说明有理不可约多项式的次数可以是

任意的。

定义 1.5 (本原多项式)

♣

若整系数多项式 g(x) = bnx
n + · · ·+ b1x+ b0 的系数 b0 ∼ bn 是互素的 (整体互素而非两两互素)，即

(b1, · · · , bn) = 1

则称 g(x)是一个本原多项式

定理 1.16 (Gauss引理)

♡两个本原多项式的乘积仍为本原多项式

证明 设 f(x) =

n∑
k=0

akx
k, g(x) =

m∑
k=0

bkx
k，设 h(x) = f(x)g(x) =

n+m∑
k=0

dkx
k。假设 h(x)不是本原多项式，则存

在素数 p整除所有 dk，由于 f(x), g(x)本原，因此从常数项开始搜索，存在 i, j，使得p | a0, · · · , p | ai−1, p ∤ ai

p | b0, · · · , p | bj−1, p ∤ bj

而 di+j = aibj +

i+j∑
k=0,k ̸=i

akbi+j−k，除了第一项外均至少有一项被 p整除，第一项不被 p整除，因此 p ∤ di+j，这

与假设矛盾。

定理 1.17 (有理多项式变本原多项式)

♡
设 f(x)是有理多项式，g(x)为本原多项式，则 f(x)可表示为有理数 r与本原多项式 g(x)的乘积

�
笔记有理多项式分解说明了有理多项式的因式分解问题完全可以转换成本原多项式的因式分解，而下面的定理

说明了本原多项式能否分解为两个有理多项式之积与能否分解为整系数多项式之积是等价的。
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1.2 特殊数域上的一元多项式理论

� 练习 1.14本原多项式 (1)f(x), g(x)是本原多项式，g(x) | f(x)，证明：f(x)

g(x)
也是本原多项式

(2)f(x)是本原多项式，证明：f(x+ 1)也是本原多项式。

证明 (1)设 f(x) = g(x)q(x)，由于 f(x), g(x)为本原多项式，q(x)必然是有理系数的，设 q(x) = rq1(x)，这里

q1(x)为本原多项式，因此

f(x) = rg(x)q1(x)

根据 Gauss引理可知 g(x)q1(x)仍为本原多项式，因此 r = ±1，因此 q(x) = ±q1(x)是本原多项式。

(2)直接展开得到 f(x+1) = bnx
n+· · ·+b1x+b0，其中 bi =

n∑
k=i

(
k

i

)
ak。下面证明互素，假设 (b0, b1, · · · , bn) =

d，则 
d | bn ⇒ d | an

d | bn−1 ⇒ d |
(
n

1

)
an + an−1 ⇒ d | an−1

同理可以得到 d | an−2, · · · , d | a1, d | a0，这与 f(x)是本原多项式矛盾。

定理 1.18 (整系数多项式因式分解)

♡整系数多项式若能分解为两个较低次有理多项式乘积，则一定也能分解为两个较低次整系数多项式乘积

证明 设 f(x) = g(x)h(x)，这里 g(x), h(x) ∈ Q[x]，则存在本原多项式 f1(x), h1(x), g1(x)使得

f(x) = af1(x), g(x) = rg1(x), h(x) = sh1(x), a ∈ Z, r, s ∈ Q

从而 af1(x) = rsg1(x)h1(x)，根据Gauss引理可知 g1(x)h1(x)是本原多项式，不妨设最高项系数均正，则 f1(x) =

g1(x)h1(x), a = rs，得到 rs ∈ Z，于是
f(x) = (rsg1(x))h1(x)

其中 rsg1(x), h1(x)都是整系数多项式。

� 练习 1.15整系数多项式整数根 (1)若 α ̸= ±1为整系数多项式 f(x)的整数根，证明：
f(1)

α− 1
,
f(−1)

α+ 1
都是整数

(2)ZJU2017.1：f(x)为整系数多项式，f(0), f(1)为奇数，证明：f(x)无整数根

(3)ZJU2019.4：a1, · · · , an为互不相同的整数，a1 · · · an+1不是某个整数的平方，证明 f(x) = (x+a1) · · · (x+
an) + 1不能表示为 Q上两个次数大于等于 1的多项式的乘积。

证明 (1)由于 α是 f(x)的根，因此 f(x) = (x− α)(bn−1x
n−1 + · · ·+ b1x+ b0)，这里 b0, · · · , bn−1也都是整数，

因此

f(1) = (1− α)(bn−1 + · · ·+ b1 + b0) ⇒
f(1)

α− 1
= −b0 − · · · − bn−1 ∈ Z

(2) 若 f 有整数根，则 f(x) = (x − a)f0(x)，这里 f0(x) 为整系数多项式，而 f(0) = (−a)f0(0), f(1) =

(1− a)f0(1)，而根据 f(0), f(1)为奇数得到 −a, 1− a同时为奇数，矛盾。

(3)若 f(x)在Q[x]上可约，则 f(x)在 Z[x]也可约，不妨设 f(x) = g(x)h(x), g(x), h(x) ∈ Z[x]，则 f(−ai) =

g(−ai)h(−ai) = 1，这说明 g(−ai) = h(−ai) = ±1，因此 g(x)− h(x)有 n个不同的根，而 ∂(g(x)− h(x)) < n，

因此 g(x) ≡ h(x)，根据条件 f(x) = g2(x)，常数项为整数的平方，这与条件不是平方矛盾。
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1.3 多元多项式

1.2.4 一元有理多项式的根

定理 1.19 (有理多项式的根)

♡
f(x) = anx

n + · · ·+ a1x+ a0是整系数多项式，若既约分数 α =
q

p
是 f(x)的有理根，则必有 q | a0, p | an

证明 假设
q

p
是解，则代入多项式得到：

an
qn

pn
+ · · ·+ a1

q

p
+ a0 = 0

两边乘上 pn 并移项得到： anq
n = p(−an−1q

n−1 − an−2pq
n−2 − · · · − a0p

n−1)

a0p
n = q(−anq

n−1 − an−1pq
n−2 − · · · − an−1p

n−1)

因为 (p, q) = 1，因此 (p, qn) = 1, (q, pn) = 1，因此根据上面两个式子得到

p | a0, q | an

� 练习 1.16计算有理根 (1)证明：f(x) = x3 + 2x2 + x+ 1在有理数域上不可约

(2)求 f(x) = 3x4 + 5x3 + x2 + 5x− 2的有理根

证明 (1)有理数域不可约即无有理根。而有理根只可能是 ±1，f(±1) ̸= 0，因此不可约。

(2)全部列出来验证，结果为
1

3
,−2

定理 1.20 (Eisenstein判别法)

♡

f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0是整系数多项式，若存在素数 p使得：(1)p ∤ an(2)p | an−1, · · · , a0(3)p2 ∤ a0，

则 f(x)在有理数域上是不可约多项式。

� 练习 1.17使用 Eisenstein判别法 证明在 Q不可约
(1)f(x) = 2x4 + 3x3 − 9x2 − 3x+ 6

(2)f(x) = xn + 2x+ 2

证明 (1)取 p = 3即可

(2)取 p = 2

1.3 多元多项式

1.3.1 基本概念

定义 1.6 (字典排序)

♣

对于多元多项式 p(x1, x2, · · · , xn)的乘积项，先按 x1次数由高到低排序，再根据 x2, x3, · · · 次数排序，将
字典排序得到的第一项称为首项。

定理 1.21 (乘积保首项)

♡
f(x1, · · · , xn), g(x1, · · · , xn)为多元多项式，则它们乘积的首项等于首项的乘积。
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1.3.2 对称多项式

定义 1.7 (对称多项式)

♣
若多元多项式 f(x1, · · · , xn)互换任意 xi, xj 后多项式保持不变，则称其为对称多项式

定理 1.22 (对称多项式的性质)

♡对称多项式的和、差、乘积、多项式复合仍为对称多项式。

定义 1.8 (初等对称多项式)

♣

将形如 σi =
∑

k1<k2<···<ki

xk1
xk2

· · ·xki
的对称多项式称为初等对称多项式：



σ1 = x1 + x2 + · · ·+ xn

σ2 = x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn

...

σn = x1x2 · · ·xn

定理 1.23 (Vieta定理)

♡

对于 f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0，假设其解为 x1, · · · , xn，则

an−1 = −σ1

an−2 = σ2

...

an−i = (−1)iσi

...

a0 = (−1)nσn

定理 1.24 (复合定理)

♡
任意对称多项式 f(x1, · · · , xn)可唯一地写成初等多项式的多项式 φ(σ1, · · · , σn)

证明 设 f(x1, · · · , xn)的首项为 axl1
1 x

l2
2 · · ·xln

n，且 l1 ≥ l2 ≥ · · · ln(根据对称多项式可交换性可知该性质)，做多
项式 φ1 = aσl1−l2

1 σl2−l3
2 · · ·σln

n ，得到 φ1 的首项为 axl1−l2
1 (x1x2)

l2−l3 · · · (x1 · · ·xn)
ln = axl1

1 · · ·xln
n，取 f1(x) =

f(x)− φ1，以此类推可以得到结果。

� 练习 1.18 (1)将 f(x1, x2, x3) = x3
1 + x3

2 + x3
3 表达为 σ1, σ2, σ3 的多项式

解 (1)根据首项可知 l1 = 3, l2 = l3 = 0，φ1 = σl1
1 σl2

2 σl3
3 = (x1 + x2 + x3)

3，得到

f1(x) = f(x)− φ1 = −3(x2
1x2 + x2

1x3 + · · · )− 6x1x2x3

f1(x)首项为 −3x2
1x2，因此 φ2 = −3σ2−1

1 σ2 = −3(x2
1x2 + x2

2x1 + · · · )− 9x1x2x3，因此 f2(x1, x2, x3) = 3σ3。综

上 f(x1, x2, x3) = 3σ3 − 3σ1σ2 + σ3
1
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1.3.3 判别式

对称多项式理论可应用于判断一元高次多项式重根的存在性，这就导出了判别式的概念。

定义 1.9 (判别式)

♣

给定多项式 f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 ∈ C[x]，设 x1, · · · , xn 是 f(x)的根，则定义判别式为

D(f) :=
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj)
n

显然 f(x)有重根当且仅当 D(f) = 0

定理 1.25 (判别式的计算)

♡

由于 D(f)是 x1, · · · , xn 的对称多项式，因此可以表示为初等对称多项式的多项式，再根据 Vieta定理即
可表达为 a0, · · · , an−1 的多项式

� 练习 1.19判别式的计算 (1)计算 f(x) = x2 + px+ q的判别式

解 (1)设 g(x1, x2) = (x1 − x2)
2，可以将 g(x1, x2)表达为初等对称多项式的多项式：

g(x1, x2) = σ2
1 − 4σ2

而根据 Vieta定理，p = −σ1, q = σ2，因此 D(f) = p2 − 4q

1.3.4 结式

给定多项式 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0, g(x) = bmxm + · · ·+ b0，虽然可以用辗转相除法计算它们

的最大公因式，但判断它们是否互素有更好的解决办法，这就是结式

定义 1.10 (结式)

♣

考虑两个多项式 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a0, g(x) = bmxm + bm−1x
m−1 + · · · + b0，则定义两个

矩阵：

A =


an an−1 an−2 · · · a0 0 · · · 0

0 an an−1 an−2 · · · a0 · · · 0
...

...
. . . . . . . . . . . .

...
0 0 · · · an an−1 an−2 · · · a0


m×(n+m)

B =


bm bm−1 bm−2 · · · b0 0 · · · 0

0 bm bm−1 bm−2 · · · b0 · · · 0
...

...
. . . . . . . . . . . .

...
0 0 · · · bm bm−1 bm−2 · · · b0


n×(n+m)

则定义它们的结式 R(f, g) =

∣∣∣∣∣ A

B

∣∣∣∣∣
定理 1.26 (结式判定定理)

♡
给定 f(x) = anx

n+ · · ·+a0, g(x) = bmxm+ · · ·+ b0，an, bm ̸= 0，则 f, g不互素的充要条件为R(f, g) = 0

证明 设 ∂(f) = n, ∂(g) = m，首先 f(x), g(x)不互素当且仅当 ∃u(x), v(x)满足 ∂(u) < ∂(g), ∂(v) < ∂(f)，使得

12



1.3 多元多项式

u(x)f(x) = v(x)g(x)，不妨设 u(x) = um−1x
m−1 + · · ·+ u0

v(x) = vn−1x
n−1 + · · ·+ v0

将 u(x)f(x) = v(x)g(x)展开对比系数得到

anum−1 = bmvn−1

an−1um−1 + anum−2 = bm−1vn−1 + bmvn−2

...

a0u0 = b0v0

将上述线性方程组看成 u0, · · · , um−1, v0, · · · , vn−1 的线性方程组，则系数矩阵的转置 CT 为结式定义中的矩阵：

CT =

(
A

−B

)
因此有解当且仅当 |CT | = 0，也等价于 R(f, g) = 0

定理 1.27 (结式计算公式)

♡

给定前面的 f(x), g(x)，α1, · · · , αn 和 β1, · · · , βm 分别是 f(x), g(x)的复根，则

R(f, g) = amn bnm

n∏
i=1

m∏
j=1

(αi − βi)

定理 1.28 (判别式计算公式)

♡

C[x]中多项式 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0，an ̸= 0，则 f(x)的判别式

D(f) = (−1)
n(n−1)

2 a
−(2n−1)
0 R(f, f ′)

13



第 2章 矩阵

2.1 矩阵基础

2.1.1 矩阵概念与运算

略

2.1.2 矩阵的逆

定义 2.1 (矩阵的逆)

♣若 AB = BA = E，则称 B 为 A的逆，记 A−1

定理 2.1 (矩阵逆的基本性质)

♡
(1)(kA)−1 = k−1A−1 (2)(AB)−1 = B−1A−1 (3)(AT )−1 = (A−1)T (4)|A−1| = |A|−1

证明 (2)(AB)−1AB = E，因此 (AB)−1 = B−1A−1

(3)(A−1)TAT = (AA−1)T = E

(4)|A−1A| = |A−1| · |A| = 1，因此 |A−1| = |A|−1

定理 2.2 (可逆充要条件)

♡

矩阵 A可以的充要条件如下：

|A| ̸= 0

A可表示为初等矩阵的积

定理 2.3 (利用初等行变换求逆)

♡
若 A可逆，则利用初等行变换可以得到 (A,E) → (E,A−1)。特别地，(A,B) → (E,A−1B)

�
笔记同样可以通过初等列变换得到：

(
A

B

)
→

(
E

BA−1

)

� 练习 2.1利用初等变换求逆 (1)计算下面矩阵的逆：
1 1 −1

2 1 0

1 −1 0



解结果为
1

3


0 1 1

0 1 −2

−3 2 −1


� 练习 2.2逆矩阵理论练习 (1)A为方阵，若 Ak = O，证明 E−A可逆，且 (E−A)−1 = E+A+A2 + · · ·+Ak−1

(2)A,B 为 n阶方阵，若 A+B = AB，证明：A− E 可逆，并求逆矩阵

(3)若 A+B 可逆，证明 A−1 +B−1 也可逆，并求其逆

解 (1)直接做乘法验证：

(E −A)(E +A+A2 + · · ·+Ak−1) = E +A+A2 + · · ·+Ak−1 −A−A2 − · · · − Ak = E −Ak = E

(2)由于 A+B = AB，则 (A− E)(B − E) = AB − (A+B) + E = E，因此 (A− E)−1 = B − E



2.1 矩阵基础

(3)根据 B(A−1 +B−1)A = (A+B)得到

(A−1 +B−1)B = A−1(A+B) ⇒ (A−1 +B−1)B(A+B)−1 = A−1

因此 (A−1 +B−1)−1 = B(A+B)−1A

定义 2.2 ((代数)余子式)

♣
A = (aij)为 n× n矩阵，划去 i行 j 列的行列式称为余子式Mij，代数余子式为 (−1)i+jMij

定义 2.3 (伴随矩阵)

♣

A = (aij)n，Aij 是 aij 的代数余子式，则其伴随为 (注意行列颠倒!!)：

A∗ =


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

...
...

. . .
...

A1n A2n · · · Ann



定理 2.4 (利用伴随求逆)

♡
A及其伴随矩阵 A∗ 满足 AA∗ = |A|E，若 A可逆，则 A−1 =

1

|A|
A∗

证明 考虑 B = AA∗，则 Bij =

n∑
k=1

aikAkj，根据行列式的展开式可知

Bij =

|A|, i = j

0, i ̸= j

因此 AA∗ = |A|E

2.1.3 伴随矩阵的性质

定理 2.5 (伴随运算的性质)

♡

A为 n阶方阵，则

1. (A∗)T = (AT )∗

2. (A∗)−1 = (A−1)∗

3. (AB)∗ = B∗A∗

证明 (1)设 A = (aij)，则

(A∗)T =


A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n

...
...

...
An1 An2 · · · Ann


同理设 (AT )∗ = (Bij)，则 Bij = AT

ji，因此行列式大小相同。

(2)A∗ = |A|A−1，则 (A∗)−1 =
1

|A|
A因此

(A−1)∗ = |A−1|A =
1

|A|
A

因此结论成立
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2.1 矩阵基础

(3)(AB)∗ = |AB|(AB)−1 = |B|(B)−1|A|A−1 = B∗A∗

定理 2.6 (伴随矩阵的行列式)

♡
|A∗| = |A|n−1

证明 |A∗| =
∣∣|A|A−1

∣∣ = |A|n · |A−1| = |A|n−1

定理 2.7 (伴随矩阵的秩)

♡

A∗ 为 A的伴随矩阵，则

r(A∗) =


n, r(A) = n

1, r(A) = n− 1

0, r(A) < n− 1

证明 r(A) = n时，|A∗| = |A|n−1 ̸= 0，因此满秩。r(A) = n− 1时，由于 AA∗ = |A|E = O，根据秩不等式：

r(AA∗) ≥ r(A) + r(A∗)− n = r(A∗)− 1 ⇒ r(A∗) ≤ 1

而由于 r(A) = n− 1，其至少有一个 n− 1阶代数余子式不为 0，因此 r(A∗) ≥ 1，综上 r(A∗) = 1。其余显然

定理 2.8 (伴随矩阵的特征值)

♡

矩阵 A的特征值为 λ1, · · · , λn，则 A∗ 的特征值 λ∗
j =

∏
i ̸=j

λi

证明 考虑 A = P−1JP，由于 J 是上三角阵，根据初等变换法，J−1 是上三角阵，J∗ = |J |J−1 也是上三角阵，

而 J 对角元素的代数余子式为
∏
i ̸=j

λi，因此 J∗的对角元为
∏
i ̸=j

λi，代数余子式在初等变换下不变 (位置可能变化，

但值整体相同)，因此结论成立。

2.1.4 广义逆矩阵

定义 2.4 (广义逆)

♣

Am×n 是数域 P上的矩阵，若存在 Gn×m 使得

AGA = A

则称 G是 A的广义逆矩阵。

�
笔记广义逆矩阵一般不唯一。

定理 2.9 (广义逆的表达式)

♡

设 Am×n的秩为 r，设 A = P

(
Er O

O O

)
Q，其中 Pm×m, Qn×n为可逆矩阵，则 A全部的广义逆矩阵为

G = Q−1

(
Er C

D F

)
P−1

这里 C,D, F 为任意 r × (m− r), (n− r)× r, (m− r)× (n− r)阶矩阵。

证明 (1)验证 G是广义逆：直接乘起来就行，得到 AGA = A
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2.1 矩阵基础

(2)验证广义逆都是 G：设 G = Q−1

(
B C

D F

)
P−1，乘法得到

AGA = P

(
B O

O O

)
Q

因此得到 B = Er

定理 2.10 (非方阵线性方程组解的表达式)

♡

Am×n，G是 A的广义逆，则 AX = b的通解可表示为

X = Gb+ (En −GA)Y

这里 Y 是任一 n维向量

证明 (1)证明是解：设 Z 是 AZ = b的解，则此时有 b = AZ = AGAZ = AGb。将 X 表达式代入 AX 验证：

AX = AGb+ (A−AGA)Y = b+O = b

(2)证明解都有该形式：设 X0 是 AX = b的解，则

X0 = Gb+X0 −Gb = Gb+X0 −GAX0 = Gb+ (En −GA)X0

2.1.5 Moore-Penrose广义逆

定义 2.5 (共轭转置)

♣
A是 C上 n×m矩阵，则定义 AH = (A)T

定义 2.6 (Moore-Penrose广义逆)

♣

A是 C上m× n阶矩阵，若存在 C上 n×m阶矩阵 G满足：

1. AGA = A

2. GAG = G

3. (AG)H = AG

4. (GA)H = GA

则称 G为 A的M-P广义逆

定理 2.11 (M-P广义逆的存在唯一性)

♡

Am∞n 的 M-P 广义逆总是存在且唯一的，且若 β1, · · · , βr 是 A 列向量的极大线性无关组，记 B =

[β1, · · · , βr]，分解 A = BC，则M-P广义逆的具体表达式为：

A+ = CH(CCH)−1(BHB)−1BH

证明 存在性：设 A的秩为 r，取 β1, · · · , βr 为 A列向量的极大线性无关组，此时

A = (α1, · · · , αn) = (β1, · · · , βr)


c11 · · · c1n
...

...
cr1 · · · crn

 = BC

此时 r(BC) = r ≤ r(C) ≤ min{r, n} ≤ r，得到 r(C) = r行满秩，B显然列满秩，因此 BHB,CCH 是 r阶可逆

矩阵 (根据 r(AHA), r(AAH)的性质)。令

G = CH(CCH)−1(BHB)−1BH

可验证 G满足上述所有条件
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2.2 分块矩阵

唯一性：设 X 是另一个广义逆，则进行下面步骤，本质是用 AXA = A消去 X

X = XAX = X(AX)H = XXHAH = XXH(AGA)H

= XXHAH(AG)H = X(AX)H(AG)H = XAXAG

= XAG = X(AGA)G = (XA)H(GA)HG

= (GAXA)HG = (GA)HG = (GA)G

= G.

� 练习 2.3计算M-P逆 (1)A =


1 0 −1

1 2 0

0 2 1

的M-P逆

解 (1)先进行分解，得到

B =


1 0

1 1

0 1

 , C =

(
1 0 −1

0 2 1

)

最终结果得到

A+ =
1

9


3 2 −1

0 2 2

−3 −1 2


定理 2.12 (最小二乘解的表达式)

♡
AX = b最小二乘解为 X = A+b+ (En −A+A)Y，其中 A+b是唯一的极小最小二乘解。

2.2 分块矩阵

2.2.1 常见矩阵拆分技巧

定理 2.13 (点态分解)

♡

A是 n× n矩阵，则

A =


a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 a2b2 · · · a2bn
...

...
...

anb1 anb2 · · · anbn

⇒ A =


a1

a2
...
an


(

b1 b2 · · · bn

)

定理 2.14 (ATA的和式表达)

♡

A为 n×m矩阵，将 A做下面的行划分，则 ATA =

n∑
i=1

αT
i αi

A =


α1

α2

...
αs


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2.2 分块矩阵

2.2.2 分块初等变换

定义 2.7 (分块矩阵初等变换)

♣

分块矩阵初等变换分为行变换和列变换：

行变换：(1)左乘矩阵 P，加到另一行 (2)互换两行位置 (3)将可逆矩阵左乘至一行
列变换：(1)右乘矩阵 P，加到另一列 (2)互换两列位置 (3)将可逆矩阵右乘至一列

定义 2.8 (分块初等矩阵)

♣

对应三种分块初等变换有三种分块初等矩阵，常用的即加至另一行/列的初等分块矩阵：

A =

[
E 0

P E

]

定理 2.15 (初等变换的分块初等矩阵表达)

♡

分块初等矩阵左乘一个矩阵即做行变换，右乘即做列变换：[
E 0

P E

][
A1 A2

A3 A4

]
=

[
A1 A2

PA1 +A3 PA2 +A4

]

2.2.3 分块打洞技巧总结

定理 2.16 (分块打洞)

♡

对于分块矩阵

[
A B

C D

]
可通过分块初等变换转换为：

[
A B

O D − CA−1B

] [
A−BD−1C O

O D

]
记忆方式：除去被减的位置，减去的内容顺序都是顺时针转的。

推论 2.1 (两种特殊形式)

♡

对称形式和归纳形式：

对称形式：

[
A B

BT D

]
→

[
A O

O D −BTA−1B

]

归纳形式：

[
A α

βT ann

]
→

[
A α

0 ann − βTA−1α

]

� 练习 2.4分块矩阵与数学归纳法 (1)n阶方阵 A的顺序主子式非零，证明：存在 n阶下三角矩阵 B 使得 BA是

上三角阵

(2)A是 n阶实方阵，A所有顺序主子式大于 0，且非主对角元素为负，证明：A−1 的元素均为正数

证明 (1)n = 1显然成立。设 n− 1时成立，考虑如下分块，由于 A顺序主子式非零，因此 A1顺序主子式非零，

存在 n− 1阶下三角矩阵 B1 满足 B1A1 为上三角阵，因此做对应分块初等变换

A =

[
A1 α

βT ann

]
⇒

[
B1

1

]
·

[
En−1 O

−βTA−1
1 1

]
·

[
A1 α

βT ann

]
=

[
B1A1 B1α

O ann − βTA−1
1 α

]
右侧即一个上三角矩阵，把两个初等矩阵的乘积视作 B 即可。
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2.2 分块矩阵

(2)n = 1显然。设 n− 1时成立，对 A做下述分块，则 A−1
1 元素都是正的

A =

[
A1 α

βT ann

]
⇒

[
En−1 O

−βTA−1
1 1

][
A1 α

βT ann

][
En−1 −A−1

1 α

O 1

]
=

[
A1 O

O ann − βTA−1
1 α

]
根据 |A| > 0, |A1| > 0得到 ann − βTA−1

1 α > 0。记上述等式为 BAC = D，则 A−1 = CD−1B，根据矩阵乘法

乘开即可获得结论。

2.2.4 分块矩阵行列式

定理 2.17 (分块对角矩阵的行列式)

♡

根据 Laplace多行展开定理可以得到：

∣∣∣∣∣ A 0

B C

∣∣∣∣∣ = |A||B|,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A11 0 · · · 0

A21 A22 · · · 0
...

...
. . .

...
An1 An2 · · · Ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |A11||A22| · · · |Ann|

定理 2.18 (一般分块矩阵的行列式)

♡

设 A,D分别为 r, s阶矩阵，A,D可逆，则∣∣∣∣∣ A B

C D

∣∣∣∣∣ = |D||A−BD−1C| = |A||D − CA−1B|

证明 (1)如果 D可逆，则把 B 消掉 (左乘 BD−1)，取行列式即可[
A B

C D

]
⇒

[
A−BD−1C 0

C D

]

定理 2.19 (行列式计算技巧 1：配凑分块矩阵)

♡

矩阵 A可分解为 A = J − uTu，要计算 |A|，则可以构造分块矩阵：∣∣∣∣∣ J u

uT 1

∣∣∣∣∣ = |1| · |J − uTu| = |J | · |1− uJ−1uT | ⇒ |A| = |J | · |1− uJ−1uT |

注意这里 u是列向量

2.2.5 分块矩阵求逆

一般分块矩阵求逆都先转换为分块对角矩阵，具体如下。

定理 2.20 (上三角分块矩阵求逆)

♡

当下面的 A1, A2 都是方阵，则 A可逆当且仅当 A1, A2 都可逆，且逆矩阵如下：

A =

[
A1 A3

O A2

]
⇒ A−1 =

[
A−1

1 −A−1
1 A3A

−1
2

0 A−1
2

]

证明 根据分块矩阵初等变换可知[
E −A−1

2 A3

O E

][
A1 A3

O A2

]
=

[
A1 O

O A2

]
⇒

[
E −A−1

2 A3

O E

]−1 [
A1 A3

O A2

]−1

=

[
A−1

1 O

O A−1
2

]
因此可以得到结论。
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2.3 矩阵的秩

定理 2.21 (一般分块矩阵可逆条件)

♡

分块矩阵 H =

(
A B

C D

)
可逆当且仅当 A−BD−1C 和 D − CA−1B 都可逆

� 练习 2.5分块矩阵求逆 A,B 时 n,m阶可逆方阵，求

[
O A

B O

]
的逆矩阵

解先做交换行的变换：

[
O A

B O

][
O E

E O

]
=

[
A

B

]
，两侧求逆即可得到：

[
O A

B O

]−1

=

[
A−1 O

O B−1

][
O E

E O

]
=

[
O B−1

A−1 O

]

2.3 矩阵的秩

2.3.1 秩的概念

定义 2.9 (矩阵的秩)

♣

矩阵的秩等于：

矩阵行列向量的秩

最大非零子式的阶数

2.3.2 初等变换标准型与矩阵分解

定理 2.22 (初等变换标准型)

♡

设 A是秩为 r的 s× n矩阵，则存在 s阶可逆矩阵 P 和 n阶可逆矩阵 Q使得

A = P

[
Er O

O O

]
Q

�
笔记如果一个题目中没给出条件，或者只给出了矩阵的秩，则往往需要用到初等变换标准型

定理 2.23 (行列满秩的标准型)

♡

A是m× n矩阵，A列满秩当且仅当存在m阶可逆矩阵 P 使得 A = P

[
En

O

]
。A行满秩当且仅当存在

n阶可逆矩阵 Q，使得 A =
[
Em O

]
Q

证明 由于列满秩，可以用行初等变换消成阶梯型，再从下到上消回去即可 (若列不满秩，则阶梯型可能消不干
净，因此需要列变换)
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2.3 矩阵的秩

2.3.3 利用初等变换标准型进行矩阵分解

定理 2.24 (矩阵分解)

♡

s× n矩阵

[
Er O

O O

]
可分解为

[
Er O

O O

]
=

[
Er

O

] [
Er O

]
若为方阵时，可以分解为： [

Er O

O O

]
=

[
Er O

O O

][
Er O

O O

]

� 练习 2.6行列满秩分解 (1)证明：任意非零矩阵都可以分解为列满秩和行满秩矩阵的乘积
(2)设 B1, B2 为数域 P 上 s× n列满秩矩阵，证明：存在 P 上 s阶可逆矩阵 C，使得 B2 = CB1(即 B1, B2

只需要行变换就可以相互转换)
(3)C1, C2 为 P 上 s× n行满秩矩阵，证明：C1, C2 可以仅通过列变换相互转换。

证明 (1)使用等价标准型：

A = P

[
Er O

O O

]
Q = P

[
Er

O

] [
Er O

]
Q

(2)根据列满秩初等标准型，∃P 使得 PB1 =

[
En

O

]
，同理存在 Q使得 QB2 =

[
En

O

]
，结论成立。

(3)和 (2)一样

� 练习 2.7幂等矩阵分解 (1)证明：任意方阵可以分解为可逆矩阵与幂等矩阵乘积
证明 (1)利用等价标准型得到：

A = P

(
Er O

O O

)
Q = PQQ−1

(
Er O

O O

)
Q

PQ为可逆矩阵，后面为幂等

2.3.4 秩不等式

引理 2.1 (乘可逆矩阵不改变秩)

♡
P,Q为可逆矩阵，则 r(A) = r(PAQ)

证明 相当于做了一系列初等变换，因此不改变秩

� 练习 2.8非方阵情况 A,B 分别为m× n, n× s矩阵，证明：

(1)若 r(A) = n，则 r(AB) = r(B)

(2)若 r(B) = n，则 r(AB) = r(A)

证明 (1)存在可逆矩阵 P 使得 PA =

[
A1

O

]
，这里 A1 为可逆矩阵，因此

r(AB) = r(

[
A1

O

]
B) = r

(
A1B

O

)
= r(A1B) = r(B)

(2)同理 (转置即可)

22



2.3 矩阵的秩

引理 2.2 (分块矩阵的秩)

♡

r

(
A O

O B

)
= r(A) + r(B)

r

(
A O

C B

)
≥ r(A) + r(B)

证明 (1)根据初等变换等价标准型有 P1AQ1 =

(
Er1 O

O O

)
, P2BQ2 =

(
Er2 O

O O

)
，因此

(
P1 O

O P2

)(
A O

O B

)(
Q1 O

O Q2

)
=


Er1 O O O

O O O O

O O Er2 O

O O O O


(2)根据初等变换等价标准型有 P1AQ1 =

(
Er1 O

O O

)
, P2BQ2 =

(
Er2 O

O O

)
，因此

(
P1 O

O P2

)(
A O

C B

)(
Q1 O

O Q2

)
=


Er1 O O O

O O O O

C11 C12 Er2 O

C21 C22 O O

→


Er1 O O O

O O O O

O O Er2 O

O C22 O O


定理 2.25 (矩阵秩基本不等式)

♡

r(AB) ≤ min{r(A), r(B)}
r(A+B) ≤ r(A) + r(B)

Sylvester不等式：A,B 是 n阶方阵，则 r(A) + r(B) ≤ r(AB) + n

Frobenius不等式：A,B,C 是 n阶方阵，则 r(ABC) ≥ r(AB) + r(BC)− r(B)

A,B 为 s× n, n×m阶矩阵，AB = O，则 r(A) + r(B) ̸= n

A是m× n的实矩阵，则 r(ATA) = r(A)

证明 (1)将 B 写为行向量形式：B =


β1

β2

...
βn

，则

AB =


a11 · · · a1n

...
...

an1 · · · ann




β1

...
βn

 =


a11β1 + · · ·+ a1nβn

...
an1β1 + · · ·+ annβn


因此 AB 每个行向量都可被 B 行向量线性表出，从而 r(AB) ≤ r(B)，同理可知 r(AB) ≤ r(A)

(2)用列向量角度，A+B 的列向量显然可以被 A,B 的列向量线性表出，从而结论成立。

(3)是 (4)的推论
(4)Frobenius：即构造 r(ABC) + r(B) ≥ r(AB) + r(BC)[

ABC

B

]
→

[
ABC O

BC B

]
→

[
O −AB

BC B

]
根据分块矩阵秩不等式可知

� 练习 2.9秩不等式的推广 (1)A,B 为 n阶方阵，则 r(A−ABA) = r(A) + r(E −BA)− n
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2.3 矩阵的秩

(2)A,B 是 n阶方阵，AB = BA = O, r(A2) = r(A)，证明：r(A+B) = r(A) + r(B)

证明 (1)等号需要构造单位矩阵，即等式中的 n用 En 代替：[
A

En −BA

]
→

[
A O

BA En −BA

]
→

[
A A

BA En

]
→

[
A−ABA O

O En

]
从右往左推非常难，因此一般从无 En 的一边推另一边 (后面的练习也会体现这一点)

(2)注意从复杂的一侧 A+B 开始，否则 A,B 不知道怎么搞，(
A+B O

O O

)
→

(
A+B O

A2 +AB O

)
=

(
A+B O

A2 O

)
→

(
A+B A2

A2 A3

)
由于 r(A) = r(A2)，因此矩阵方程 A2X = A有解，故 ∃P 使得 A2P = A，故第二列可右乘 P 消去第一列：(

A+B A2

A2 A3

)
→

(
B A2

O A3

)
因此根据分块矩阵的秩得到 r(A+B) ≥ r(A3) + r(B) = r(A) + r(B)，而不等式另一侧显然.

� 练习 2.10用秩不等式研究矩阵性质 (1)证明零矩阵：Am×n, Bn×s，r(B) = n，证明：若 AB = O，则 A = O

(2)判定可逆：n为奇数，A,B 为 n阶矩阵，A2 = O，证明：AB −BA不可逆

证明 (1)由于 r(A) + r(B) ≤ r(AB) + n，而 r(B) = n，得到 r(A) = 0，即 A = O

(2)n = 2k + 1，根据 A2 = O得到 2r(A) ≤ 2k + 1 + 0，从而 r(A) ≤ k，此时

r(AB −BA) ≤ r(AB) + r(BA) ≤ r(A) + r(A) ≤ 2k

因此不可逆

2.3.5 空间分解法研究矩阵秩

定理 2.26 (多项式矩阵的秩关系)

♡

f(x) = f1(x)f2(x)是多项式，(f1(x), f2(x)) = 1，则 f(A) = O当且仅当 r(f1(A)) + r(f2(A)) = n。常见

的推论如下：

A2 = A当且仅当 r(A− E) + r(A) = n

A2 = E 当且仅当 r(A− E) + r(A+ E) = n

证明 根据 (f1(x), f2(x)) = 1，有 u(x)f1(x) + v(x)f2(x) = 1，因此 u(A)f1(A) + v(A)f2(A) = En，根据分块矩

阵初等变换： [
f1(A)

f2(A)

]
→

[
f1(A) f1(A)u(A) + v(A)f2(A)

O f2(A)

]
=

[
f1(A) En

O f2(A)

]
再做初等变换： [

f1(A) En

O f2(A)

]
→

[
O En

−f2(A)f1(A) f2(A)

]
→

[
O En

−f(A) O

]

因此得到 r(f1(A)) + r(f2(A)) = n+ r(f(A))�
笔记分块矩阵、多项式互素、空间直和本质上是一体的。

� 练习 2.11从线性空间角度解决难题 A,B是 P 上 n阶矩阵，AB = BA，证明：r(A)+ r(B) ≥ r(AB)+ r(A+B)

证明 设 AX = 0, BX = 0的解空间分别为 V1, V2，设 ABX = BAX = 0的解空间为W1，(A+ B)X = 0的解

空间为W2。显然 V1 ⊆ W1, V2 ⊆ W1，从而 V1 + V2 ⊆ W1，显然 V1 ∩ V2 ⊆ W2，根据维数公式：

dimV1 + dimV2 = dim(V1 + V2) + dim(V1 ∩ V2) ≤ dimW1 + dimW2
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2.4 矩阵的迹

因此推出：

(n− r(A)) + (n− r(B)) ≤ (n− r(AB)) + (n− r(A+B))

化简得到结论。�
笔记这种 r(A), r(B), r(A+B), r(AB)相关问题绝大多数从线性空间角度都能迎刃而解

2.4 矩阵的迹

定理 2.27 (矩阵迹的性质)

♡

A,B 为 n阶方阵，则

tr(A) = tr(kA)

tr(A+B) = tr(A) + tr(B)

tr(AB) = tr(BA)

若 A为实方阵，则 A = O当且仅当 tr(ATA) = 0

证明 显然

2.5 几种技巧矩阵

2.5.1 初等矩阵

定义 2.10 (初等矩阵)

♣

单位矩阵通过一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵。记作 P (i, j), P (i(c)), P (i, j(k))表示 i, j 行互换，i

行乘 c，Pij = k的矩阵

定理 2.28 (初等矩阵乘法)

♡AP 相当于做一次列初等变换，PA相当于做一次行初等变换，

2.5.2 基本矩阵：仅一个元素为 1的矩阵

定义 2.11 (基本矩阵)

♣
基本矩阵 Eij 表示 n× n矩阵，但是仅有 (i, j)元素为 1，其余元素为 0的矩阵。

定理 2.29 (基本矩阵乘法)

♡

基本矩阵乘法有以下性质：

AEij 将 A的第 i列移动到第 j 列，

EijA将 A的第 j 行移动到第 i行。

基础矩阵分解：Eij = eie
T
j

基本矩阵相乘：EikEkj = Eij，k ̸= l时 EikElj = 0

25



2.5 几种技巧矩阵

� 练习 2.12用基础矩阵研究幂次 (1)设 A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1

1 0 0 · · · 0


，证明：Ak =

(
O En−k

Ek O

)
。

(2)A是 n阶上三角阵且主对角上元素均为 0，证明 An = O

证明 (1)写为 A = (en, e1, · · · , en−1)，则 A2 = (Aen, Ae1, · · · , Aen−1)。显然 Aei 为 A的第 i列，因此

A2 = (en−1, en, e1 · · · , en−2)

以此类推容易得到结论

(2)A =
∑
i<j

aijEij，而 j ̸= k 时 EijEkl = O，因此 An 展开式中非零项只能是 Eij1Ej1j2 · · ·Ejn−1jn 这样的

项，但满足 1 ≤ i < j1 < · · · < jn ≤ n的项不存在，因此 An = O

� 练习 2.13用二次型研究矩阵性质 (1)证明：n阶对称矩阵 A为零矩阵当且仅当 ∀α ∈ Rn 有 αTAα = 0

(2)证明：n阶方阵 A是反对称矩阵当且仅当 ∀α ∈ Rn 有 αTAα = 0

证明 (1)左推右显然。先设 α = ei，则 eTi Aei = aii = 0，再取 α = ei + ej，则

0 = (ei + ej)
TA(ei + ej) = aii + ajj + aij + aji

而 aij = aji，因此得到 aij = 0, ∀i, j
(2)左推右用αTAα = (αTAα)T = −αTAα即可。右推左：根据条件得到αTATα = 0，因此αT (A+AT )α = 0，

由于 A+AT 为对称矩阵，根据上题结论得到 A+AT = O，因此 AT = −A

2.5.3 置换矩阵

定义 2.12 (置换矩阵)

♣

每行只有一个元素为 1，每列也只有一个元素为 1，则称该矩阵为置换矩阵。一般写为 P = [ϵi1 , · · · , ϵin ] =
[ϵTj1 , · · · , ϵ

T
jn ]

T，其中 ϵi 表示仅第 i元素为 1的列向量，ik, jk 分别表示列、行的重排顺序。

定理 2.30 (置换矩阵是正交矩阵)

♡置换矩阵是正交矩阵。

证明 证明 PTP = I

定理 2.31 (置换矩阵的作用)

♡

左乘置换矩阵相当于把行原本的 j1, j2, · · · , jn行换到 1, 2, · · · , n行，右乘相当于把列原本的 i1, · · · , in列
换到 1, 2, · · · , n列。

定理 2.32 (置换矩阵正交相似)

♡

i1 · · · in 是 1 ∼ n的排列，A = (aij)，取 P = [ϵi1 , · · · , ϵin ]，则：

PTAP = P−1AP =


ai1i1 ai1i2 · · · ai1in

ai2i1 ai2i2 · · · ai2in
...

...
...

aini1 aini2 · · · ainin


相当于将行列均按新顺序排列了一遍 (先把行放到对应位置，再把列放到对应位置)，且是一种正交变换。
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2.6 特殊矩阵性质总结

� 练习 2.14置换矩阵正交相似例子 i1 · · · in 是 1, 2, · · · , n的排列，A = diag{λ1, · · · , λn}, B = diag{λi1 , · · · , λin}，
证明 A,B 是正交相似的

证明 取 P = [ϵi1 , · · · , ϵin ]即可。

定义 2.13 (特殊的置换矩阵)

♣

特殊置换矩阵K =


1

1

...
1

，KTAK 的功能是绕中心转 180度 (行列全部倒排)

2.6 特殊矩阵性质总结

2.6.1 对角矩阵

定理 2.33 (对角矩阵乘法)

♡矩阵 A右乘一个对角阵，则每列乘上对角相应元素。A左乘对角阵，则每行乘上对角相应元素。

定理 2.34 (对角矩阵求逆)

♡
diag{d1, · · · , dn}−1 = diag{d−1

1 , · · · , d−1
n }

2.6.2 上、下三角矩阵

定理 2.35 (上下三角乘法、逆、伴随)

♡

A,B 是上三角矩阵，则

AB 仍然是上三角矩阵，且 AB 对角元为 a11b11, · · · , annbnn
A−1 也是上三角阵，且 A−1 对角元为 a−1

11 , · · · , a−1
nn

A∗也是上三角阵，且A∗的对角元为 a22a33 · · · ann, a11a33 · · · ann, · · · , a11a22 · · · an−1,n−1(也是特征
值)

证明 (1) 令 C = AB，若 cij =

n∑
k=1

aikbkj =

i−1∑
k=1

aikbkj +

n∑
k=i

aikbkj，当 i > j 时，显然 cij = 0。而 cii =

i−1∑
k=1

aikbki + aiibii +

n∑
k=i+1

aikbki = aiibii

(2)根据行变换可以将 (A, I) → (I, A−1)，当 A为上三角时，先用最后一行消去 A最后一列其余行的元素，

以此类推可以发现 A−1 为上三角，根据矩阵乘法显然有 A−1 对角为 A对角的逆。

(3)根据 A∗ = |A|A−1 即可

定理 2.36 (n个上三角矩阵的乘积)

♡A1, · · · , An 时 n个对角为 0的 n阶上三角矩阵，证明 A1A2 · · ·An = O

证明 用数学归纳法，设 n− 1时成立，取 An =

[
Bn−1 ∗
0 0

]
，此时

A1 · · ·An =

[
B1 · · ·Bn−1 ∗

0 0

]
·

[
Bn ∗
0 0

]
=

[
0 ∗
0 0

][
Bn ∗
0 0

]
= O
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2.6 特殊矩阵性质总结

2.6.3 实对称矩阵

定义 2.14 (实对称矩阵)

♣每个元素都是实数，且满足 AT = A的矩阵 A称为实对称矩阵

定理 2.37 (实对称矩阵的矩阵性质)

♡

实对称矩阵 A具有以下性质：

A−1 也是实对称矩阵

证明 (1)由于 (AA−1)T = En，得到 (A−1)TAT = En，而A实对称，因此 (A−1)TA = En，这说明 (A−1)T = A−1

定理 2.38 (实对称矩阵的特征值性质)

♡

实对称矩阵有如下性质：

每个特征值都是实数

不同特征值的特征向量正交

一定正交相似 (相似且合同)于对角矩阵

证明 (1)共轭转置法：设 λ ∈ C是特征值，ξ ∈ Cn 是特征向量，一方面根据 Aξ = λξ两侧同时左乘 ξ
T
得到

ξ
T
Aξ = λξ

T
ξ

另一方面直接对 Aξ = λξ取共轭转置，再同时右乘 ξ得到

ξ
T
A = ξ

T
λ ⇒ ξ

T
Aξ = λξ

T
ξ

因此比较得到 λ = λ

(2)不同特征值的特征向量正交：设 λ1, λ2 是两个互异特征值，ξ1, ξ2 分别属于 λ1, λ2 的实特征向量，则

λ1(ξ1, ξ2) = (λ1ξ1)
T ξ2 = (Aξ1)

T ξ2 = ξT1 (Aξ2) = λ2(ξ1, ξ2)

从而得到 (λ2 − λ1)(ξ1, ξ2) = 0，而 λ1 ̸= λ2，从而 (ξ1, ξ2) = 0

(3)做数学归纳法，n = 1显然，假设 n− 1成立，任取特征值 λ，对应单位特征向量 α1，将 α1 扩充为 Rn

的一组标准正交基 α1, · · · , αn，令 T = (α1, · · · , αn)，则

AT = T

(
λ αT

0 An−1

)
⇒ TTAT =

(
λ αT

0 An−1

)
由于 TTAT 对称，因此 αT = 0，再根据归纳假设，存在正交矩阵 P1 使得 PT

1 An−1P1 为对角阵，因此令 P =

diag(1, P1)，此时

PTTTATP =

(
λ 0

0 PTAn−1P

)

显然 TP = Q，则 Q也是正交阵。

2.6.4 反对称矩阵

定理 2.39 (反对称矩阵的行列式)

♡奇数阶反对称矩阵的行列式必为 0。

证明 根据 AT = −A得到 |A| = (−1)n|A|，当 n为奇数时 |A| = −|A|，因此 |A| = 0
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2.6 特殊矩阵性质总结

定理 2.40 (反对称矩阵的矩阵性质)

♡

A为反对称矩阵，则

A−1 为反对称矩阵

证明 (1)类似实对称矩阵的

定理 2.41 (反对称矩阵的二次型)

♡A为反对称矩阵当且仅当任意 X ∈ Rn，有 XTAX = 0

证明 在基础矩阵技巧一节中给出过证明

定理 2.42 (反对称矩阵的特征值、特征向量)

♡反对称矩阵 A的特征值是 0或者纯虚数。且纯虚数对应特征向量的实部和虚部的实向量等长、正交。

证明 (1)设 A的特征值 λ = a+ bi，对应特征向量 x = u+ vi，A(u+ vi) = (a+ bi)(u+ vi)，因此 Au+ iAv =

(au− bv) + (bu+ av)i，实虚部分离得到：

Au = au− bv,Av = bu+ av ⇒ uTAu = auTu− buT v, vTAv = bvTu+ avT v

因此得到 uTAu+ vTAv = a(|u|2 + |v|2)，由于 uTAu ∈ C是一个数，因此

uTAu = (uTAu)T = uTATu = −uTAu ⇒ uTAu = 0

同理有 vTAv = 0，因此 a(|u|2 + |v|2) = 0，由于 u+ vi ̸= 0，得到 a = 0，即 λ = a+ bi = bi

(2)设 α+ βi是特征值 ki的特征向量，即 A(α+ iβ) = ki(α+ iβ)，对比实部虚部，得到

Aα = −kβ,Aβ = kα

由于 αTAα = 0，得到 αTAα = αT (−kβ) = −kαTβ = 0，这说明 α, β 正交，再由于

αTAβ + βTAα =

αTAβ − (αTAβ)T = 0

k(αTα− βTβ)

得到 αTα− βTβ = 0，即模长相等

定理 2.43 (反对称矩阵的标准型)

♡

A为 n阶反对称矩阵，则

A正交相似于如下准对角阵

diag

{(
0 b1

−b1 0

)
, · · · ,

(
0 bs

−bs 0

)
, 0, · · · , 0

}
A合同于标准型

diag

{(
0 1

−1 0

)
, · · · ,

(
0 1

−1 0

)
, 0, · · · , 0

}

定理 2.44 (将矩阵拆为对称 +反对称)

♡
A =

1

2
(A+AT ) +

1

2
(A−AT )
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2.6 特殊矩阵性质总结

2.6.5 Hermite矩阵

定义 2.15 (Hermite矩阵)

♣A
T
= A的矩阵称为 Hermite矩阵

定理 2.45 (Hermite矩阵的性质)

♡Hermite矩阵的特征值都是实数

2.6.6 正交矩阵

定义 2.16 (正交矩阵)

♣若矩阵 T 满足 TTT = I，则称 T 为正交矩阵。

定理 2.46 (正交矩阵的性质)

♡

A,B 为 n阶正交矩阵，则

求逆：A−1 = AT

A−1, AT , AB 都是正交矩阵

S =

[
A 0

0 B

]
也是正交矩阵

A正交当且仅当 A的列向量是 Rn 的一组标准正交基。

证明 (1)显然
(2)(AB)TAB = I

(3)直接用 STS 验证即可

(4)A = [α1, · · · , αn]，计算 ATA = I 可得出结论。

� 练习 2.15正交矩阵练习 b是单位列向量，证明存在 n阶对称正交矩阵 A，使得 b为 A的第一列

证明

定理 2.47 (分块上三角正交矩阵)

♡

若 A =

[
A1 A2

0 A4

]
是正交矩阵，则 A2 = 0，A1, A4 是正交矩阵

证明 根据分块矩阵转置以及乘法可以得到结论

ATA =

[
AT

1 0

AT
2 AT

4

][
A1 A2

0 A4

]

定理 2.48 (正交矩阵的行列式与特征值)

♡

A是 n阶正交矩阵，则 A的特征值模长为 1，复特征值成对出现，|A| = ±1，进一步地

若 |A| = −1：−1一定是 A的特征值

若 A是奇数阶的，且 |A| = 1，则 1一定是 A的特征值

复特征值的特征向量实部和虚部模长相等且正交
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2.6 特殊矩阵性质总结

证明 (1) 主命题：Aα = λα，两侧取共轭得到 Aα = λα，两侧取转置得到 αTAT = λαT，两侧右乘 α 得到

αTA−1α = λαTα，因此
1

λ
αTα = λαTα，因此 λλ = 1，即模长为 1。根据 |ATA| = 1可知行列式为 ±1

(2)|A| = −1情况：根据 |A|是特征值乘积可知至少有 1个 −1

(3)|A| = 1情况：同理�
笔记在计算 A的特征值时，如果 A的特殊性需要 AT 来体现，则经常两侧取共轭转置 (例如实对称、反对称、正
交矩阵)。

定理 2.49 (n阶正交矩阵的标准型)

♡

A是 n阶正交矩阵，则 A总是正交相似于

diag

{
λ1, · · · , λr,

(
cos θ1 − sin θ1

sin θ1 cos θ1
, · · · ,

(
cos θm − sin θm

sin θm cos θm

))}

2.6.7 Unitary矩阵

定理 2.50 (Unitary矩阵的性质)

♡Unitary矩阵的特征值模长均为 1

2.6.8 幂零矩阵

定义 2.17 (幂零矩阵)

♣若存在整数 l，使得 Al = O，则称 A为幂零矩阵。

定理 2.51 (幂零矩阵充要条件)

♡

A是幂零矩阵当且仅当

1. 特征值：A的特征值只有 0

2. 特征多项式：A的特征多项式为 xn

3. 最小多项式：A的最小多项式为 xk, k ≤ n

4. 迹 (重点)：对 ∀k > 0，tr(Ak) = 0

2.6.9 幂等矩阵

定义 2.18 (幂等矩阵)

♣若 n阶矩阵 A满足 A2 = A，则称 A为幂等矩阵

定理 2.52 (幂等矩阵充要条件)

♡
n阶方阵 A是幂等矩阵当且仅当 r(A) + r(A− E) = n

证明 由于 A2 = A，即 A(A− E) = O，根据空间分解研究矩阵秩定理 (具体见线性空间-直和与空间分解)

n = n− r(A) + n− r(A− E)

因此 r(A) + r(A− E) = n
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2.6 特殊矩阵性质总结

定理 2.53 (幂等矩阵的性质)

♡

A为 n阶幂等矩阵，则

A的特征值只有 1和 0

A一定可以对角化，且标准型为 diag{Er, O}
r(A) = tr(A)

证明 (1)设 λ是 A的特征值，故 Aα = λα，A2α = λ2α，由于 A = A2，得到 λ2 = λ，因此 λ = 0, 1

(2)根据最小多项式理论，f(A) = A(A− E) = O，因此最小多项式只有一次项乘积，故可对角化。

(3)根据秩、迹在相似下的不变性可知

定理 2.54 (加减乘法的幂等性)

♡

A,B 为两个 n阶幂等矩阵，则

1. A+B 为幂等矩阵当且仅当 AB = BA = O

2. A−B 为幂等矩阵当且仅当 AB = BA = B

3. 若 AB = BA，则 AB 为幂等矩阵。反之不一定

4. 如 E −A−B 可逆，则 r(A) = r(B)

证明 (1)右推左：由于 AB = BA = O，因此 (A+B)2 = A2 +AB +BA+B2 = A+B。左推右：(A+B)2 =

A+AB +BA+B = A+B，因此 AB +BA = O，得到

AB = AB2 = (−BA)B = −BAB = B(BA) = BA

� 练习 2.16幂等矩阵分解 (1)证明：任意方阵都可以分解为可逆矩阵与幂等矩阵的乘积
证明 (1)利用等价标准型得到：

A = P

(
Er O

O O

)
Q = PQQ−1

(
Er O

O O

)
Q

PQ为可逆矩阵，后面为幂等

定理 2.55 (幂等矩阵列的性质)

♡

A1, · · · , Am 为 n阶方阵，且 A1 +A2 + · · ·+Am = En，则下面三个命题等价：

A1, · · · , Am 为幂等矩阵

r(A1) + · · ·+ r(Am) = n

∀i ̸= j 有 AiAj = 0

证明 (1) ⇒ (2)：由于 r(Ai) = tr(Ai)，因此

r(A1) + · · ·+ r(Am) = tr(A1) + · · ·+ tr(Am) = tr(A1 + · · ·+Am) = tr(En) = n

(2) ⇐ (3)：比较经典，先通过分块矩阵的初等变换凑出 E：

A1

A2

A3

. . .
Am





A1 A2 A3 · · · Am

A2

A3

. . .
Am


→



E A2 A3 · · · Am

A2 A2

A3 A3

...
. . .

Am Am


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2.6 特殊矩阵性质总结

再通过 E 消去其他部分：

→



E O O · · · O

A2 A2 −A2
2 −A2A3 · · · −A2Am

A3 −A3A2 A3 −A2
3 · · · −A3Am

...
...

...
. . .

...
Am −AmA2 −AmA3 · · · Am −A2

m


→



E O O · · · O

O A2 −A2
2 −A2A3 · · · −A2Am

O −A3A2 A3 −A2
3 · · · −A3Am

...
...

...
. . .

...
O −AmA2 −AmA3 · · · Am −A2

m


根据 r(A1) + r(A2) + · · ·+ r(Am) = n，得到

A2 −A2
2 −A2A3 · · · −A2Am

−A3A2 A3 −A2
3 · · · −A3Am

...
...

. . .
...

−AmA2 −AmA3 · · · Am −A2
m

 = O

这说明 ∀i ̸= j 有 A2
i = Ai，且 AiAj = O(i, j = 2, 3, · · · ,m)，再对 A1 + · · ·+Am = En 两边同乘 Ai 得到

A1Ai +Ai = Ai

因此 A1Ai = O，结论成立

(3) ⇒ (1)：直接对 A1 + · · ·+Am = En 两边右乘 Ai 得到

A1Ai +A2Ai + · · ·+AmAi = A2
i = Ai

因此都是幂等矩阵�
笔记此定理在 ZJU2020中考过

2.6.10 对角占优矩阵
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第 3章 行列式

3.1 行列式基本概念与性质

定理 3.1 (行列式初等变换)

♡

矩阵初等变换相对行列式的变换为：

互换两行/列：取反号
同行/列可同时提出公因式
倍加：不改变行列式大小

定理 3.2 (行列式分拆)

♡

行列式可以关于一行或者一列进行分拆，即∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
. . .

...
bs1 + cs1 bs2 + cs2 · · · bsn + csn

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
. . .

...
bs1 bs2 · · · bsn
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
. . .

...
cs1 cs2 · · · csn
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

3.2 行列式展开

定义 3.1 (余子式与代数余子式)

♣
将矩阵 A去除第 i行，第 j 列后矩阵的行列式称为 aij 的余子式Mij，代数余子式 Aij := (−1)i+jMij

定理 3.3 (行列式展开)

♡

固定列 j，则按列展开为 |A| =
n∑

i=1

aijAij。固定行 i，则按行展开为 |A| =
n∑

j=1

aijAij

定理 3.4 (不同行相乘为 0)

♡

A的第 i行元素与 k行的代数余子式乘积和为 0：
n∑

j=1

aijAkj = 0

3.3 特殊的行列式

3.3.1 爪型行列式

定理 3.5 (正爪型行列式)

♡正爪型行列式通过对角消去一条直边，再按三角行列式展开



3.3 特殊的行列式

定理 3.6 (异爪型行列式)

♡

异爪型行列式 (一横两斜)分以下几种情况：
行和为 0型：全部加到第一行，按第一列展开

两对角各自相等型：按斜直夹边展开，获得递推公式

� 练习 3.1异爪型行列式 (1)计算 |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 −1 · · · −1 −1

1 1 0 · · · 0 0

0 1 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)设 s(x) =


x

|x|
, x ̸= 0

0, x = 0
，已知 A = (aij)，aij = s(i− j)，求 |A|

解 (1)按最后一列展开，得到 Dn = (−1)n+2 +Dn−1，因此 n为奇数时 Dn = 0，n为偶数时 Dn = 1

(2)上下相减后变为 (1)

3.3.2 大对角型 (三斜线)

3.3.3 行和相同型

定理 3.7 (行和相同型)

♡

行和相同型行列式分以下两种情况：

内部大量相同：加到第一列，提出公因式，消去内部大量元素

循环型：上下相减 (例题见循环型一节)

� 练习 3.2内部大量相同型 计算行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b · · · b

b a b · · · b

b b a · · · b
...

...
...

b b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解加到第一列，提出 [a+ (n− 1)b]，用第一列消去其他元素，最终得到答案 (a− b)n−1[a+ (n− 1)b]

3.3.4 循环型

循环型一般无论形态都是上下相减，一般只有行和相同型和反对称型两种。

� 练习 3.3循环型 计算 |A|, |B|

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 · · · n− 2 n− 1

1 0 1 · · · n− 3 n− 2

2 1 0 · · · n− 4 n− 3
...

...
...

...
...

n− 2 n− 3 n− 4 · · · 0 1

n− 1 n− 2 n− 3 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
|B| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n− 1 n

n 1 2 · · · n− 2 n− 1

n− 1 n 1 · · · n− 3 n− 2
...

...
...

...
...

3 4 5 · · · 1 2

2 3 4 · · · n 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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3.4 Cramer法则

解 (1)依次上面一行减下面一行，变成如下行列式，再每一列加上第一列即可∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 1 1 · · · 1 1

−1 −1 1 · · · 1 1

−1 −1 −1 · · · 1 1
...

...
...

...
...

−1 −1 −1 · · · −1 1

n− 1 n− 2 n− 3 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)依次上面一行减下面一行，然后将最后一列的 −1倍加到每一列。

3.3.5 行列式加边法

定理 3.8 (行列式加边法)

♡

计算矩阵 A的行列式 |A|时，可加上一边：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

0 a11 a12 · · · a1n

0 a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
0 an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�
笔记行列式加边法往往在内部元素大量相同，但行和不同的情况。

3.4 Cramer法则

定理 3.9 (Cramer法则)

♡

n个方程的 n元线性方程组 AX = B，系数矩阵行列式 |A| ̸= 0，则其唯一解为(
|B1|
|A|

,
|B2|
|A|

, · · · , |Bn|
|A|

)
其中 Bi 为 A将第 i列换为 B 组成的矩阵。
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第 4章 线性方程组

4.1 线性方程组解的判定定理

4.1.1 解存在判定定理

定理 4.1 (解存在充要条件)

♡
K 上线性方程组 Ax = b有解的充要条件为 r(A) = r(A)，这里 A := [A, b]

4.1.2 线性方程组同解

定理 4.2 (同解定理)

♡As×n, Bm×n 为两个矩阵，则 AX = 0, BX = 0同解当且仅当 A,B 行向量等价

� 练习 4.1具体应用 (1)已知下面两个线性方程组同解，求 a, b, c的值，且求通解
x1 + 2x2 + 3x3 = 0

2x1 + 3x2 + 5x3 = 0

x1 + x2 + ax3 = 0

x1 + bx2 + cx3 = 0

2x1 + b2x2 + (c+ 1)x3 = 0

(2)As×n, Bt×n 为两个矩阵，AX = 0, BX = 0的解空间分别为 V1, V2，证明：V1 ⊆ V2 当且仅当存在矩阵

Ct×s 使得 B = CA

证明 (1)设方程组为 AX = 0, BX = 0，即 AX = 0与

(
A

B

)
X = 0同解，做初等行变换即可。

(2)V1 ⊆ V2 当且仅当 AX = 0与

(
A

B

)
X = 0同解。

4.1.3 解个数判定定理

定理 4.3 (解个数判定定理)

♡

若K 上 Ax = b满足 r(A) = r(A)：

若 r(A) = n：则 Ax = b有唯一解

若 r(A) < n：则 Ax = b有无穷解

4.2 线性方程组的求解

4.2.1 Ax = 0求解

定义 4.1 (自由未知量)

♣消元后多余的 0 = 0位置对应的变量 xr+1, · · · , xn 称为方程组自由未知量



4.2 线性方程组的求解

定理 4.4 (自由变量的个数)

♡
自由变量的个数为 n− r(A)

定义 4.2 (基础解系)

♣

让自由未知量 xr−1+i 取 1，其余取 0，构造解向量 ηi 称为基础解系：

η1 = (∗, · · · , ∗, 1, 0, · · · , 0)

η2 = (∗, · · · , ∗, 0, 1, · · · , 0)
...

ηn−r = (∗, · · · , ∗, 0, 0, · · · , 1)

�
笔记如果只有一个自由未知数，则一般取 1而非 0，否则无法表示出基础解系，只是要给特解。

定理 4.5 (齐次线性方程组的解)

♡齐次线性方程组 Ax = 0的任意解是其基础解系的线性组合

4.2.2 Ax = b求解

定理 4.6 (非齐次线性方程组的解)

♡

非齐次线性方程组 Ax = b 的任意解是其特解 γ0 加上齐次方程组 Ax = 0 基础解系线性组合，即 x =

γ0 + L{η1, · · · , ηn−r}

� 练习 4.2求解非齐次线性方程组 (1)讨论以下线性方程组解的情况
x1 + x2 − x3 = 1

2x1 + 3x2 + kx3 = 3

x1 + kx2 + 3x3 = 2

(2)已知 A =


1 −1 −1

4 t 1

−2 2 t

 , b =


1

2

−t

，当 t为何值时，AX = b无解，有唯一解，有无穷多解，并

给出有解时对应的解。

解 (1)对增广矩阵做初等变换得到 
1 1 −1 1

0 1 k + 2 1

0 0 (k + 3)(k − 2) k − 2


先讨论解的情况：有解当且仅当 r(A) = r(A)，k = −3无解，k = 2有无穷多解。其余情况有唯一解。k = 2时

特解以及齐次基础解系：

γ =


0

1

0

 , y =


5

−4

1

⇒ x = γ + k1y

唯一解情况直接解出结果即可。
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4.3 最小二乘解

(2)做增广矩阵初等变换得到 
1 −1 −1 1

0 t+ 4 5 −2

0 0 t− 2 2− t


t = −4时无解。t = 2无穷多解，其他情况有唯一解。具体求解略去。

4.2.3 线性方程组公共解的计算

� 练习 4.3公共解的情况 (1)线性方程组 I的通解为 (1, 1, 0, 0)T + k1(1, 0,−1, 0)T + k2(2, 3, 0, 1)
T，线性方程组 II

如下，若两个方程组有无穷组公共解，求 a, b的值并表示出所有公共解7x1 − 6x2 + 3x3 = b

8x1 − 9x2 + ax4 = 7

解由于有无穷多组解，因此有无穷组 k1, k2 使得 (1 + k1 + 2k2, 1 + 3k2,−k1, k2)为方程组 II的解。代入方程化
简得到 4k1 − 4k2 = b− 1

8k1 + (a− 11)k2 = 8
⇒

4k1 − 4k2 = b− 1

0k1 + (a− 3)k2 = 10− 2b

需要有无穷多解，得有自由位置量，因此 a = 3, b = 5，k1 = k2 + 1，解系为 (2, 1,−1, 0)T + k2(3, 3,−1, 1)T�
笔记若给两个完整的线性方程组，则先求出一个的基础解系，再往另一个方程中代。

4.3 最小二乘解

4.3.1 ATA的研究

定理 4.7 (ATA与 A的秩)

♡

设A是m×n的实矩阵，则 r(ATA) = r(A)。复数域有 r(AA
T
) = r(A

T
A) = r(A)，但不一定有 r(ATA) =

r(A)。

证明 (1)只需要考虑AX = 0和ATAX = 0解的情况。首先根据AX = 0可以推出ATAX = 0。其次ATAX = 0

可推出 XTATAX = (AX)T (AX) = 0，而 AX 是一个实向量，αTα = 0当且仅当 α = 0，因此 AX = 0。故它

们同解，n− r(A) = n− r(ATA)得到 r(A) = r(ATA)

(2)若 AX = 0，则 A
T
AX = 0。若 A

T
AX = 0，则 X

T
A

T
AX = (AX)TAX = 0，得到 AX = 0�

笔记该定理最重要的结论是最小二乘解一定存在。

� 练习 4.4ATA与 A性质 (1)A是 R上任意 s× n矩阵，证明：r(AATA) = r(A)

证明 (1)r(AATA) ≤ r(A)，而 r(AATA) ≥ r(ATAATA) = r(ATA) = r(A)

4.3.2 正规方程组

定义 4.3 (最小二乘解)

♣

对一个无解的线性方程组 (矛盾方程组)AX = b，若向量 (x1, · · · , xs) ∈ Rs 使得距离

d =

n∑
i=1

(ai1x1 + · · ·+ aisxs − bi)
2

最小，则称该向量为最小二乘解。
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4.3 最小二乘解

定理 4.8 (正规方程组)

♡对于任一方程组 AX = b，最小二乘解一定存在，且 X0 是最小二乘解当且仅当 ATAX = AT b

证明 设 α1, · · · , αs是 A的列向量，定义W = L(α1, · · · , αs)，X0是最小二乘解当且仅当 AX0是 b在上的投影，

即 (b−AX0) ⊥ αi，因此

αT
i (b−AX0) ⇒ AT (b−AX0) = 0 ⇒ ATAX0 = AT b

定理 4.9 (正规方程组解的存在性)

♡方程组 ATAX = AT b一定有解。

证明 因为 r(ATA) = r(A)，先将增广矩阵拆开得到 r([ATA,AT b]) = r(AT [A, b])，用秩不等式得到 r(AT [A, b]) ≤
r(AT ) = r(A) = r(ATA)，而显然 r([ATA,AT b]) ≥ r(ATA)，因此增广矩阵的秩等于系数矩阵的秩，综上得到

最小二乘法解存在。

定理 4.10 (凸闭集最佳逼近元的唯一性)

♡H是 Hilbert空间，M ⊂ H是凸闭集，则 ∀x ∈ H在M 中存在唯一最佳逼近。

�
笔记一般而言最小二乘解不唯一，除非是凸闭集。
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第 5章 线性空间与线性变换

5.1 线性空间

5.1.1 线性空间的基本概念

定义 5.1 (线性空间)

♣

P是一个数域，V 是非空集合，V 上定义了二元运算 +和数乘，若这两种运算满足：

二元运算：(1)交换 (2)结合 (3)零元 (4)负元
数乘：(1)一元 (2)结合 (c1c2)α = c1(c2α)(3)向量分配 (c1 + c2)α = c1α+ c2α(4)数分配 c(α+ β) =

cα+ cβ

则称 V 是 P上的线性空间

5.1.2 线性相关、线性无关与向量组的秩

定义 5.2 (线性相关和线性无关)

♣

α1, · · · , αn 为向量组，若存在不全为 0的 k1, · · · , kn 使得

k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn = 0

则称它们线性相关。若该等式成立当且仅当 k1 = k2 = · · · = kn = 0，则称线性无关。

� 练习 5.1证明线性无关 (1)幂零基：A为 V 上的线性变换，ξ ∈ V，若Ak−1ξ ̸= 0,Akξ = 0，证明 ξ,Aξ, · · · ,Ak−1ξ

线性无关

证明 设 k0ξ + k1Aξ + · · ·+ kn−1Ak−1ξ = 0，两侧同时作用 Ak−1得到 k0Ak−1ξ = 0，因此 k0 = 0，以此类推得

到 k0, k1, · · · , kn−1 = 0

定理 5.1 (极大线性无关组的计算)

♡

给定一列向量 α1, · · · , αn，将它们作为矩阵的列向量拼成一个矩阵，对矩阵做初等行变换化为阶梯型矩

阵，阶梯头所在列对应的向量为极大线性无关组。(其实按行也可以，按列更不容易出错，因为换行不影
响结果)

� 练习 5.2极大线性无关组的计算 计算下列向量组的极大线性无关组

α1 = (1,−1, 2, 4)

α2 = (0, 3, 1, 2)

α3 = (3, 0, 7, 14)

α4 = (1,−1, 2, 0)

α5 = (2, 1, 5, 6)



5.1 线性空间

解拼成一个矩阵，并做初等行变换：
1 0 3 1 2

−1 3 0 −1 1

2 1 7 2 5

4 2 14 0 6

→


1 0 3 1 −2

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0


因此极大线性无关组为 α1, α2, α4

定义 5.3 (向量组的秩)

♣α1, · · · , αn 为向量组，称其中极大线性无关组的向量个数为它们的秩。

定理 5.2 (源泉定理及其推论)

♡设 α1, · · · , αr 可以被 β1, · · · , βs 线性表出，r > s，则 α1, · · · , αr 线性相关。

5.1.3 线性空间同构

定义 5.4 (同构)

♣若两个代数系统之间存在双射，且该双射保持代数系统的运算，则称两个代数系统同构。

定理 5.3 (有限维线性空间的同构映射)

♡

V 为 P 上线性空间，α1, · · · , αn 为 V 的一组基，构造线性映射 f，将 ∀α ∈ V 映射到其坐标，则 f 为

V → Pn 的同构映射

定理 5.4 (用坐标研究向量组)

♡

α1, · · · , αn 是 V 的一组基，An×s，向量组 β1, · · · , βs 满足

(β1, · · · , βs) = (α1, · · · , αn)A

则 dim(β1, · · · , βs) = r(A)

证明 A = [X1, · · · , Xs]即 β1, · · · , βs的坐标，因此A的列向量与 β1, · · · , βs等价，从而 r(A) = dim(β1, · · · , βs)

推论 5.1 (线性无关情况)

♡
α1, · · · , αn 线性无关，(β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)A，则 βi 线性无关当且仅当 A可逆。

� 练习 5.3同构的应用 (1)β1 = α1 + α2, β2 = α1 + α3, β3 = α1 + α2，证明：α1, α2, α3 和 β1, β2, β3 等价

(2)证明 n为奇数时，α1, · · · , αn 线性无关当且仅当 α1 + α2, · · · , αn−1 + αn, an + α1 线性无关

(3)设 β1 = α2 + · · ·+ αn, β2 = α1 + α3 + · · ·+ αn, βn = α1 + · · ·+ αn−1，证明 α1, · · · , αn和 β1, · · · , βn有

相同的秩

证明 (1)如下同构映射至坐标，显然 A可逆，因此等价

(β1, β2, β3) = (α1, α2, α3)


1 1 1

1 1

0 1

 := (α1, α2, α3)A

42



5.1 线性空间

(2)将后者设为 β1, · · · , βn，如下线性表出

(β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)



1 1

1 1

1
. . .
. . . 1

1 1


用 Gauss消元法可看出 n为奇数时矩阵满秩，因此等价。

(3)同理列矩阵，用加边法可算出行列式非零，因此 A可逆，即等价。

5.1.4 基、坐标

定义 5.5 (基与坐标)

♣

V 是线性空间，ϵ1, · · · , ϵn是 V 中线性无关的向量组，若 ∀α ∈ V 可被该向量组线性表出，则称该向量组

为 V 的一组基。且若

α = (ϵ1, · · · , ϵn)X

则称 X 为 α在 ϵ1, · · · , ϵn 基下的坐标

�
笔记坐标的计算：直接根据 α = (ϵ1, · · · , ϵn)X 解线性方程组 (或者用初等变换求逆)

X = (ϵ1, · · · , ϵn)−1α

� 练习 5.4证明基 给定 α1 = (1, 1, · · · , 1, 1), α2 = (1, 1, · · · , 1, 0), · · · , αn = (1, 0, · · · , 0)，证明其是 Pn 的一组基

证明 当成列向量排成一个矩阵，满秩即可

� 练习 5.5坐标的计算 (1)已知 ϵ1, ϵ2, ϵ3 是 P3 的一组基，计算 α = (1, 2, 1)T 在这组基下的坐标

ϵ1 = (1, 1, 1)T , ϵ2 = (1, 1,−1)T , ϵ3 = (1,−1,−1)T

解 (1)只需要解方程组 α = k1ϵ1 + k2ϵ2 + k3ϵ3，即 [ϵ1, ϵ2, ϵ3]X = α：
1 1 1

1 1 −1

1 −1 −1

X =


1

2

1


解得 k1 = 1, k2 =

1

2
, k3 = −1

2

� 练习 5.6难度进阶 (1)求非零向量 α ∈ P4，使得其在下面两组基中有相同的坐标

ϵ1 = (1, 0, 0, 0)T

ϵ2 = (0, 1, 0, 0)T

ϵ3 = (0, 0, 1, 0)T

ϵ4 = (0, 0, 0, 1)T

,



η1 = (2, 1,−1, 1)T

η2 = (0, 3, 1, 0)T

η3 = (5, 3, 2, 1)T

η4 = (6, 6, 1, 3)T

解 (1)设 α在第一组基下的坐标为 (x1, x2, x3, x4)
T，则由于同坐标

α = x1η1 + x2η2 + x3η3 + x4η4
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5.1 线性空间

解线性方程组 [η1, η2, η3, η4]X = α即可 (注意将 α减到左边)：
1 0 5 6

1 2 3 6

−1 1 1 1

1 0 1 2

X = 0

解得 α = k(1, 1, 1,−1)

5.1.5 坐标变换

定义 5.6 (过渡矩阵)

♣

给定 (ϵ1, · · · , ϵn), (η1, · · · , ηn)两组基，若存在矩阵 T 满足：

(ϵ1, · · · , ϵn) = (η1, · · · , ηn)T

则称 T 为 η1, · · · , ηn 到 ϵ1, · · · , ϵn 的过渡矩阵 (不要搞反)

�
笔记过渡矩阵的计算：直接根据 (ϵ1, · · · , ϵn) = (η1, · · · , ηn)T 得到

T = (η1, · · · , ηn)−1(ϵ1, · · · , ϵn)

用初等变换求 A−1B 的方式直接求 T 即可。

定理 5.5 (坐标变换)

♡

V 是 n维线性空间，η1, · · · , ηn和 ϵ1, · · · , ϵn是空间两组基，且 (η1, · · · , ηn) = (ϵ1, · · · , ϵn)T，向量 x ∈ V

在 ϵi, ηi 下的坐标分别为 X,Y，则

X = TY

证明 x = (ϵ1, · · · , ϵn)X = (η1, · · · , ηn)Y = (ϵ1, · · · , ϵn)TY 即可。�
笔记坐标变换用荡秋千记忆，即 (η1, · · · , ηn) = (ϵ1, · · · , ϵn)T，分别对应 Y,X，则把 T 荡到另一边，即 TY = X。

这与线性变换在不同基下的矩阵一样都需要记住。

� 练习 5.7过渡矩阵的计算 给定两组基，求它们之间的过渡矩阵，并求 ξ = (1, 0, 0,−1)在 α1, α2, α3, α4下的坐标

α1 = (1, 1, 1, 1) α2 = (1, 1,−1,−1) α3 = (1,−1, 1,−1) α4 = (1,−1,−1, 1)

β1 = (1, 1, 0, 1) β2 = (2, 1, 3, 1) β3 = (1, 1, 0, 0) β4 = (0, 1,−1,−1)

解 (1)先取标准基 ϵ1, ϵ2, ϵ3, ϵ4，设

(α1, α2, α3, α4) = (ϵ1, ϵ2, ϵ3, ϵ4)A, (β1, β2, β3, β4) = (ϵ1, ϵ2, ϵ3, ϵ4)B

则

A =


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

 , B =


1 2 1 0

1 1 1 1

0 3 0 −1

1 1 0 −1


由此得到

(β1, β2, β3, β4) = (ϵ1, ϵ2, ϵ3, ϵ4)B = (α1, α2, α3, α4)A
−1B

44



5.1 线性空间

综上得到过渡矩阵为 (具体计算时用行初等变换：(A|B) → (E|A−1B))

A−1B =
1

4


3 7 2 −1

1 −1 2 3

−1 3 0 −1

1 −1 0 −1


(2)ξ 在 (ϵ1, ϵ2, ϵ3, ϵ4)下的坐标即本身，因此在 (α1, α2, α3, α4)下坐标为 A−1ξ(具体计算时也和 (A|B)摆在

一起)，结果为 (0,
1

2
,
1

2
, 0)T

5.1.6 和与交、维数定理

定义 5.7 (线性空间和与交)

♣

V1, V2 为线性空间，则

V1 ∩ V2 := {α : α ∈ V1, α ∈ V2}, V1 + V2 := {α = α1 + α2 : α1 ∈ V1, α2 ∈ V2}

且显然 V1 ∩ V2, V1 + V2 都是子空间。

�
笔记 V1 ∪ V2 由于运算不封闭，一般而言不是子空间。注意分别 V1 ∪ V2 和 V1 + V2

� 练习 5.8和与交基本计算 (1)已知 V1 = L(α1, α2, α3), V2 = L(β1, β2)，其中

α1 =


1

2

1

0

 , α2 =


−1

1

1

1

 , α3 =


0

3

2

1

 , β1 =


2

−1

0

1

 , β2 =


1

−1

3

7


求 V1 + V2, V1 ∩ V2 的基与维数

(2)已知W1 = L(α1, α2, α3),W2 = L(β1, β2)，求W1 ∩W2,W1 +W2 的基与维数。

α1 =


1

2

−1

−3

 , α2 =


−1

−1

2

1

 , α3 =


−1

−3

0

5

 , β1 =


−1

0

4

2

 , β2 =


0

5

9

−14


解 (1)V1 + V2 = L(α1, α2, α3, β1, β2)，因此只需要排成列，做初等变换：

1 −1 0 2 1

2 1 3 −1 −1

1 1 2 0 3

0 1 1 1 7

→


1 0 1 0 −1

0 1 1 0 4

0 0 0 1 3

0 0 0 0 0

 := A

因此维数为 3，基为 α1, α2, β1

任取 α ∈ V1 ∩ V2，设 α = x1α1 + x2α2 + x3α3 = y1β1 + y2β2，因此系数需要满足方程组：

x1α1 + x2α2 + x3α3 − y1β1 − y2β2 = 0

设 x4 = −y1, x5 = y2，即求解 AX = [α1, α2, α3, β1, β2]X = 0，解得基础解系为

η1 =



−1

−1

1

0

0


, η2 =



1

−4

0

−3

1


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5.1 线性空间

对应 V1 ∩ V2 的基础解系为：

−α1 − α2 + α3 = (0, 0, 0, 0)T , α1 − 4α2 = (5,−2,−3,−4)T

只取非零的，故只能为 k(5,−2,−3,−4)，维数为 1，基即 α1 − 4α2。

� 练习 5.9和与并的区别 (1)设 V1, V2是 P上线性空间 V 的两个非平凡子空间，证明：∃α ∈ V 使得 α ̸∈ V1, α ̸∈ V2

(2)V1, · · · , Vs 是 V 的 s个非平凡子空间，证明：V 中至少有一个向量不属于 V1, · · · , Vs 中的任意一个。

(3)V1, V2 是两个子空间，证明：V1 + V2 = V1 ∪ V2 当且仅当 V1 ⊆ V2 或者 V2 ⊆ V1

证明 (1)由于 V1非平凡，∃α ̸∈ V1，若 α ̸∈ V2，则结论成立；否则 α ∈ V2，由于 V2非平凡，因此 ∃β ̸∈ V2，若

β ̸∈ V1，则结论成立；否则 β ∈ V1，此时有

α ̸∈ V1, β ∈ V1, α ∈ V2, β ̸∈ V2

因此 γ = α+ β ̸∈ V1, γ ̸∈ V2

(2)用归纳法
(3)右推左显然。左推右：设 V1 + V2 = V1 ∪ V2，但 V1 ̸⊂ V2，则 ∃α1 ∈ V1, α1 ̸∈ V2，但

∀α2 ∈ V2, α = α1 + α2 ∈ V1 + V2

由于 V1 + V2 = V1 ∪ V2，因此 α至少属于 V1, V2 中的一个，显然 α ̸∈ V2(根据加法封闭)，因此 α ∈ V1，故

α2 = α− α1 ∈ V1

综上得到 V2 ⊆ V1

定理 5.6 (维数公式)

♡

设 V1, V2 是有限维线性空间 V 的两个子空间，则

dimV1 + dimV2 = dim(V1 + V2) + dim(V1 ∩ V2)

证明 设小扩大。设 V1 ∩ V2 的基为 α1, · · · , αs，V1, V2 的基分别为：α1, · · · , αs, βs+1, · · · , βm

α1, · · · , αs, γs+1, · · · , γn

则 V1 + V2 = L(α1, · · · , αs, βs+1, · · · , βm, γs+1, · · · , γn)，下面证明上面的向量全部线性无关。不妨设

k1α1 + · · ·+ ksαs + ks+1βs+1 + · · ·+ knβn + ls+1γs+1 + · · ·+ lnγn = 0

将 liγi 的部分移到右侧，此时左侧线性组合属于 V1，右侧属于 V2，因此都属于 V1 ∩ V2。根据左侧得到：

k1α1 + · · ·+ ksαs + ks+1βs+1 + · · ·+ knβn ∈ V1 ∩ V2 ⇒ ks+1 = ks+2 = · · · = kn = 0 ⇒ k1 = · · · = ks = 0

因此左侧系数全为 0，同理右侧系数也全为 0

� 练习 5.10维数公式相关 (1)经典：V1, V2是有限维线性空间 V 的子空间，dim(V1 + V2) = dim(V1 ∩ V2) + 1，证

明：要么 V1 ⊆ V2，要么 V2 ⊆ V1

证明 (1)根据维数公式得到

dim(V1) + dim(V2) = dim(V1 + V2) + dim(V1 ∩ V2) = 2dim(V1 ∩ V2) + 1

等价于

(dimV1 − dim(V1 ∩ V2)) + (dimV2 − dim(V1 ∩ V2)) = 1

由于都是整数，只能一个 0，一个 1，因此结论成立。
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5.1 线性空间

5.1.7 直和理论

定义 5.8 (直和)

♣
V1, V2 是线性空间 V 的子空间，若 V1 ∩ V2 = {0}，则记 V1 ⊕ V2 := V1 + V2

定义 5.9 (补空间)

♣若 V = V1 ⊕ V2，则称 V2 是 V1 的补空间。

�
笔记补空间一般是不唯一的，因为 α1, · · · , αm 扩充为 α1, · · · , αn 的方式不唯一。

定理 5.7 (直和等价条件)

♡

W = V1 ⊕ V2 当且仅当

W 中任意向量 α = α1 + α2, α1 ∈ V1, α2 ∈ V2 唯一表出

W 中零向量被 V1, V2 中向量唯一表出：0 = 0 + 0

dimW = dimV1 + dimV2

� 练习 5.11判断直和 (1)数域 P 上所有 n阶矩阵组成线性空间 V = Mn(P )，V1 表示所有对称矩阵组成的集合，

V2 表示所有反对称矩阵组成的集合，证明 V1, V2 是子空间且 V = V1 ⊕ V2

证明 (1)显然关于加法和数乘封闭，因此是子空间。首先证明 V = V1 + V2，由于矩阵 A都可以写为：

A =
A+AT

2
+

AT −A

2

从而 V = V1 + V2。

证明 V = V1 ⊕ V2：可用 V1 ∩ V2 = {}，此时取 A ∈ V1 ∩ V2，则 A = AT = −AT，得到 AT = A = O，因此

为直和。也可以用 O分解唯一，设 O = B + C = BT − CT，而 OT = BT + CT，因此 B = C = O。

定理 5.8 (多空间直和等价条件)

♡

V1, · · · , Vs 是W 的子空间，且W = V1 + V2 + · · ·+ Vs，则W = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vs 当且仅当

W 中零向量分解唯一

W 中任意向量 α分解唯一

Vi ∩
∑
j ̸=i

Vj = {0}

dimW = dimV1 + · · ·+ dimVs

证明 (3)只证明第三条。第三条推直和：若

0 = α1 + · · ·+ αn ⇒ αi = α1 + · · ·+ αi−1 + αi+1 + · · ·+ αn

由于 Vi ∩
∑
j ̸=i

Vj = {0}，因此 αk = 0, ∀k = 1, 2, · · · , s，从而是直和

直和推第三条：若 α ∈ Vi ∩
∑
j ̸=i

Vj，则 α ∈ Vi，且

α = α1 + · · ·+ αi−1 + αi+1 + · · ·+ αn ⇒ α1 + · · ·+ αi−1 + (−α) + αi+1 + · · ·+ αn = 0

由于
n∑

i=1

Vi 为直和，因此 α = 0，即第三条结论成立。
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5.2 线性映射

定理 5.9 (直和合并定理)

♡

若 V = V1 ⊕ V2，V1 = V11 ⊕ V12 ⊕ · · · ⊕ V1s, V2 = V21 ⊕ · · · ⊕ V2t，则

V = V11 ⊕ · · ·V1s ⊕ V21 ⊕ · · · ⊕ V2t

证明 只证明 V = V1 ⊕ V2，V1 = V11 ⊕ V12 时，V = V11 ⊕ V12 ⊕ V2。

首先显然有 V = V11 + V12 + V2。设

0 = α11 + α12 + α2 = (α11 + α12) + α2

由于 V = V1 ⊕ V2，因此得到 α11 + α12 = α2 = 0，同理根据 V1 = V11 ⊕ V12得到 α11 = α12 = 0，综上 0元素分

解唯一，为直和。

5.1.8 商空间

定义 5.10 (商空间的元素)

♣

W 是线性空间 V 的子空间，α ∈ V，定义

α+W := {α+ ω : ω ∈ W}

定义 5.11 (商空间)

♣
定义 V/W 为 {α+W : α ∈ V }，即线性空间子集组成的集合。可以证明其是一个线性空间

定义 5.12 (自然映射)

♣
定义 η : V → V/W 为自然映射

5.2 线性映射

5.2.1 线性映射的概念

定义 5.13 (线性映射)

♣

V,W 是 P上的线性空间，φ : V → W 若满足：

φ(α+ β) = φ(α) + φ(β)

φ(cα) = cφ(α)

则称 φ为 V 到W 的线性映射，将 V 到W 的线性映射全体记为集合 HomP(V,W )

5.2.2 核与像

核与像是最常见的不变子空间，因此在进一步研究线性映射之前，要先研究这两个特殊的集合。

定义 5.14 (核与像)

♣
U, V 是 P上的线性空间，f : U → V，定义 Ker(f) = {α ∈ U : f(α) = 0}，Im(f) = {f(α) : α ∈ U}

�
笔记像的维度对应着 (α1, · · · , αn)A的秩，核的维度对应着线性方程组 AX = 0的解空间维数。
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5.2 线性映射

定理 5.10 (核像维数公式)

♡

f ∈ Hom(U, V )其核与像满足：

dim Ker(f) + dim Im(f) = dim(U)

证明 设α1, · · · , αr是Kerf的基，α1, · · · , αn是U的基，而 Imf = L(f(α1), · · · , f(αn)) = L(f(αr+1), · · · , f(αn))，

下面证明线性无关。假设 kr+1f(αr+1)+ · · ·+ knf(αn) = 0，根据线性性可知 f(kr+1αr+1 + · · ·+ knαn) = 0，即

kr+1αr+1 + · · ·+ knαn ∈ Ker(f)，根据基的线性无关性，显然 kr+1, · · · , kn 均为 0�
笔记该定理的证明会在题目中出现，主要方式是先设原空间的子空间的一组基，扩展成原空间的一组基，再作

用 f 后与像空间进行联系。

� 练习 5.12核像维数公式推广证明 证明以下核像命题

(1)定义域为子空间：A是有限维线性空间 V 的线性变换，W 是 V 的子空间，证明：

dim(AW ) + dim(KerA ∩W ) = dim(W )

(2)复合映射：σ, τ 是有限维空间 U → V, V → W 的线性映射，证明：

dim(Ker(σ)) + dim(Im(σ) ∩Ker(τ)) = dim(Ker(τσ))

证明 (1) 设 α1, · · · , αr 是 KerA ∩ W 的一组基，α1, · · · , αn 是 W 的一组基，则 AW = L(Aαr+1, · · · ,Aαn)。

考虑 AW 的维数，设 kr+1Aαr+1 + · · · + knAαn = 0，则有 kr+1αr+1 + · · · + knαn ∈ KerA ∩ W，因此得到

kr+1 = · · · = kn = 0。

(2)先得找原空间最小的空间，可知 Ker(σ) ⊆ Ker(τσ)，因此设 α1, · · · , αr 是 Ker(σ)的基，α1, · · · , αn 是

Ker(τσ)的基。设 V1 = L(σαr+1, · · · , σαn)。显然 V1 ⊆ Im(σ) ∩Ker(τ)。

另一侧 ∀α ∈ Im(σ) ∩ Ker(τ)，∃β 使得 σ(β) = α, τ(α) = 0，这说明 τ(σ(β)) = 0，因此 β ∈ Ker(τσ)，即

α ∈ V1，最终得出 V1 = Im(σ) ∩Ker(τ)。

定理 5.11 (核像与单射、满射)

♡

σ是 U → W 的线性映射，则：

σ是满射当且仅当 Im(σ) = W

σ是单射当且仅当 Ker(σ) = {0}
推论：有限维线性空间上线性变换 (非映射)是单射当且仅当其是满射 (一般单射更好证)

定理 5.12 (核、像任意性)

♡

V 是 P 上 n 维线性空间，V1, V2 是其子空间，dimV1 + dimV2 = n，则存在 V 上的线性变换 A 使得
KerA = V1, ImA = V2

证明 设 V1的一组基为 α1, · · · , αr，扩充为 V 的一组基 α1, · · · , αn，设 βr+1, · · · , βn是 V2的一组基，构造映射

A(k1α1 + · · ·+ knαn) = kr+1βr+1 + · · ·+ knβn。可证明 A是线性变换，且核、像满足条件。

� 练习 5.13计算核与像 (1)A : P4 → P3，求 KerA, ImA

A


x1

x2

x3

x4

 =


x1 − 3x2 + x3 − 2x4

−x1 − 11x2 + 2x3 − 5x4

3x1 + 5x2 + x4


解 (1)KerA相当于 AX = 0的解空间，ImA相当于 A的列空间
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5.3 线性变换

5.2.3 幂等变换的核与像

一般而言核与像虽然有维数关系，但不具备直和关系 (可能相交也可能和不为全空间)，但是幂等变换是一
个特例。

定义 5.15 (幂等变换)

♣若线性变换 A满足 A2 = A，则称其为幂等变换。

定理 5.13 (幂等变换核像空间分解)

♡

A是 V 上的幂等变换，则

V = KerA⊕ ImA

证明 (1)先证明 V 是核与像的和：∀α ∈ V，有α = α−Aα+Aα，其中Aα ∈ ImA。而A(α−Aα) = Aα−A2α = 0，

因此 α−Aα ∈ KerA
(2)证明直和：∀α ∈ KerA∩ ImA，则 Aα = 0且 ∃β,Aβ = α，两侧同时作用 A，左侧得到 A2β = Aβ = α，

右侧 Aα = 0，因此 α = 0

� 练习 5.14经典幂等变换核像题 A,B为 P上线性空间中的幂等变换，证明：
(1)A,B有相同的像当且仅当 AB = B,BA = A
(2)A,B有相同的核当且仅当 AB = A,BA = B

证明 (1)左推右：∀α ∈ V 有 Bα =∈ Im(B)，根据条件即 Bα ∈ ImA，因此根据幂等变换投影的性质 (A不改变
ImA中的向量)得到

A(Bα) = Bα ⇒ AB = B

同理得到 BA = A
右推左：∀γ ∈ Im(A)，有 Aγ = γ，而 BAγ = Aγ = γ，因此 Bγ = γ，即 γ ∈ Im(B)，另一侧同理
(2)左推右：由于 V = Im(A)⊕Ker(A)，因此 ∀α ∈ V 有

α = α1 + α2, α1 ∈ Im(A), α2 ∈ KerA

α− α1 ∈ KerA，因此 α− α1 ∈ KerB，故 B(α− α1) = 0，即 Bα = Bα1。而 Aα = α1，得到

(BA)α = Bα1 = Bα

因此得出 BA = B
右推左

5.2.4 一般线性变换的核像分解

定理 5.14 (线性变换核像空间分解)

♡

假设 A为线性空间 V 中的线性变换，dimV = n，则 V 可进行如下分解：

V = Ker(An)⊕ Im(An)

�
笔记该结论在后续证明空间分解法中会用到
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5.3 线性变换

5.3 线性变换

5.3.1 线性变换基本概念

定义 5.16 (线性变换)

♣

V 是数域 P上的线性空间，A是 V 到自身的线性映射，则称 A是 V 内的线性变换。V 内全体线性变换

组成集合 End(V )。

� 练习 5.15线性变换基本练习 (1)若 T1, · · · , Tm 是 m个不同的线性变换，证明存在 α ∈ V，使得 T1α, · · · , Tmα

互不相同

证明 (1)令 Vij = {x ∈ V : Tix = Tjx}，则显然 Vij 是 V 的子空间。因为 T1, · · · , Tm 两两不同，故 ∀Ti, Tj , ∃β
使得 Tiβ ̸= Tjβ，从而 Vij ̸= V。设 Vij 中有 s个是零空间，则其余均为非平凡子空间，而根据线性空间习题 (和
与交一节)可知存在 α不属于任一非平凡子空间，故 ∃α不属于 Vij , ∀i, j，因此 T1α, · · · , Tmα两两不同。

定理 5.15 (线性变换的可逆性)

♡

线性变换 T 可逆当且仅当

Tϵ1, · · · , T ϵn 线性无关
T 是单射

T 是满射

证明 (1)从矩阵角度看即可
(2)左推右：若 Tα1 = Tα2，则两侧作用 T−1 得到 α1 = α2

右推左：下证 Tϵ1, · · · , T ϵn 线性无关，若 k1Tϵ1 + · · ·+ knTϵn = 0，则

T (k1ϵ1 + · · ·+ knϵn) = 0

由于 T 是单射，得到 k1ϵ1 + · · ·+ knϵn = 0，因此 k1 = · · · = kn = 0，根据命题 (1)知可逆
(3)左推右：设 T 可逆，则 ∀α ∈ V，存在 T−1α，而 α = T (T−1α)，因此是满射

右推左：由于满射，对任一一组基 η1, · · · , ηn，总存在 ϵ1, · · · , ϵn，使得

Tϵ1 = η1, · · · , T ϵn = ηn

下面证明 ϵ1, · · · , ϵn 线性无关，设 k1ϵ1 + · · ·+ knϵn = 0，则

T (k1ϵ1 + · · ·+ knϵn) = k1η1 + · · ·+ knηn = 0

这说明 k1 = · · · = kn = 0，因此可逆。

5.3.2 线性变换在基下的矩阵、变换后的坐标

定义 5.17 (线性变换的矩阵)

♣

A 是 V 内的线性变换，V = L(ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn)，若 (A(ϵ1), · · · ,A(ϵn)) = (ϵ1, · · · , ϵn)A，则 A 称为 A 在
ϵ1, · · · , ϵn 基下的矩阵。

�
笔记计算线性变换在基下的矩阵：根据 (Aϵ1, · · · ,Aϵn) = (ϵ1, · · · , ϵn)A推出

A = (ϵ1, · · · , ϵn)−1(Aϵ1, · · · ,Aϵn)

可以用矩阵求逆方式求解。
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5.3 线性变换

� 练习 5.16线性变换在基下的矩阵 已知 A = (aij), i, j = 1, 2, 3是 A在 ϵ1, ϵ2, ϵ3 下的矩阵，计算

(1)A在 ϵ3, ϵ2, ϵ1 下的矩阵

(2)A在 ϵ1, kϵ2, ϵ3 下的矩阵

(3)A在 ϵ1 + ϵ2, ϵ2, ϵ3 下的矩阵

解根据 T (ϵ1, ϵ2, ϵ3) = (ϵ1, ϵ2, ϵ3)A，得到
Tϵ1 = a11ϵ1 + a21ϵ2 + a31ϵ3

Tϵ2 = a12ϵ1 + a22ϵ2 + a32ϵ3

Tϵ3 = a13ϵ1 + a23ϵ2 + a33ϵ3

(1)重新排列得到： 
Tϵ3 = a33ϵ3 + a23ϵ2 + a13ϵ1

Tϵ2 = a32ϵ3 + a22ϵ2 + a12ϵ1

Tϵ1 = a31ϵ3 + a21ϵ2 + a11ϵ1

得到矩阵为 
a33 a32 a31

a23 a22 a21

a13 a12 a11


(2)(3)同理列开即可

� 练习 5.17幂零变换的矩阵 T 是 n维线性空间 V 上的线性变换，Tn−1 ̸= O, Tn = O，证明：T 在某组基下的矩

阵为 
0 0 · · · 0 0

1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
0 0 · · · 1 0


证明 首先 α, Tα, · · · , Tn−1α均线性无关，因此它们是 V 的一组基，T 在这组基下的矩阵即目标。

定理 5.16 (线性变换后的坐标)

♡
若 α在 (ϵ1, · · · , ϵn)基下的坐标为 X，则 Aα在这组基下的坐标为 AX。

证明 Aα = A(x1ϵ1 + · · ·+ xnϵn) = A(ϵ1, · · · , ϵn)X = (ϵ1, · · · , ϵn)AX，

5.3.3 线性变换在不同基下的矩阵：相似关系

定理 5.17 (线性变换在不同基下的矩阵)

♡

ϵi, ηi(i = 1, · · · , n)是 V 两组基，且 (η1, · · · , ηn) = (ϵ1, · · · , ϵn)T。若 A在 ϵi, ηi 基下的矩阵分别为 A,B，

则有 B = T−1AT。

证明 由线性变换矩阵定义，A(ϵ1, · · · , ϵn) = (ϵ1, · · · , ϵn)A，A(η1, · · · , ηn) = (η1, · · · , ηn)B。而A(η1, · · · , ηn) =
A(ϵ1, · · · , ϵn)T = (ϵ1, · · · , ϵn)AT，且 A(η1, · · · , ηn) = (ϵ1, · · · , ϵn)TB 上面两式取等号即可。�
笔记记忆时根据 (η1, · · · , ηn) = (ϵ1, · · · , ϵn)T，将 η, ϵ基直接换成对应的矩阵 B,A，有 T 的一边添上 T−1即可，

即 B = T−1AT
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5.4 特征值、相似对角化

� 练习 5.18线性变换在不同基下的矩阵 给定下述两组基，线性变换 T 满足 Tϵi = ηi，ϵ1 = (1, 0, 1)T , ϵ2 = (2, 1, 0)T , ϵ3 = (1, 1, 1)T

η1 = (1, 2,−1)T , η2 = (2, 2,−1)T , η3 = (2,−1,−1)T

(1)写出 ϵ1, ϵ2, ϵ3 到 η1, η2, η3 的过渡矩阵

(2)写出 T 在 ϵ1, ϵ2, ϵ3 下的矩阵

(3)写出 T 在 η1, η2, η3 下的矩阵

解 (1)e1, e2, e3 下的矩阵为
(η1, η2, η3) =

定理 5.18 (线性变换构造的等价类)

♡矩阵 A,B 相似的充要条件为它们是一个线性变换在两组基下的矩阵。

5.3.4 相似矩阵的性质

定理 5.19 (相似矩阵的基本性质)

♡

K 上矩阵 A,B 相似，且满足 B = P−1AP，则

r(A) = r(B)

Am ∼ Bm

f(x)为多项式，则 f(A) ∼ f(B)

若 A1 ∼ B1, A2 ∼ B2，不一定有 A1 +A2 ∼ B1 +B2，要求过渡矩阵相同才行

证明 (1)r(A) = r(B)：因为 B = P−1AP，而 P 满秩，等价于一系列初等变换，故不改变秩。

5.4 特征值、相似对角化

5.4.1 特征值与特征向量

定义 5.18 (特征值与特征向量)

♣

A是数域 P上线性空间 V 内的一个线性变换，若对于 λ ∈ P，∃ξ ̸= 0，使得 Aξ = λξ，则称 λ是 A的一
个特征值，ξ是 A属于 λ的特征向量。

定义 5.19 (特征子空间)

♣对于 λ ∈ P，定义其特征子空间为所有满足 Aξ = λξ的特征向量 ξ所组成的集合 Vλ。

引理 5.1 (特征子空间的性质)

♡

特征子空间 Vλ 有如下性质：

Vλ 是 V 的子空间。

对于 λ ∈ P，Vλ ̸= {0}的充要条件为 |λE −A| = 0，其中 A是 A在任意基下的矩阵。

证明 (1)只需要证明 Vλ 对 V 内的数乘和加法封闭即可。

(2)对于 λα = Aα，可以取 V 一组基，若 α在这组基下的坐标为 X。则等价于求解 λX = AX，其中 A是

A在这组基下的矩阵。等价于求解 (λE −A)X = 0，而线性方程组有非零解的充要条件为系数矩阵行列式非零。
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5.4 特征值、相似对角化

定义 5.20 (特征多项式)

♣
对于 P上的矩阵 A，特征多项式定义为 f(λ) = |λE −A|。

定理 5.20 (相似矩阵的特征多项式)

♡相似矩阵有相同特征多项式。即对于同一个线性变换，特征多项式是不变的。

证明 若 B = T−1AT，则 |λE −B| = |λE − T−1AT | = |T−1||λE −A||T | = |λE −A|。

定理 5.21 (特征值基本性质)

♡
λ1, · · · , λn 是矩阵 A的特征值。则

∑
λi = tr(A)，

∏
λi = |A|

证明 用行列式展开与韦达定理证明。

� 练习 5.19特征值与特征向量的基本练习 (1)λ1, λ2是 T 两个不同的特征值，α1, α2分别是对应的特征向量，证明：

α1 + α2 不是 T 的特征向量

(2)T 是可逆线性变换，若 λ是 T 的特征值，则 λ−1 是 T−1 的特征值

证明 (1)Tα1 = λ1α1, Tα2 = λ2α2，因此

T (α1 + α2) = λ1α1 + λ2α2

若 α1 + α2 是特征向量，λ是特征值，则 T (α1 + α2) = λ(α1 + α2)，得到

(λ− λ1)α1 + (λ− λ2)α2 = 0

因此 λ− λ1 = λ− λ2 = 0，这与假设矛盾。

(2)由于 Tα = λα，因此 α = λT−1(α)，即 T−1(α) = λ−1α，因此 λ−1 是 T−1 的特征值

5.4.2 特征值与特征向量进一步结论

定理 5.22 (AB与 BA的特征值)

♡

V, V ′ 是K 上的线性空间，A ∈ Hom(V, V ′),B ∈ Hom(V ′, V )(矩阵同理)，则
AB与 BA有相同非零特征值
若 ξ是 AB属于 λ0 的特征向量，则 Bξ是 BA属于 λ0 的一个特征向量

证明 设 λ0 是 AB非零特征值，∃ξ ∈ V ′ 使得 (AB)ξ = λ0ξ，两侧同时作用 B得到：

B(AB)ξ = B(λ0ξ) ⇒ (BA)(Bξ) = λ0(Bξ)

定理 5.23 (Sylvester公式)

♡

Am×n, Bn×m，fAB(λ), fBA(λ)是 AB,BA的特征多项式，则

λnfAB(λ) = λmfBA(λ)

证明 证明：设 λ ̸= 0，根据[
En 0

−A Em

] En
1

λ
B

A Em

 =

 En
1

λ
B

O Em − 1

λ
AB

⇒ |H| =

∣∣∣∣∣∣∣
En

1

λ
B

O Em − 1

λ
AB

∣∣∣∣∣∣∣ =
(
1

λ

)m

|λEm −AB|
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5.4 特征值、相似对角化

同理根据  En
1

λ
B

A Em

 ·

[
En 0

−A Em

]
=

 En − 1

λ
AB

1

λ
B

0 Em

⇒ |H| =
(
1

λ

)n

|λEn −BA|

根据 |H|的值即可推出结论。

� 练习 5.20相关结论 (1)A,B 是两个 n阶方阵，证明：AB +A和 BA+A有相同的特征多项式

(2)计算下面矩阵 C 的特征值

C =


a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 a2b2 · · · a2bn
...

...
...

anb1 anb2 · · · anbn


(3)特例：已知 A = (a1, · · · , an)，证明 ATA的特征值为 0和 a21 + · · ·+ a2n，这里 0是 n− 1重根

证明 (1)由于 AB +A = A(B + E)，BA+A = (B + E)A，因此根据前面定理可知。

(2)令A = (a1, · · · , an)T , B = (b1, · · · , bn)，则C = AB，而BA =

n∑
i=1

aibi为一阶矩阵，其特征值为
n∑

i=1

aibi，

AB 和 BA特征多项式相差 λn−1，因此 C = AB 的特征多项式为

λn−1(λ−
n∑

i=1

aibi)

(3)即 (2)的特例

定理 5.24 (可逆的特征值表达)

♡n阶方阵 A可逆当且仅当 A的特征值全不为 0

证明 用 |A| = λ1 · · ·λn 即可

定理 5.25 (逆矩阵的特征值)

♡
n阶可逆矩阵 A的特征值为 λ1, · · · , λn，则 A−1 的全部特征值为 λ−1

1 , · · · , λ−1
n

证明 用 A相似于 Jordan阵 J，J−1 为上三角且对角为 λ−1
1 , · · · , λ−1

n ，因此 A−1 的特征值也为 λ−1
1 , · · · , λ−1

n

5.4.3 相似的进一步研究

定理 5.26 (相似的矩阵分解)

♡

A,B 相似当且仅当存在方阵 P,Q，使得

A = PQ,B = QP

这里 P,Q至少有一个可逆

证明 由于 A,B 相似，故存在可逆 P 使得 P−1AP = B，令 Q = P−1A，则得到 A = PQ,B = QP

定理 5.27 (一些相似结论)
A,B 为 n阶方阵，则

AB 与 BA：若方阵 A可逆，则 AB 与 BA相似

A−1 与 B−1：若 A,B 可逆，则 A−1 与 B−1 相似

多项式：任一多项式 f(x)，有 f(A), f(B)相似
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5.4 特征值、相似对角化

♡伴随矩阵：若 A,B 相似，则 A∗ 与 B∗ 相似

证明 (1)BA = (A−1A)(BA) = A−1(AB)A

(2)(P−1AP )−1 = B−1，得到 P−1A−1P = B−1

(3)显然
(4)B∗ = (P−1AP )∗ = P ∗A∗(P−1)∗ = P ∗A∗(P ∗)−1

推论 5.2 (伴随矩阵的特征值)

♡

若矩阵 A的特征值为 λ1, · · · , λm，则 A∗ 的特征值为
∏
i ̸=j

λi

证明 考虑 A在 C上相似于 Jordan阵 J，而 J∗ 的特征值易算，相似时特征值不变，因此可算出 A∗ 的特征值。

5.4.4 相似对角化

定义 5.21 (相似对角化)

♣A是 V 内的线性变换，如果存在 V 的一组基使得 A在该基下的矩阵为对角阵，则称 A可对角化。

定义 5.22 (代数重数、几何重数)

♣
代数重数指特征值 λi 在特征多项式 f(λ)中的重数。几何重数指 λi 对应特征子空间的维数。

引理 5.2 (代数重数与几何重数关系)

♡对每个特征值 λi，其代数重数大于等于几何重数。

引理 5.3 (不同特征值的特征向量)

♡A属于不同特征值的特征向量线性无关。

证明 设 λ1, · · · , λs是 A的 s个不同的特征值，对应特征向量 ξ1, · · · , ξs。用归纳法，假设 ξ1, · · · , ξk−1线性无关，

若

c1ξ1 + · · ·+ ckξk = 0 (5.1)

两侧作用 A得到 c1λ1ξ1 + · · ·+ ckλkξk = 0，用该式子减去 λk 倍的 (5.1)得到

c1(λ1 − λk)ξ1 + · · ·+ ck−1(λk−1 − λk)ξk−1 = 0

由于 λi 两两不相等，因此 c1 = · · · = ck−1 = 0，即特征向量彼此线性无关。

定理 5.28 (可对角化条件)

♡

若 V 是 n维线性空间，则 A可对角化的条件按照递进关系如下排列：
充要条件 1：A有 n个线性无关特征向量。

充分条件：若 A有 n个不同特征值，则 A可对角化
充要条件 2：V 是所有特征子空间的直和 V =

m
⊕
i=1

Vi(特征子空间维数可能没有 λi 重数高)

充要条件 3：所有特征值的代数重数等于几何重数

充要条件 4：dimV =

m∑
i=1

dim(Vi)

充要条件 5(最小多项式)：最小多项式都是一次幂的乘积
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5.5 最小多项式

证明 (1)左推右：由对角化形式，右侧乘开 n个基向量均是特征向量，显然基向量都线性无关。

(Aη1, Aη2, · · · , Aηn) = (η1, η2, · · · , ηn)


λ1

λ2

. . . λn


右推左：n个线性无关特征向量当一组基即可。

(2)根据引理5.3可知
后面三个都根据第一个可以推出

� 练习 5.21对角化计算 (1)计算 A =

(
3 4

5 2

)
的特征值，并计算 Q使得 Q−1AQ是对角矩阵

定理 5.29 (相关矩阵的可对角化性质)

♡

若矩阵 A可对角化，则

1. A∗ 可对角化

2. f(x)为多项式，则 f(A)可对角化

3. 若 A可逆，则 A−1 可对角化

证明 (1)设P−1AP = diag{λ1, · · · , λn}，两侧取伴随得到P ∗A∗(P ∗)−1 = P−1A∗P = diag{
∏
i ̸=1

λi,
∏
i ̸=2

λi, · · · ,
∏
i ̸=n

λi}。

其中伴随转逆用了 A−1 =
1

|A|
A∗

(2,3)显然

5.4.5 相似上三角型

定理 5.30 (相似上三角型)

♡任意 n阶矩阵 A都相似于一个上三角矩阵，且上三角对角为 A的特征值。

证明 n = 1时显然成立。假设n−1时成立，则取 x1为A对应 λ1的特征向量，构造矩阵P1 = [x1, · · · , xn](x2 ∼ xn

无要求)，可以得到：

AP1 = (x1, · · · , xn)


λ1 b12 · · · b1n

0 b22 · · · b2n
...

...
...

0 bn1 · · · bnn

⇒ P−1
1 AP1 =


λ1 b12 · · · b1n

0 b22 · · · b2n
...

...
...

0 bn1 · · · bnn

 =

[
λ1 ∗
0 A1

]

根据归纳假设可知对 A1 有可逆矩阵 Q使得 Q−1A1Q为上三角且对角为特征值，取 P2 =

[
1 0T

0 Q

]
，取 S =

P1P2，S−1AS 即所求上三角
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5.5 最小多项式

5.5 最小多项式

5.5.1 最小多项式与基本性质

定义 5.23 (零化多项式与最小多项式)

♣

A是数域K 上的 n阶方阵，g(x)是K 上的多项式，

零化多项式：若 g(A) = 0，则称 g(x)是 A的一个零化多项式。

最小多项式：将 A的次数最低首一零化多项式称为 A的最小多项式

定理 5.31 (最小多项式的性质)

♡

最小多项式有以下性质：

唯一性：最小多项式是唯一的

整除性：最小多项式整除任意零化多项式

分块对角：A = diag{A1, · · · , As}，则mA(λ) = [m1(λ), · · · ,ms(λ)](最小公倍数)
相似：相似矩阵有相同最小多项式

证明 (1)假设有两个不同最小多项式m1(λ),m2(λ)，则令 h(λ) = m1(λ)−m2(λ)，有 h(A) = m1(A)−m2(A) = 0，

显然 h(λ)是最小多项式，矛盾。

(2)对任意零化多项式 f(x)，其可以表示为 f(x) = q(x)m(x) + r(x)，代入 x = A得到 r(A) = 0，其只能为

r(x) = 0，否则与最小多项式矛盾，因此整除。

(3)由于m(A) = diag{m(A1), · · · ,m(As)}，最大公因式即可满足所有分块均为 0。

(4)若 B = P−1AP，则 f(B) = f(P−1AP ) = P−1f(A)P，因此可知最小多项式相同。

5.5.2 Hamilton-Cayley定理

定理 5.32 (Hamilton-Cayley定理)

♡
A是K 上的 n阶矩阵，f(λ) = |λE −A|即 A的特征多项式，则 f(x)是 A的零化多项式。

证明 设 B(λ)是 λE −A的伴随矩阵，则 B(λ)(λE −A) = f(λ)E，由于 B(λ)元素含 1 ∼ λn−1，因此可以写为

B(λ) = λn−1B0 + · · ·+Bn−1，从而得到：

B(λ)(λE −A) = λnB0 + λn−1(B1 −B0A) + · · ·+ λ(Bn−1 −Bn−2A)−Bn−1A

根据 B(λ)(λE −A) = f(λ)E = λnE + a1λ
n−1E + · · ·+ an−1λE + anE 进行比较得到：

B0 = E

B1 −B0A = a1E

...

Bn−1 −Bn−2A = an−1E

−Bn−1A = anE

⇒



B0A
n = An

B1A
n−1 −B0A

n = a1A
n−1

...

Bn−1A−Bn−2A
2 = an−2A

−Bn−1A = anE

两端分别相加，左侧为 0，因此右侧为 0

证明 使用 Jordan阵证明：分块看，显然每个 λi对应的块的阶数小于 λi的代数重数，每个分块都是零，因此是

零化多项式。
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5.5 最小多项式

推论 5.3 (Hamilton-Cayley定理推论)

♡

Hamilton-Cayley定理有以下推论：
最小多项式与特征多项式同根 (重数可以不同)。

5.5.3 最小多项式与相似对角化

定理 5.33 (最小多项式与相似对角化)

♡P上的 n阶矩阵 A可对角化当且仅当 A的最小多项式在 P上可分解为互素一次因子乘积。

� 练习 5.22最小多项式判断可对角化 (1)幂等矩阵一定可对角化
(2)对合矩阵 A2 = E 一定可对角化

(3)幂零矩阵 Al = O不一定可对角化

证明 (1)A(A− E) = O，一定为一次因子

(2)(A+ E)(A− E) = O，一定可对角化

(3)例如 Jordan块
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第 6章 Jordan标准型

6.1 Jordan标准形：空间分解法

6.1.1 空间第二分解定理：循环不变子空间分解

定义 6.1 (幂零线性变换)

♣A是 V 内的线性变换，若 ∃m使得 Am = 0，则 A是幂零线性变换。

引理 6.1 (幂零基)

♡A是幂零变换，∀α ∈ V 若 Ak−1α ̸= 0,Akα = 0，则 α,Aα, · · · ,Ak−1α线性无关。

证明 设 a0α+ a1Aα+ · · ·+ ak−1Ak−1α = 0，若从左至右第一个非零的是 ai，即 aiAiα+ · · ·+ akAk−1α = 0，

两侧同时作用 Ak−1−i，上式变为 aiAk−1α = 0，而 Ak−1α ̸= 0，故 ai = 0，与假设矛盾。

定义 6.2 (循环不变子空间)

♣

对 ∀α ∈ V，∃k使得Ak = 0,Ak−1 ̸= 0，则 I(α) := L(α,Aα, · · · ,Ak−1α)称为 α生成的A的循环不变子
空间。

定理 6.1 (循环不变子空间分解)

♡

对于 V 内的幂零变换 A，∃v1, · · · , vn ∈ V，m1, · · · ,mn ∈ N使得 V = I(v1)⊕ I(v2)⊕ · · · ⊕ I(vn)。其中

I(vi) = L(vi,Avi · · · ,Amivi)，且 Ami+1vi = 0。

证明 采用数归与核像分解。(1)若 dimV = 1，则显然可分解。(2)若 dimV > 1，则用归纳法。由于 A不是单
射 (因为将不同的向量均映射到 0)，因此 A不是满射 (因为线性映射是满射当且仅当是双射)，因此 A的像维数
低于 dimV。对 ImA用归纳假设，得到 ImA的一组基Am1v1, · · · ,Av1, v1, · · · ,Amnvn, · · · , vn，由于上述向量
组是 ImA的一组基，对 ∀j 存在 V 中向量 uj 使得 vj = Auj。

下面说明下面的向量组线性无关：

Am1+1u1, · · · ,Au1, u1, · · · ,Amn+1un, · · · , un (6.1)

原因:可设上述向量的一个线性组合为 0，两侧同时作用 A，则仅有 Am1+1u1, · · · ,Amn+1un的系数可以非

零 (因为它们被作用后为 0)。去除其他项后，相当于设上面这组向量的某个线性组合等于 0，由于它们也是 ImA
基的一部分，彼此线性无关，所以它们的系数也必须为零。

于是将 (6.1)扩成 V 的一组基 Am1+1u1, · · · , u1, · · · ,Amn+1un, · · · , un, w1, · · · , wp，由于 Awj ∈ ImA，因
此存在 (6.1) 张成空间中元素 xj，使得 Awj = Axj。令 un+j = wj − xj，则有 Aun+j = 0，从而 (6.1) 配上
un+1, · · · , un+p 是所需 V 的一组基。

6.1.2 核像升链与根子空间

设 A是 V 上的线性变换，定义M0 = {0},Mi = KerAi，N0 = V,Ni = Im(Ai)，下面来研究它们的性质。

引理 6.2 (核像空间升链)

♡
上述空间有：{0} = M0 ⊆ M1 ⊆ M2 ⊆ · · ·，V = N0 ⊇ N1 ⊇ N2 ⊇ · · ·

证明 (1)对 ∀α ∈ Mi，由定义有 Aiα = 0，显然 Ai+1α = 0，因此Mi ⊆ Mi+1。



6.1 Jordan标准形：空间分解法

(2)对于 α ∈ Ni，由定义 ∃β ∈ V 使得 α = Aiβ，从而 α = Ai−1(Aβ) ∈ Ni−1。由 α任意性可知Ni ⊆ Ni−1。

引理 6.3 (核空间增长)

♡

核空间Mi 的增长满足以下性质：

若Mk = Mk+1，则Mk = Mk+1 = Mk+2 = · · ·
若 dimV = n，则Mn = Mn+1 = Mn+2 = · · ·。

证明 (1)显然有Mk+1 ⊆ Mk+2，只需要证明Mk+2 ⊆ Mk+1。对于 ∀α ∈ Mk+2，有Ak+2α = 0，即Ak+1(Aα) = 0，

因此 Aα ∈ Mk+1 = Mk，即 Ak+1α = 0 → α ∈ Mk+1，由任意性可知Mk+2 ⊆ Mk+1，故Mk+1 = Mk+2，后续

类似。

(2)只需要证明 Mn = Mn+1，假设不然，则 {0} = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mn ⊂ Mn+1，dimMn+1 > n，与

Mn+1 ⊆ V 矛盾。

定理 6.2 (幂次变换核像分解)

♡V = Mn ⊕Nn，其中 n = dimV。

证明 显然由核像性质有 dimMn+dimNn = n，只需证Mn∩Nn = {0}。∀v ∈ Mn∩Nn，有Anv = 0，且 ∃u ∈ V

使得 v = Anu，从而 A2nu = 0，而M2n = M2n−1 = · · · = Mn，故 Anu = 0，从而 v = 0。

定义 6.3 (广义特征向量与根子空间 (广义特征子空间))

♣

广义特征向量：线性变换 A关于特征值 λ的广义特征向量定义为满足 ∃j ∈ N+, (A− λE)jv = 0的

所有向量。

根子空间：线性变换 A关于 λ的所有广义特征向量加上零向量组成的空间称为 A关于特征值 λ的

根子空间，记作 G(λ,A)。

定理 6.3 (根子空间的具体表达)

♡
根子空间 G(λ,A)满足 G(λ,A) = Ker(A− λE)dimV。

证明 右推左：若 v ∈ Ker(A − λE)dimV，则由 G(λ,A)定义可知 v ∈ G(λ,A)。左推右：v ∈ G(λ,A)即 ∃j ∈
N s.t. (A− λE)jv = 0，而前面已证明这样的 v必然满足 v ∈ Ker(A− λE)dimV。�
笔记为了知识体系的完整，这里补充一下：λi 根子空间的次数最低压缩为 λi 对应 Jordan块的最高阶数，即最
小多项式中的 λi 的阶数。其他书也常用特征多项式的代数重数表示 (题目中会遇到)，上面引理的 dimV明显放
缩过大。

6.1.3 空间第一分解定理：根子空间分解

定理 6.4 (根子空间的不变性)

♡
根子空间 G(λ,A)是 A不变的。

证明 由定理6.3可知 G(λ,A) = Ker(A − λE)n，∀α ∈ G(λ,A) 有 (A − λE)nα = 0，显然 (A − λE)nAα =

A((A− λE)nα) = 0，故 Aα ∈ G(λ,A)。

定理 6.5 (空间第一分解定理：根子空间分解)

♡
若 V 是复线性空间，A是线性变换，λ1, · · · , λm 是其特征值，则 V = G(λ1,A)⊕ · · · ⊕G(λm,A)。

证明 用归纳法，(1)n = 1时显然成立 (2)假设对所有小于n维空间均成立，由定理6.2可知 V = G(λ1,A)⊕Im(A−
λ1E)n，若U = Im(A−λ1E)n为空，则显然成立。其他情况首先显然A在U上是不变的 (A与 (A−λ1E)可交换)，
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6.2 空间分解法：零化多项式角度

去除 λ1所有对应特征向量后，A|U 在U有 λ2, · · · , λm特征值，对U用归纳法，U = G(λ2,A|U )⊕· · ·⊕G(λm,A|U )，
由于 ∀j ≥ 2, G(λj ,A|U ) = G(λj ,A)，从而得证。

6.1.4 Jordan标准形：空间分解法

定理 6.6 (幂零变换的 Jordan标准型)

♡幂零变换 A在循环不变子空间分解基下的矩阵如下。称为幂零变换的 Jordan标准形。

J =


J1

J2 0

0
. . .

Js

 , Ji =


0 1 0

0
. . .
. . . 1

0 0


ni×ni

证明 代入计算显然可得。

定理 6.7 (核限制变换是幂零变换)

♡
对于 ∀线性变换 A，令 B = A− λE，则 B在Mk = KerBk 中的限制变换 B|Mk

是幂零变换。

证明 由于Mk = KerBk，因此 ∀α ∈ Mk 有 Bkα = 0，故 (B|Mk
)k = 0。

定理 6.8 (Jordan标准型：空间分解法)

♡

对于 C上线性变换A而言，其有在先根子空间分解，根子空间再循环不变子空间分解的基下有以下形式。
称为线性变换的 Jordan标准形。

J =


J1 0

J2
. . .

0 Js

 , Ji =


λi 1 0

λi
. . .
. . . 1

0 λi


ni×ni

证明 先由空间分解第一定理将 V 分解为根子空间直和，由于 A− λE在 G(λ,A)中的限制变换是幂零变换，因

此再对 G(λ,A)进行循环不变子空间分解，再由幂零变换的 Jordan标准形可证。

6.2 空间分解法：零化多项式角度

6.2.1 根子空间分解：矩阵角度

定理 6.9 (解空间分解)

♡

A 是 n 阶方阵，f(x), f1(x), f2(x) ∈ P [x]，且 f(x) = f1(x)f2(x), (f1(x), f2(x)) = 1，设 f(A)X =

0, f1(A)X = 0, f2(A)X = 0的解空间分别为 V, V1, V2，则

V = V1 ⊕ V2

证明 由于互素，得到 ∃u(x), v(x)，使得 E = u(A)f1(A) + v(A)f2(A)，从而 ∀α ∈ V 有

α = u(A)f1(A)α+ v(A)f2(A)α := α1 + α2
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6.2 空间分解法：零化多项式角度

且满足 f(A)α = f1(A)f2(A)α = 0。故考察 f2(A)α1：

f2(A)α1 = f2(A)u(A)f1(A)α = u(A)f1(A)f2(A) = 0 ⇒ α1 ∈ V2

同理得到 f1(A)α2 = 0, α2 ∈ V1，从而得到 V = V1 + V2。

下证直和，∀α ∈ V1 ∩ V2，则 f1(A)α = f2(A)α = 0，因此

α = u(A)f1(A)α+ v(A)f2(A)α = 0

因此结论成立。

定理 6.10 (多空间分解)

♡

A是数域 P 上 n阶方阵，f(x), f1(x), · · · , fs(x) ∈ P [x]，f(x) = f1(x)f2(x) · · · fs(x)，且 f1(x), · · · , fs(x)
两两互素，设 f(A)X = 0, f1(A)X = 0, · · · , fs(A)X = 0的解空间为 V, V1, · · · , Vs，则

V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vs

证明 用数学归纳法即可。

定理 6.11 (空间分解研究矩阵秩)

♡

考虑 f(A) = f1(A) · · · fs(A)，则

n− r(f(A)) = n− r(f1(A)) + · · ·+ n− r(fs(A))

证明 设 f(A)X = 0, f1(A)X = 0, · · · , fs(A)X = 0的解空间为 V, V1, · · · , Vs，根据解空间分解得到 V = V1 ⊕
· · · ⊕ Vs，因此根据解空间的维数可得到结论。

� 练习 6.1空间分解研究矩阵的秩 证明以下命题
(1)A2 = A当且仅当 r(A) + r(A− E) = n

(2)A2 = E 当且仅当 r(A+ E) + r(A− E) = n

(3)A3 = E 当且仅当 r(A− E) + r(A2 +A+ E) = n

证明 (1)f(A) = A2 −A = A(A−E)，因此 n− r(A2 −A) = n− r(A) + n− r(A−E)，左侧等于 n，右侧等于

2n− r(A)− r(A− E)，因此 r(A) + r(A− E) = n

6.2.2 根子空间分解：线性变换角度

引理 6.4 (零变换的核空间)

♡

V 是 P上的线性空间，O是零变换，则其核空间为整个空间：

Ker(O) = V

定理 6.12 (核空间分解)

♡

A为线性变换，f(x) = f1(x)f2(x)为多项式，且 (f1(x), f2(x)) = 1，则有如下核空间分解：

Ker(f(A)) = Ker(f1(A))⊕Ker(f2(A))

证明 根据 (f1(x), f2(x)) = 1得到 ∃u(x), v(x)使得 u(x)f1(x) + v(x)f2(x) = 1，因此

E = u(A)f1(A) + v(A)f2(A)

对 ∀α ∈ Ker(f(A))

α = α1 + α2 := u(A)f1(A)α+ v(A)f2(A)α
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6.2 空间分解法：零化多项式角度

显然 f2(A)α1 = u(A)f(A)α = 0，得到 α1 ∈ Ker(f1(A))，同理有 α2 ∈ Ker(f2(A))，综上得到

Ker(f(A)) = Ker(f1(A)) + Ker(f2(A))

下证直和：对 ∀α ∈ Ker(f1(A)) ∩Ker(f2(A))，有

α = u(A)f1(A)α+ v(A)f2(A)α = 0

因此为直和

定理 6.13 (全空间分解：零化多项式角度)

♡

V 是P上的线性空间，A是 V 上的线性变换，f(x) = f1(x)f2(x) · · · fs(x)为零化多项式，且 f1(x), · · · , fs(x)
两两互素，则

V = Ker(f1(A))⊕ · · · ⊕Ker(fs(A))

证明 由于 f(A) = O，根据零变换的核空间以及核空间分解定理可知。

引理 6.5 (Hamilton-Cayley)

♡
若 f(λ)是线性变换 A的特征多项式，则 f(λ)是 A的零化多项式

证明 该定理在最小多项式一章已经证明过了

定理 6.14 (根子空间分解：零化多项式角度)

♡

若 C 上线性变换 A 的特征多项式为 f(λ) = (λ − λ1)
k1 · · · (λ − λs)

ks，最小多项式为 m(λ) = (λ −
λ1)

l1 · · · (λ− λs)
ls，则有以下根子空间分解

V = Ker(A− λ1E)k1 ⊕ · · · ⊕Ker(A− λsE)ks = Ker(A− λ1E)l1 ⊕ · · · ⊕Ker(A− λsE)ls

证明 根据 Hamilton-Cayley定理以及零化多项式全空间分解可知。

� 练习 6.2根子空间分解：零化多项式角度 (1)ZJU2021.8：V 是线性空间，φ是 V 上线性变换，特征多项式 f(λ) =

(λ− 2)6(λ+ 2)4，将 V 分解为两个非平凡不变子空间的直和，并证明结论。

定理 6.15 (根子空间分解与 Jordan标准型)

♡

根子空间分解将 Jordan阵按照特征值 λi 分为若干份，每份由 λi 为对角的若干个 Jordan块组成，对角 λi

在 Jordan阵中的出现次数等于其代数重数。

6.2.3 Jordan阵与循环不变子空间

引理 6.6 (核限制变换是幂零变换)

♡
λi 为 A的特征值，则 (A− λiE)

∣∣
Ker(A−λiE)k

在 Ker(A− λiE)k 中为幂零变换

证明 由于 ∀α ∈ Ker(A− λiE)k 满足 (A− λiE)kα = 0，因此限制变换满足 (A− λiE)k
∣∣
Ker(A−λiE)k

= O

定理 6.16 (循环不变子空间分解)

♡

对于 V 内的幂零变换 A，∃v1, · · · , vn ∈ V，m1, · · · ,mn ∈ N使得 V = I(v1)⊕ I(v2)⊕ · · · ⊕ I(vn)。其中

I(vi) = L(vi,Avi · · · ,Amivi)，且 Ami+1vi = 0。

证明 在空间第二分解定理中已经证明过了。
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6.3 Jordan标准形：λ矩阵法

定理 6.17 (Jordan阵与循环不变子空间)

♡

线性变换A在根子空间Ker(A−λiE)k下的限制变换A
∣∣
Ker(A−λiE)k

在一组循环不变基 ((A−λiE)sα, (A−
λiE)s−1α, · · · , α)下的矩阵为一个 Jordan块：

Js(λi) =



λi 1

λi 1

. . . . . .
λi 1

λi



证明 直接验证即可。

定理 6.18 (Jordan阵与几何重数)

♡

特征值 λi 的代数重数是特征多项式 f(λ)的 λ = λi 根的重数，几何重数 (λiE − A = 0解空间维数)是 λi

对应以 λi 为对角的 Jordan块个数。

证明 根据 λiE − A = 0 的解空间维数等于 λiE − J = 0 解空间维数，而每有一个以 λi 为对角的 Jordan 块，
λiE − J 上就有一行全为 0，因此秩减 1，从而块数等于几何重数。�
笔记即以 λi 为对角的 Jordan块个数为 n− r(λE −A)，反过来写也要分得清。

6.3 Jordan标准形：λ矩阵法

6.3.1 λ矩阵与相抵

定义 6.4 (λ矩阵)

♣
A(λ)是元素为 λ多项式的矩阵，则将 A(λ)称为 λ矩阵。

定义 6.5 (λ矩阵初等变换)

♣

λ矩阵有三种初等变换：

互换两行/列
用常数 c乘一行/列 (不能乘 λ多项式！)
将一行/列乘以一个 λ多项式加到另一行/列上

定义 6.6 (相抵)

♣若可以用初等变换将一个 λ矩阵转换为另一个 λ矩阵，则称两个 λ矩阵相抵。

定理 6.19 (相抵标准形：法式)

♡

对于数值矩阵 A，λE − A 总是相抵于 diag{1, · · · , 1, d1(λ), · · · , dm(λ)}，其中 di(λ) 是首一多项式，且

di(λ)|di+1(λ)。

引理 6.7 (对角整除化)

♡
A(λ)为非零 λ矩阵，则 A(λ)一定相抵于 B(λ)，满足 b11(λ) ̸= 0且 b11(λ)可整除 B(λ)中的所有元素

证明 先将 A(λ)中次数最低的元素放置于对角 a11(λ)
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6.3 Jordan标准形：λ矩阵法

(1)消去第一行、第一列：不妨设 ai1(λ)不被 a11(λ)整除，则做带余除法 ai1(λ) = q(λ)a11(λ) + r(λ)，再将

r(λ)放置于 a11，直至全部整除，可消去第一列和第一行。

(2)考虑第一列、第一行外的其他元素，若存在 aij(λ)不被 a11 整除，则把第 j 列加到第一列上，做带余除

法，把余项放到 a11，以此类推。

定理 6.20 (法式的计算：初等变换法)

♡

每次把最低次移动到角上，尝试消除，消除过程按照以下步骤

通过初等变换将当前对角元素变为所有非零元素中次数最低的 λ多项式

将矩阵对角整除化：具体见引理的过程

消去一列，再消去一行，重复对角整除化和消去

定理 6.21 (相抵与相似)

♡A与 B 相似当且仅当 λE −A与 λE −B 相抵。

证明 (1)左推右：若 B = P−1AP，则 λE −B = P−1(λE −A)P，显然右侧两个 λ矩阵相抵。

(2)右推左：若 λE−B = P (λ)(λE−A)Q(λ)，设Q(λ) = Qkλ
k + · · ·+Q1λ+Q0，Q(λ)−1 = Rmλm + · · ·+

R1λ+ R0，下记W = Q(B)。由 Q(λ)Q−1(λ) = E 得 RmQ(λ)λm + · · · + R1Q(λ)λ+ R0Q(λ) = E，代入 B 得

到 RmWBm + · · ·+R1WB +R0W = E。

由于 P (λ)−1(λE − B) = (λE − A)Q(λ) = Q(λ)λ − AQ(λ)，代入 λ = B 得到 Q(B)B = AQ(B)(前面一式
子左 =0)，即WB = AW，从而WBl = AlW (多作用一个 A相当于多右乘一个 B)。
再由前面的式子得到 (RmAm + · · ·+R0)W = E，则表明W 可逆，从而 B = W−1AW。

6.3.2 行列式因子、不变因子

定义 6.7 (行列式 k阶子式)

♣
|A|的 k阶子式是其任选 k行、k列组成的矩阵的行列式。

定义 6.8 (行列式因子)

♣

A(λ)是 λ矩阵，若其所有 k阶子式 (行列式)均为 0，则定义其 k阶行列式因子 Dk(λ) = 0，否则定义为

所有非零 k阶子式的首一最大公因式。

�
笔记一般行列式因子比初等变换方便，不过一定注意这里的子式是所有子式，而非主子式，甚至可以不连着，0

的情况也得分开考虑。

引理 6.8 (行列式因子的相除性)

♡
设 D1(λ), · · · , Dr(λ)是 A(λ)非零行列式因子，则 Di(λ)|Di+1(λ)。

证明 设 Ai+1 是 A(λ)任意 i + 1阶子式，这个行列式按某一行展开，则其每一展开项都是一个多项式与一个 i

阶子式乘积，而Di(λ)是所有 i阶子式公因子，因此Di(λ)|Ai+1(∀i)，而Di+1(λ)是所有Ai+1的最大公因式，因

此证毕。

定义 6.9 (不变因子)

♣
定义 d1(λ) = D1(λ)，di(λ) =

Di(λ)

Di−1(λ)
(∀i ̸= 1)为 A(λ)的不变因子。
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定理 6.22 (行列式因子、不变因子的性质)

♡

相抵矩阵的因子：相抵的 λ矩阵有相同的行列式因子、不变因子 (初等变换不改变行列式、不变因
子)
法式与不变因子：λE −A法式的所有对角元素即 λE −A的不变因子。

证明 (1)只需证明行列式因子在三种初等变换不变即可。而不变因子由行列式因子唯一确定。
(2)由于不变因子在初等变化中不变，求出法式的不变因子 (即对角)，因此 λE − A的不变因子即其法式对

角元素。

定理 6.23 (不变因子与最小多项式)

♡A的最小多项式即 λE −A的最后一个不变因子

证明 设 A的互异特征值为 λ1, · · · , λs，因此可以列出所有的初等因子 (具体见下一节)，最小多项式即初等因子
的最小公倍式，最后一个不变因子也是，因此结论成立

6.3.3 初等因子与 Jordan标准型

定义 6.10 (初等因子)

♣将所有不变因子分解为不可约因子之积，这些不可约因子全体称为初等因子组。

定理 6.24 (对角化计算初等因子)

♡

λE −A经过初等变化变为对角阵 (不一定要法式)
f1(λ)

f2(λ)

. . .
fn(λ)


其中 fi(λ)为非零首一多项式，则 A的初等因子组是所有 fi(λ)做不可约分解得到的因式组合。

引理 6.9 (Jordan块、Jordan阵的初等因子)

♡

r 阶 λ0 对角的 Jordan 块的初等因子组为 (λ − λ0)
r。对角为 J1, J2, · · · , Jk 的 Jordan 阵的初等因子组为

(λ− λ1)
r1 , · · · , (λ− λk)

rk。

证明 (1)Jordan块的初等因子组直接用行列式因子计算即可 (只有 r阶非 1，因此不变因子好算)
(2)Jordan阵的初等因子进行分块初等变换，将各个 Jordan块分块变成法式，再用引理6.24即可。

定理 6.25 (使用初等因子计算 Jordan标准型)

♡

若K 上的矩阵 A有初等因子组 (λ− λ1)
r1 , · · · , (λ− λk)

rk，则 A相似于 Jordan阵 J = diag{J1, · · · , Jk}，
其中 Ji 是以 λi 为对角的 ri 阶 Jordan块。

定理 6.26 (Jordan标准型存在充要条件)

♡K 上矩阵 A有 Jordan标准型当且仅当其初等因子都是一次项的幂次乘积。
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6.4 λ矩阵的进一步研究

6.4.1 Jordan标准型的直接计算

一、初等变换方法：只需要将 λE −A转换为对角矩阵，对角所有分解即初等因子组，直接构造 Jordan标准
型

� 练习 6.3无法直接整除的情况 (1)计算下面矩阵 A的法式：

A =


−1 1 3

3 0 −4

−2 1 4


解 (1)进行到下面步骤的时候无法整除，即发现不整除列上的多项式，要进行对角整除化

1 0 0

0 λ− 1 −λ+ 1

0 λ2 + λ− 3 −3λ+ 4

→


1 0 0

0 λ− 1 −λ+ 1

0 (λ2 + λ− 3)− (λ− 1)(λ+ 2) (−3λ+ 4)− (λ+ 2)(−λ+ 1)

 =


1 0 0

0 λ− 1 −λ+ 1

0 −1 λ2 − 2λ+ 2


因此最终可以化简为： 

1

1

(λ− 1)3



� 练习 6.4初等变换方法计算 Jordan标准型 计算 A =


1 −1 2

3 −3 6

2 −2 4

的 Jordan标准型

解通过初等变换得到 λE −A的法式为


1 0 0

0 λ 0

0 0 −λ2 + 2λ

，因此初等因子为 λ, λ, (λ− 2)，对应 Jordan阵为：

J =


0

0

2


二、行列式因子方法：求一般矩阵的 Jordan阵用行列式因子可能比较麻烦，但是对于抽象的 n阶矩阵却有

很大的作用，原因在于只要有两个子式互素，则行列式因子就为 1。

� 练习 6.5经典而重要的题目 a, b ∈ C，求下面矩阵 A的 Jordan标准型

A =



a b · · · b b

a · · · b b

. . .
...

...
a b

a


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解若 b = 0，则 Jordan标准型即 aE。若 b ̸= 0，则考虑 λE −A：

λE −A =



λ− a −b · · · −b −b

λ− a · · · −b −b

. . .
...

...
λ− a −b

λ− a


考虑 n− 1阶子式，右下子式行列式为 (λ− a)n−1，右上子式在 λ = a时显然不是 0(根据余数定理)，因此互素，
即初等因子为 (λ− a)n，因此 Jordan阵为一个 n阶的以 a为对角的 Jordan块

� 练习 6.6行列式因子应用相关练习 求不变因子：(1)A =


1 λ+ 2

1 λ+ 2

1 λ+ 2

λ+ 2

 (2)A =


λ −1

λ −1

λ −1

5 4 3 λ+ 2


解 (1)左上行列式因子为 −1，因此不变因子为 1, 1, 1, (λ+ 2)4

(2)右上行列式因子为 −1，因此不变因子 1, 1, 1, |A|

定理 6.27 (重要 λ矩阵)

♡

下面 λ矩阵 A的不变因子为 1, 1, · · · , λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + · · ·+ an−1λ+ an

A =



λ an

−1 λ an−1

−1 λ an−2

. . . . . .
...

−1 λ a2

−1 λ+ a1


证明 考虑左下方行列式因子，其值为 1，因此不变因子为 1, 1, · · · , 1, |A|，而计算出 |A| = λn+a1λ

n−1+ · · ·+an，

因此结论成立

推论 6.1

♡

下列矩阵 A在 C可对角化当且仅当 λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + · · ·+ an−1λ+ an 在 C上无重根

A =



0 an

−1 0 an−1

−1 0 an−2

. . . . . .
...

−1 0 a2

−1 a1



� 练习 6.7一些用行列式因子计算方便的特殊矩阵 计算 Jordan标准型 (1)A =


1 2 3 4

1 2 3

1 2

1

 (2)A =


a

a a
...

...
. . .

a a · · · a


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(3)A =


a

b1 a

. . . . . .
bn−1 a

 (4)A =



a a12 a13 · · · a1n

a a23 · · · a2n
. . .

...
a an−1,n

a


，a12a23 · · · an−1,n ̸= 0

解 (1)λE −A左上行列式为 (λ− 1)3，右上在 λ = 1是显然非零，因此不变因子 1, 1, 1, |λE −A|
(2)左上行列式 (λ− a)n−1，左下在 λ = a显然非零，因此不变因子 1, 1, · · · , 1, |λE −A|
(3)(4)显然�

笔记如果对角相等，则用行列式因子计算可能会比较方便

6.4.2 k阶 Jordan块的个数

定理 6.28 (k阶 Jordan块个数)

♡

n 阶复矩阵 A 的 Jordan 标准型为 J，则 J 中对角元 λ 的 k 阶 Jordan 块 Jk(λ) 的个数如下。这里约定

r((A− λEn)
0) = n

r((A− λEn)
k−1)− 2r((A− λEn)

k) + r((A− λEn)
k+1)

证明 考虑零对角 Jordan块的幂次：

r(Jr(0)
k) =

r − k, 0 ≤ k < r

0, k ≥ r
r(Jr(0)

k)− r(Jr(0)
k+1) =

1, 0 ≤ k < r

0, k ≥ r

而非零对角 Jordan块的幂次满足 r(Jr(a)
k)− r(Jr(a)

k+1) = 0。

设 A的 Jordan标准型为 J = diag{Jr1(λ1), · · · , Jrs(λs)}，(A − λE)k, (J − λE)k 相似。根据 J 是分块对角

的性质可知 r((A− λE)k) = r((J − λE)k) =

s∑
i=1

r(Jri(λi − λ)k)，因此得到：

r((A− λE)k)− r((A− λE)k+1) =

s∑
i=1

[r(Jri(λi − λ)k)− r(Jri(λi − λ)k+1)]

根据前面的分析，r((A−λE)k)−r((A−λE)k+1)等于 λi = λ的且阶数大于 k那些块个数，同理 r((A−λE)k−1)−
r((A− λE)k)等于对角为 λ的且阶数大于 k − 1的块个数，相减即可得到阶数为 k的块个数。

� 练习 6.8上述定理的应用 计算 A的 Jordan标准型

A =



a 0 1

a 0
. . .

a
. . . 1

. . . 0

a


� 练习 6.9 A,B 是两个 n阶矩阵，证明 A,B 相似的充要条件是 ∀λ ∈ C，k = 1, 2, · · · , n，均有 r((A − λE)k) =

r((B − λE)k)

证明 直接用结论即可
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6.4.3 分块矩阵的 Jordan阵

定理 6.29 (分块矩阵的 Jordan标准型)

♡

P 上 n阶矩阵 A,B 无公共复特征值，且 A,B 的 Jordan标准型分别为 J1, J2，则对任意 C ∈ Pm×n，则：[
A C

O B

]
∼ diag{J1, J2}

证明 当 A,B 无公共特征值时，根据 AX −XB 的矩阵方程结论可知，对任意矩阵 C，AX −XB = C 都有唯

一解 X0 使得 AX0 −X0B = C，因此：[
Em X0

O En

][
A C

O B

][
Em −X0

O En

]
=

[
A C − (AX0 −X0B)

O B

]
=

[
A O

O B

]
因此得到： [

A C

O B

]
∼

[
A O

O B

]
∼

[
J1 O

O J2

]

证明 第二种证明：直接看 Jordan标准型，λi 为对角的 k阶 Jordan块结论直接往上套即可。

推论 6.2

♡

对于分块上三角矩阵 A，A11, A22, · · · , Ass两两无公共特征值，Aii的 Jordan标准型为 Ji，则 A的 Jordan
标准型为 diag{J1, · · · , Js}

A =


A11 A12 · · · A1s

A22 · · · A2s

. . .
...

Ass



� 练习 6.10分块矩阵应用 求 A的 Jordan标准型：

A =


1 5 −1 2

0 2 4 3

0 0 −3 0

0 0 4 −3


解 diag{1, 2, J2(−3)}

6.4.4 过渡矩阵的计算

定理 6.30 (过渡矩阵计算总结)

♡

若已知 A的 Jordan标准型为 J，要计算 P 使得 P−1AP = J，则可以按照以下步骤：

1. 对于非一阶，以 λ为对角的 Jordan块，设对应的 P 位置为 [X1, · · · , Xk]，则满足

AX1 = λX1, AX2 = λX2 +X1, · · · , AXk = λXk +Xk−1

设右端项为 b = [b1, · · · , bn]T (未知量)，统一对增广矩阵做初等变换 [A − λE, b] → [A′, b′]，选取顺

序为 X1, · · · , Xk。X1 要保证不能选 [0, · · · , 0]T，且选的 Xk 要保证 Xk+1 有解。

2. 对于一阶：即 AX = λX 特征向量，先求完非一阶再求，不要选 [0, · · · , 0]T，保证与其他列向量线
性无关。
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� 练习 6.11已知矩阵 A及其 Jordan标准型 J，求过渡矩阵 P 使得 P−1AP = J

A =


2 3 2

1 8 2

−2 −14 −3

 J =


1 0 0

0 3 1

0 0 3


解设 P = (X1, X2, X3)，根据 P−1AP = J 得到 (AX1, AX2, AX3) = (X1, X2, X3)J，因此 AX1 = X1, AX2 =

3X2, AX3 = X2 + 3X3，即 (A−E)X1 = 0, (A− 3E)X2 = 0, (A− 3E)X3 = X2。先算后面非一阶，做初等变换

得到：

[A− 3E|b] →


−1 3 2 b1

0 8 4 b1 + b2

0 8 4
1

2
b1 +

5

2
b2 + b3


有解必须满足

1

2
b1 +

5

2
b2 + b3 = 0，因此 AX2 = 0等价于：

−1 3 2

0 8 4
1

2

5

2
1

X2 = 0

而最后一个条件显然可以被前两行消掉，因此可以无视，随便取 X2 = [1,−1, 2]T，因此 X3 满足
−1 3 2

0 8 4

0 0 0

X3 =


1

0

0


X3 取法无所谓，因此取 X3 = [−1, 0, 0]T。而 X1 取线性无关即可，如 X1 = [−2, 0, 1]T

� 练习 6.12已知矩阵 A及其 Jordan标准型 J，求过渡矩阵 P 使得 P−1AP = J

A =


0 1 0

−4 4 0

−2 1 2

 , J =


2

2 1

2


解设P = [X1, X2, X3]，则 (AX1, AX2, AX3) = (2X1, 2X2, X2+2X3)，得到方程组 (A−2E)X1 = 0, (A−2E)X2 =

0, (A− 2E)X3 = X2。做初等变换后：

[A|b] →


−2 1 0 b1

0 0 0 b2 − 2b1

0 0 0 b3 − b1


因此要使 AX3 = X2有解，X2必须满足 b3 = b1，先选取X2 = [1, 2, 1]T，解出X3 = [−1

2
, 0, 0]T，X1要线性无

关，取 [0, 0, 1]T 即可。
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第 7章 双线性函数与二次型

7.1 双线性函数

7.1.1 双线性函数概念

定义 7.1 (线性函数)

♣

V 是K 上的线性空间，f : V → K 且满足 f(α+ β) = f(α) + f(β), f(kα) = kf(α)，则称 f 是 V 上的线

性函数。

定义 7.2 (双线性函数)

♣

V 是K 上的线性空间，f : V × V → K，且满足 f(k1α1 + k2α2, β) = k1f(α1, β) + k2f(α2, β), f(α, l1β1 +

l2β2) = l1f(α, β1) + l2f(α, β2)，则称 f 是 V 上的双线性函数

7.1.2 双线性函数度量矩阵

定义 7.3 (度量矩阵)

♣

V 是K 上的 n维线性空间，ϵ1, · · · , ϵn是 V 的一组基，f 为 V 上的双线性函数，则 f 的度量矩阵 G定义

如下：

G =


f(ϵ1, ϵ1) f(ϵ1, ϵ2) · · · f(ϵ1, ϵn)

f(ϵ2, ϵ1) f(ϵ2, ϵ2) · · · f(ϵ2, ϵn)
...

...
...

f(ϵn, ϵ1) f(ϵn, ϵ2) · · · f(ϵn, ϵn)



定理 7.1 (双线性函数度量矩阵唯一确定)

♡
若 x, y ∈ V 在 ϵ1, · · · , ϵn 下的坐标为 X,Y，则 f(α, β) = XTGY

7.1.3 双线性函数不同基下的矩阵：合同

定义 7.4 (合同)

♣A,B 是K 上的 n阶方阵，若存在K 上的可逆 n阶方阵 T 使得 B = TTAT，则称 A,B 合同。

�
笔记从矩阵角度来看，合同相当于 A通过一系列相同的行与列变换变为 B

定理 7.2 (不同基下度量矩阵关系)

♡矩阵 A,B 合同当且仅当它们是双线性函数两组基下的矩阵。

定理 7.3 (分块矩阵合同)
这里只考虑 A为 n阶实对称矩阵，希望对 A整体或者一部分做合同变换：



7.2 二次型

♡

A =

(
A1 α

αT ann

)
，若 A1 可逆，则取 P =

(
En−1 −A−1

1 α

0 1

)
(用列变换记忆)，得到

PTAP =

(
En−1 0

0 ann − αTA−1
1 α

)

A =

(
a11 αT

α An−1

)
，若 a11 ̸= 0，取 P =

 1 − 1

a11
αT

0 En−1

，则
PTAP =

 a11 0

0 An−1 −
1

a11
ααT


若想对上面的右下角分块 An−1 − 1

a11
ααT 做合同变换，变为 PT

1

(
An−1 −

1

a11
ααT

)
P1，则 Q =

P

(
1 0

0 P1

)
(用列变换记忆)，得到

QTAQ =

 a11 0

0 PT
1

(
An−1 −

1

a11
ααT

)
P1



7.2 二次型

7.2.1 二次型概念及其矩阵

定义 7.5 (二次型)

♣

定义多元二次多项式 f(x1, x2, · · · , xn) =

n∑
i=1

aiix
2
i +

∑
1≤i<j≤n

2aijxixj 为二次型

定义 7.6 (二次型的矩阵)

♣

对于任意二次型 f(x1, x2, · · · , xn)，总能找到一个对称矩阵 A，使得 f(x1, · · · , xn) = xTAx，称矩阵 A为

二次型的矩阵

�
笔记对于一个二次型 f(x1, · · · , xn)，存在不止一个 A使得 f(x1, · · · , xn) = xTAx，但是二次型的矩阵特指那个

对称矩阵。

� 练习 7.1二次型的矩阵 (1)给定二次型 f(x1, x2, x3) = 2x1x2 + 2x1x3 − 6x2x3，计算二次型的矩阵

(2)给定二次型 f(X)，计算二次型的矩阵：

f(x1, x2) =
(

x1 x2

)( 2 1

3 1

)(
x1

x2

)

(3)重点：求 f(x1, · · · , xn) =

m∑
i=1

(ai1x1 + · · ·+ ainxn)
2 的矩阵

解 (1)A =


0 1 1

1 0 −3

1 −3 0


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7.2 二次型

(2)展开得到 f(x1, x2) = 2x2
1 + 4x1x2 + x2

2，因此矩阵为(
2 2

2 1

)
(3)令 A = (aij)，则

f =

m∑
i=1

(ai1x1 + · · ·+ ainxn)
2 =

m∑
i=1

( x1 · · · xn

)
ai1
...

ain



2

=

m∑
i=1

( x1 · · · xn

)
ai1
...

ain

( ai1 · · · ain

)
x1

...
xn


 = XT (ATA)X

其中计算出 ATA的过程为

A =


A1

A2

...
Am

⇒ ATA =
[
AT

1 AT
2 · · · AT

m

]


A1

A2

...
Am

 =

m∑
i=1

AT
i Ai

定义 7.7 (二次型等价)

♣

给定二次型 f = xTAx, g = yTBy，若存在可逆矩阵 T，使得 x = Ty，且 f = yT (TTAT )y = yTBy = g，

则称二次型 f, g等价 (即 A,B 合同)

定理 7.4 (合同的性质)

♡

若 A = CTBC，则

秩不变：r(A) = r(B)

C 不一定唯一

分块合同：若 A1, A2 分别与 B1, B2 合同，则 diag{A1, A2}与 diag{B1, B2}合同

证明 (1)由于 C 是满秩矩阵，相当于一系列初等变换，因此不改变秩

(2)例如

(
1 0

0 −1

)
,

(
1 0

0 1

)
在 C上合同，但是

(
1 0

0 −1

)
=

(
1 0

0 i

)(
1 0

0 1

)(
1 0

0 i

)
=

(
−1 0

0 i

)(
1 0

0 1

)(
−1 0

0 i

)

� 练习 7.2反对称矩阵的二次型 证明：A是反对称矩阵当且仅当 ∀X,XTAX = 0

证明 左推右显然。右推左根据 XTAX = XTATX = −XTAX = 0可知

7.2.2 二次型的标准型存在与配方法

定理 7.5 (二次型标准型的存在性)

♡对数域 P 上任意对称矩阵 A，其都合同于一个对角矩阵，且对角矩阵不唯一。

证明 n = 1则显然。设 n− 1时成立，则考虑 n阶矩阵 A =

(
a11 αT

α A1

)
，这里 A1对称。若 a11 ̸= 0，则根据

75



7.2 二次型

前面分块矩阵合同结论，取 P =

 1 − 1

a11
αT

0 En−1

，得到
PTAP =

 a11 0

0 A1 −
1

a11
ααT

 :=

(
a11 0

0 B1

)

根据归纳假设，存在 Q1 使得 QT
1 B1Q1 为对角阵，则取 Q =

(
1 0

0 Q1

)
，则

QTPTAPQ =

(
a11

QT
1 B1Q1

)
若 a11 = 0，但 akk ̸= 0，则取 P (1, k)为 En 第一列与第 k列互换的矩阵，则 PT (1, k)AP (1, k)的 a′11 ̸= 0，

且两个矩阵合同，转换为第一种情况。

若对角全为 0，讨论 A第一行，若 A第一行全为 0，则显然。否则不妨设 a12 ̸= 0，则 A如下，做相同行列

变换变为：

A =


0 a12 ∗
a12 0 ∗
∗ ∗ ∗

→


2a12 a12 ∗
a12 a22 ∗
∗ ∗ ∗


转换为第一种类型�
笔记要特别注意，如果对角均为零，则将同行的非零元素加到对角上！

定义 7.8 (二次型标准型)

♣对于二次型 f = xTAx，若 A与对角阵 D合同，则称 g = zTDz为 f 的标准型

定理 7.6 (配方法)

♡

配方法按照以下步骤进行：

1. 若无 x1 的平方项，但有 x1x2 交叉项，则用 x1 = y1 + y2, x2 = y1 − y2 换元。

2. 把 x1 的项放在一起，全部配方。

3. 把凑成的 (x1 + · · · )2 设为新变量
4. 以此类推

�
笔记配方法一般算过渡矩阵不太方便，不过算标准型还行

� 练习 7.3配方法 (1)用配方法计算 f(x1, x2, x3) = 2x1x2 + 2x1x3 − 6x2x3 的标准型

解 (1)无 x2
1 项，因此令 x1 = y1 + y2, x2 = y1 − y2, x3 = y3，得到

f = 2(y1 − y3)
2 − 2y22 − 2y23 + 8y2y3

令x1 = y1−y3, x2 = y2, x3 = y3得到 f = 2x2
1−2(x2

2−4x2x3+4x2
3)+6x2

3，再做换元 y1 = x1, y2 = x2−2x3, y3 = x3，

得到

f = 2y21 − 2y22 + 6y23
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7.2 二次型

7.2.3 二次型的标准型：初等变换法

定理 7.7 (标准型的计算：初等变换法)

♡

对于对称矩阵 A使用以下格式计算初等变换 (注意这不一定得出正交矩阵)：(
A

E

)
→

(
CTAC

C

)
对 A行变换和对应列变换，对 I只列变换

具体的步骤就是证明标准型存在性中的过程：若 A首对角为零，存在非零对角，则互换位置。若对角均

为零，则找到第一行非零的元素加到首对角位置 (下面的题目马上会用)

�
笔记做同样的行列变换一定要小心，两种变换并非“同时”做的，而是先后做的，即做行变换时的矩阵已经是

列变换后的，而非原本的矩阵！

� 练习 7.4标准型计算：初等变换法 (1)简单：计算 f = x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 + 4x2x3 + 4x2
3 的标准型

(2)对角均零：计算 f(x1, x2, x3) = 2x1x2 + 2x1x3 − 6x2x3，计算其标准型，并求出过渡矩阵 C

解 (1)结果为 f = y21 + y22，千万小心别行列变换错了

(2)首先显然 A =


0 1 1

1 0 −3

1 −3 0

，列出
(

A

E

)
并做行列初等变换，由于 A对角均为 0，因此将第二列

和第二行加到首对角位置：

0 1 1

1 0 −3

1 −3 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1


→



2 1 −2

1 0 −3

−2 −3 0

1 0 0

1 1 0

0 0 1


→



2 1 0

1 0 −2

0 −2 −2

1 0 1

1 1 1

0 0 1


→ · · ·

最终变为结果为： 

2 0 0

0 −1

2
0

0 0 6

1 −1

2
3

1
1

2
−1

0 0 1


=

(
CTAC

C

)

7.2.4 二次型的标准型：正交变换法

定理 7.8 (正交对角化的可行性)

♡任何实对称矩阵 A一定正交相似于对角阵。

证明 做数学归纳法，n = 1显然，假设 n− 1成立，任取特征值 λ，对应单位特征向量 α1，将 α1扩充为 Rn的

一组标准正交基 α1, · · · , αn，令 T = (α1, · · · , αn)，则

AT = T

(
λ αT

0 An−1

)
⇒ TTAT =

(
λ αT

0 An−1

)
由于 TTAT 对称，因此 αT = 0，再根据归纳假设，存在正交矩阵 P1 使得 PT

1 An−1P1 为对角阵，因此令 P =
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7.2 二次型

diag(1, P1)，此时

PTTTATP =

(
λ 0

0 PTAn−1P

)

显然 TP = Q，则 Q也是正交阵。

定理 7.9 (标准型计算：正交变换)

♡

正交变换计算标准型过程如下：

计算 A的特征值 λ1, · · · , λn

计算 λi 对应的特征向量 vi，不同特征值的特征向量必正交，同一特征值的特征向量需正交化

将特征向量单位化，组成 T = [v1, · · · ,vn]

� 练习 7.5正交变换法 (1)已知矩阵 A如下，(a)若 tE + A为正定矩阵，求 t的取值范围 (b)求正交矩阵 T 使得

TTAT 为对角矩阵

A =


2 2 −1

2 5 −4

−2 −4 5


解 (1)|λE −A| = (λ− 1)2(λ− 10)，特征值为 1, 10，正定要求 t > −1。

先求 (E −A)X = 0，得到：
1 2 −2

0 0 0

0 0 0

X = 0 ⇒ X = k1


−2

1

0

+ k2


2

0

1


单位化得到

1√
5
(−2, 1, 0)T ,

1√
5
(2, 0, 1)T

再求 (10E −A)X = 0： 
2 4 5

0 1 1

0 0 0

X = 0 ⇒ X = k1


1

2

−2


单位化得到

1

3
(1, 2,−2)。

最终结果为：

T =


− 2√

5

2

3
√
5

1

3

− 1√
5

4

3
√
5

2

3

0
5

3
√
5

−2

3

 , TTAT =


1

1

10



定理 7.10 (二次型与特征值)

♡

设 n阶实对称矩阵 A的全部特征值排序为：λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn，则

max
X∈Rn

XTAX

XTX
= λ1, min

X∈Rn

XTAX

XTX
= λn

证明 由于 λ1E − A 的特征值均非负，故 λ1E − A 半正定，因此 ∀X ∈ Rn 有 XT (λE − A)X ≥ 0，得到

XTAX ≤ λ1X
TX，且 λ1 是 λ1E −A的特征值，故 ∃X0 ̸= 0使得 XT

0 (λ1E −A)X0 = 0

� 练习 7.6二次型的特征值研究 (1)重点：A,B 是 n阶实对称矩阵，A的特征值都大于 a，B 的特征值都大于 b，

78



7.3 (半)正定二次型的研究

证明 A+B 的特征值都大于 a+ b

(2)B是 n阶实矩阵，BTB的全部特征值按照大小顺序排为 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn，证明：B的任意实特征值

µ满足
√

λn ≤ |µ| ≤
√

λ1

证明 (1)根据前面定理可知XTAX > aXTX,XTBX > bXTX，从而XT (A+B)X > (a+ b)XTX，因此A+B

的特征值大于 a+ b

(2)由于 Bα = µα，因此 αTBT = µαT，得到

αTBTBα = µ2αTα ∈ [λnα
Tα, λ1α

Tα] ⇒ λn ≤ µ2 ≤ λ1

7.2.5 R,C上的规范型

前面根据标准型对二次型进行分类，但是可以发现二次型的标准型是不唯一的，因此在 R,C上可以进一步
划分，即每个规范型表示一个类。

定理 7.11 (C上的规范型)

♡

C上任一二次型 f 都等价于

g = u2
1 + · · ·+ u2

r

推论 7.1 (C上合同充要条件)

♡C上两个对称矩阵合同的充要条件为它们的秩相同。

定理 7.12 (R上的规范型)

♡

R上每个二次型 f 都等价于一个如下二次型。将 p称为正惯性指数，r − p称为负惯性指数

g = u2
1 + · · ·+ u2

p − u2
p+1 − · · · − u2

r

推论 7.2 (R上合同充要条件)

♡R上两个对称矩阵充要条件是它们有相同的正负惯性指数。

� 练习 7.7规范型的应用 (1)设 A是 n阶实对称矩阵，|A| < 0，证明：∃X ∈ Rn 满足 XTAX < 0

(2)f(X) = XTAX 为实二次型，若存在 X1, X2 使得 XT
1 AX1 > 0, XT

2 AX2 < 0，证明：∃X0 ̸= 0 使得

XT
0 AX0 = 0

证明 (1)由于 |A| < 0，可知A满秩且负惯性指数个数不为零，做非退化线性替换X = CY 即可得到 Y TCTACX，

这里

CTAC = diag{1, 1, · · · , 1,−1,−1, · · · ,−1}

取 Y = en 时 Y TCTACY = −1

(2)正负惯性指数均非零，因此可转换为规范型 f(X) = y21 + · · ·+ y2p − y2p+1 − · · · − y2n，取 Y = e1 + ep+1

即可

7.3 (半)正定二次型的研究

7.3.1 正定二次型的概念与判别

正定二次型是 R中二次型中的特殊等价类，其代表为 yTEy
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7.3 (半)正定二次型的研究

定义 7.9 (正定二次型)

♣

给定实数域上的二次型 f(x1, x2, · · · , xn)，若对任意不全为 0 的 x1, · · · , xn 有 f(x1, · · · , xn) > 0，则称

f(x1, · · · , xn)为正定矩阵。

定理 7.13 (正定二次型的规范型)

♡
正定二次型的规范型是 yTEy = y21 + y22 + · · ·+ y2n

图 7.1: 二次型分类示意图

定理 7.14 (正定充要条件)

♡

f = xTAx是正定二次型当且仅当：

A合同于矩阵 E

存在可逆矩阵 C，使得 A = CTC，也可以分解为非方阵 A =
(

CT OT
)( C

O

)
所有特征值都大于 0

A的各阶顺序主子式/所有主子式行列式大于 0

证明 等价于顺序主子式大于 0需要证明：对 A做如下分块：

A =

[
A1 α

αT ann

]
正定推顺序主子式：若 A正定，则 A1 正定，因此 A1 特征值均为正，|A1| > 0, |A| > 0，根据归纳法成立。

顺序主子式推正定：n = 1时显然成立，A是 n阶矩阵时，A1 是 n − 1阶矩阵且顺序主子式均正，根据归

纳假设 A1 正定，故存在 P1 使得 PT
1 A1P1 = En−1，因此令：

P2 =

[
P1

1

]
, P3 =

[
En−1 −PT

1 α

1

]
得到：

PT
3 PT

2 AP2P3 =

[
En−1

ann − αTP1P
T
1 α

]

而根据乘积矩阵的行列式性质得到

ann − αTP1P
T
1 α = |A||P2|2|P3|2 > 0

令 P = P2P3diag{En−1,
1√

ann − αTP1PT
1 α

}得到

PTAP = E

因此正定

� 练习 7.8正定二次型的判定 (1)t为何值时，f = x2
1 + x2

2 + 5x2
3 + 2tx1x2 − 2x1x3 + 4x2x3 为正定的？

(2)A为实对称矩阵，则 ∃M, ∀t > M 有 tE +A为正定矩阵
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7.3 (半)正定二次型的研究

解 (1)算顺序主子式即可，得到 1− t2 > 0,−5t2 − 4t > 0，因此 −4

5
< t < 0

(2)看特征值即可

� 练习 7.9正定矩阵性质的简单应用 (1)A为 n阶正定矩阵，证明：任意 n阶实矩阵 B 有 r(BTAB) = r(B)

(2)A为 n阶正定矩阵，B 为 n×m实矩阵，证明：若 r(B) = m，则 C = BTAB 为正定矩阵

证明 (1)由于 A正定，存在满秩矩阵 C 使得 A = CTC，因此 BTAB = (CB)T (CB)，而根据 ATA的结论可知

r((CB)T (CB)) = r(CB) = r(B)，因此 r(BTAB) = r(B)

(2)由于 A正定，因此 BTAB 实对称，∀X,XTCX = (BX)TABX，根据 A的正定性可知其大于 0，因此

为正定矩阵

定理 7.15 (正定矩阵对角性质)

♡

A为 n阶正定矩阵，则

1. aii > 0, ∀i = 1, 2, · · · , n
2. 2|aij | < aii + ajj(i ̸= j)

3. A的所有元素中，绝对值最大的元素一定是在主对角线上，且一定是正数

证明 (1)不妨取 X = ei，则 XTAX = aii > 0

(2)取 X = ei + ej，则 XTAX = aii + ajj + 2aij > 0，取 X = ei − ej，则 XTAX = aii + ajj − 2aij > 0，

综上得到结论成立。

(3)根据 (2)可知 ∀i, j，有 |aij | < max{aii, ajj}，因此结论成立

7.3.2 半正定二次型的概念与判别

定义 7.10 (半正定二次型)

♣

若对任意 x1, · · · , xn均有 f(x1, · · · , xn) ≥ 0，则称 f(x1, · · · , xn)为半正定二次型，对应矩阵 A为半正定

矩阵。

定理 7.16 (半正定二次型的基础充要条件)

♡

f(x1, · · · , xn) = XTAX 为半正定二次型当且仅当：

A和

(
Er O

O O

)
合同，A的正惯性指数与 A的秩相同

A的特征值都大于等于 0

A的所有主子式 (不等价于顺序主子式)大于等于 0

�
笔记半正定不等价于顺序主子式大于等于 0，例如 A =

(
0 0

0 −1

)
，顺序主子式都为 0，但是半负定。

定理 7.17 (半正定矩阵的 CTC 分解)

♡

f(x1, · · · , xn) = XTAX 为半正定二次型等价于下面两个命题

存在不列满秩的 n× n矩阵 C，使得 A = CTC

存在行满秩 (列不满秩)的 r × n(r < n)矩阵 C，使得 A = CTC
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7.3 (半)正定二次型的研究

证明 根据 A = CT

(
Er O

O O

)
C 以及

(
Er O

O O

)
=

(
Er O

O O

)(
Er O

O O

)
=

(
Er

O

)(
Er O

)
可以得到两种分解： 

C1 =

 Er O

O O

C ⇒ A = CT
1 C1

C2 =
(

Er O
)
C ⇒ A = CT

2 C2

无论哪种分解列均不满秩。

定理 7.18 (半正定矩阵的 CCT 分解)

♡

f(x1, · · · , xn) = XTAX 为半正定二次型等价于下面两个命题

存在不行满秩的 n× n矩阵 C，使得 A = CCT

存在列满秩 (行不满秩)的 n× r(r < n)矩阵 C，使得 A = CCT

证明 右推左：直接XTCCTX = (CTX)T (CTX)，该多项式是 CTX 列向量中元素的平方和，因此大于等于 0。

左推右：合同的 A = BTdiag{Er, O}B 也可以写为 A = Cdiag{Er, O}CT，因此把中间的分解了即可。�
笔记特别的可以取 A = αTα，α为列向量 (列满秩)，此时 A是半正定的。

� 练习 7.10半正定矩阵 CCT 分解 (1)α ∈ Rn，证明：ααT 一定是半正定矩阵

(2)重点：A的元素 aij = (i× j)，B 的元素 bij =

(
1

i× j

)
，则 A,B 都是半正定矩阵

证明 (1)显然 ααT 是实对称矩阵，从而 XTααTX = (αTX)T (αTX) = (αTX)2 ≥ 0

(2)A,B 可进行如下分解，根据 (1)的结论可证是半正定矩阵

A =


1

2
...
n


[
1 2 · · · n

]
, B =


1
1

2
...
1

n


[

1
1

2
· · · 1

n

]

定理 7.19 (半正定矩阵对角性质)

♡

半正定矩阵 A有以下性质：

1. 对角元素非负
2. 2|aij | ≤ aik + aki

3. 若 aii = 0，则 ∀k, aik = aki = 0

证明 (1)只需要取 x = ei，xTAx ≥ 0即可

(2)取 x = ei+ej，得到 aii+ajj+2aij ≥ 0，同理取 x = ei−ej，得到 aii+ajj−2aij ≥ 0，因此 2|aij | ≤ aik+aki

(3)根据 (2)可以得到

7.3.3 CTC 的 (半)正定性

CTC 对应着特殊的二次型 f(X) =

n∑
i=1

(ai1x1 + · · ·+ ainxn)
2，且有着特殊的正定性，是正定二次型中特殊

的一类。
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7.3 (半)正定二次型的研究

引理 7.1 (r(ATA)与 r(A))

♡

A为实数域上的m× n的矩阵，则

r(ATA) = r(A)

证明 在最小二乘法一节中已经给出了证明

定理 7.20 (ATA的正定性)

♡

考虑 A为实数域上的m× n的矩阵，则

1. ATA,AAT 是半正定矩阵

2. ATA是正定矩阵当且仅当 A列满秩，AAT 正定当且仅当 A行满秩

且 ATA对应的二次型为 f(X) =

n∑
i=1

(ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn)
2

证明 (半)正定性：显然 ATA实对称，因此 XTATAX = (AX)2 ≥ 0，显然 ATA半正定。而 ATA正定当且仅

当 r(ATA) = n，根据 (1)当且仅当 r(A) = n，这里 n等于 A的列数，因此等价于 A列满秩

二次型表达式：在二次型矩阵一节已经作为练习给出。

7.3.4 正定矩阵同时对角化

定理 7.21 (同时合同对角化)

♡若 A,B 是 n阶半正定矩阵，则存在一个 n阶可逆矩阵 P，使得 PTAP,PTBP 同时为对角矩阵

证明 由于 A,B 半正定，因此 A+B 半正定，存在可逆矩阵M 使得

MT (A+B)M =

(
Er O

O O

)
= MTAM +MTBM

由于MTAM,MTBM 半正定，因此根据半正定矩阵的对角性质，当 r+1 ≤ i ≤ n，其第 i个对角元都非负，因

此 r + 1 ∼ n的对角元都必须为 0。再根据对角性质可知 r + 1 ∼ n行、列元素均为 0，因此

MTAM =

(
Hr O

O O

)
,MTBM =

(
Er −Hr O

O O

)
存在正交矩阵 T 使得 TTHrT = Λ = diag{λ1, · · · , λr}，令 P = Mdiag{T,En−r}，此时有

PTAP =

(
Λ O

O O

)
, PTBP =

(
Er − Λ O

O O

)
同时为对角矩阵

定理 7.22 (AB = BA同时相似对角化)

♡

若 A,B 可相似对角化，且 AB = BA，则存在可逆矩阵 P，使得

P−1AP,P−1BP

同时为对角矩阵

证明 由于 A可相似对角化，因此存在M，使得M−1AM = diag{λ1E, λ2E, · · · , λrE}，而

M−1ABM = (M−1AM)(M−1BM) = M−1BAM = (M−1BM)(M−1AM)

将M−1BM 以同样的形式进行分块，得到M−1BM = (Bij)r×r，对于每个 Bii，∃Qi使得 Q−1
i BiiQi = Λi，因

此令

T = Mdiag{Q1, · · · , Qr}
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7.3 (半)正定二次型的研究

可以得到

T−1AT = diag{λ1E, · · · , λrE}, T−1BT = diag{Λ1, · · · ,Λr}

同时为对角矩阵。

7.3.5 正定矩阵的四则运算性质

定理 7.23 (正定的四则运算)

♡

若A,B是正定矩阵，则A−1, Ak, A+B,A∗都是正定矩阵，但AB不一定正定 (原因在于不一定对称)，若
AB 实对称，则 AB 是正定矩阵

证明 (1)A−1, Ak, A∗：由于A正定，因此A的特征值 λi均大于 0，A−1的特征值 λ−1
i > 0，A∗的特征值

∏
j ̸=i

λj > 0，

Ak 的特征值 λk
i > 0，因此均正定。

(2)A + B 不能用特征值，只能用合同，显然 A + B 实对称，而任意非零 x ∈ Rn，有 XT (A + B)X =

XTAX +XTBX > 0，因此 A+B 实对称。

(3)AB 正定：由于 AB 实对称，此时 (AB)T = BTAT = BA。由于 A,B 正定，故存在可逆 P,Q 使得

A = PTP,B = QTQ，AB = PTPQTQ，而

QABQ−1 = QPTPQT (QQ−1) = (PQT )T (PQT )

因此 AB 与 (PQT )T (PQT )相似，而后者正定 (因为列满秩)，因此 AB 为正定矩阵。

7.3.6 正定矩阵分解进阶

定理 7.24 (正定矩阵平方分解)

♡
A是 n阶正定矩阵，则存在实对称矩阵 C1，使得 A = C2

1

证明 由于 ∃P 使得 PTAP = Λ = diag{λ1, · · · , λn}，根据正定，所有特征值都为正，因此取

C1 = PT
√
ΛP

即可得到 A = C2
1�

笔记上述 A = C2
1 也是正定矩阵分解！且是唯一的。

定理 7.25 (正定矩阵三角分解)

♡A是 n阶正定矩阵，则存在可逆上三角阵 R，使得 A = RTR

证明 首先 A = CTC，C 为可逆矩阵，再对 C 做QR分解得到 C = QR，因此 A = RTQTQR = RTR，即所求。

定理 7.26 (极分解定理)

♡

对任一可逆矩阵 A，一定存在一个正交矩阵 T 和两个正定矩阵 S1, S2 使得

A = TS1 = S2T

且这种分解是唯一的。

证明 (1)存在性：由于A可逆，因此ATA正定，根据前面结论存在正定矩阵S1，满足ATA = S2
1，设T = (AT )−1S1，

则

A = (AT )−1S2
1 = TS1

经过验证可发现 TTT = (AT )−1S1S
T
1 A

−1 = (AT )−1S2
1A

−1 = (AT )−1ATAA−1 = E，因此为正交矩阵。
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7.3 (半)正定二次型的研究

另一方面，A = TS1T
−1T，记 S2 = TS1T

−1，则 A = S2T，S2 正定。

(2)唯一性：设 A = TS1 = T̃ S̃1，则 ATA = S2
1

ATA = S̃2
1

根据前面正定矩阵分解唯一性可知唯一。

7.3.7 负定二次型

定义 7.11 (负定二次型)

♣
若对于任意不全为零的 x1, · · · , xn，满足 f(x1, · · · , xn) < 0，则称 f(x1, · · · , xn)为负定二次型

定理 7.27 (负定二次型的充要条件)

♡

A负定当且仅当 −A正定，因此充要条件为：A的所有奇数阶顺序主子式小于 0，偶数阶顺序主子式大于

0。

证明 用特征值判断即可。
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第 8章 内积空间

8.1 Euclid空间

8.1.1 Euclid空间与正交

定义 8.1 (欧式空间)

♣

V 是 R上线性空间，定义内积 (α, β)满足：

线性性：(k1α1 + k2α2, β) = k1(α1, β) + k2(α2, β)

对称性：(α, β) = (α, β)

正定性：(α, α) = 0当且仅当 α = 0

定义 8.2 (度量矩阵)

♣

给定 Euclid空间 V 的一组基 ϵ1, · · · , ϵn，则定义这组基对应的度量矩阵为

A =


(ϵ1, ϵ1) (ϵ1, ϵ2) · · · (ϵ1, ϵn)

(ϵ2, ϵ1) (ϵ2, ϵ2) · · · (ϵ2, ϵn)
...

...
...

(ϵn, ϵ1) (ϵn, ϵ2) · · · (ϵn, ϵn)



定理 8.1 (内积的度量矩阵表示)

♡

若 Euclid空间中的向量 α, β在基 (ϵ1, · · · , ϵn)中的坐标分别为X,Y，(ϵ1, · · · , ϵn)对应的度量矩阵为A，则

(α, β) = XTAY

� 练习 8.1度量矩阵 已知 Euclid空间 V 的一组基为：

ϵ1 = e1 + e2, ϵ2 = e1 + e3, ϵ3 = e4 − e1, ϵ4 = e1 − e2 − e3 + e4

向量 α, β 在 (ϵ1, · · · , ϵ4)下的坐标分别为 (1, 2, 3, 4)T , (2, 0, 1, 0)T，计算 (ϵ1, · · · , ϵ4)的度量矩阵 A，以及 (α, β)

解把 ϵ1, · · · , ϵ4 看成 Rn 中的坐标： 

ϵ1 = (1, 1, 0, 0)

ϵ2 = (1, 0, 1, 0)

ϵ3 = (−1, 0, 0, 1)

ϵ4 = (1,−1,−1, 1)

因此根据向量的坐标内积公式可以得到度量矩阵为：

A =


2 1 −1 0

1 2 −1 0

−1 −1 2 0

0 0 0 4

 , (α, β) = 5

定理 8.2 (正交向量线性无关)

♡若 Eulid空间 V 中的向量 α1, · · · , αs 彼此正交，则它们线性无关。



8.1 Euclid空间

证明 不妨设 c1α1 + · · ·+ csαs = 0，则两侧与 αi 做内积得到：

(c1α1 + · · ·+ csαs, αi) = (0, αi) = 0

根据正交定义可知左侧等于 ci(αi, αi)，而 (αi, αi) ̸= 0，因此 ci = 0，根据 i的任意性可知线性无关。

8.1.2 标准正交基

一、标准正交基的概念与存在性

定义 8.3 (标准正交基)

♣将 n维 Eulid空间中 n个两两正交的单位向量称为标准正交基

二、标准正交基之间的过渡矩阵

定理 8.3 (标准正交基的过渡矩阵)

♡

ϵ1, · · · , ϵn是 n维 Euclid空间 V 的一组基，若 η1, · · · , ηn下述等式，则 η1, · · · , ηn是标准正交基当且仅当
T 是正交矩阵。

(η1, · · · , ηn) = (ϵ1, · · · , ϵn)T

三、标准正交基的计算：Schmidt正交化

定理 8.4 (Schmidt正交化)

♡

给定一组线性无关的向量 α1, · · · , αs，要求做出一组相互正交的向量 (单位化单独进行)ϵ1, · · · , ϵs，可以按
照以下步骤：

ϵ1 = α1

ϵ2 = α2 −
(α2, ϵ1)

(ϵ1, ϵ1)
ϵ1

...

ϵs = αs −
s−1∑
i=1

(αs, ϵi)

(ϵi, ϵi)
ϵi

� 练习 8.2Schmidt正交化 已知 ϵ1 = (1, 2,−1)T , ϵ2 = (−1, 3, 1)T , ϵ3 = (4,−1, 0)T，用 Schmidt正交化将其化为标
准正交基

解最终结果为 η1 =
1√
6
(1, 2,−1)T , η2 =

1√
3
(−1, 1, 1)T , η3 =

1√
2
(1, 0, 1)T

定理 8.5 (QR分解)

♡任意实可逆矩阵可分解为正交矩阵以及主对角元为正的上三角矩阵的乘积，且这种分解是唯一的

证明 假设原本的矩阵 A的列向量为 α1, · · · , αn，经过 Schmidt正交化后得到 β1, · · · , βn，则满足：

α1 = β1

α2 = a12β1 + β2

...

αn = a1nβ1 + a2nβ2 + · · ·+ βn
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再将 β 进行单位化得到 ηi =
βi

|βi|
，此时写为

(α1, · · · , αn) = (η1, · · · , ηn)


b11 b12 · · · b1n

b22 · · · b2n
. . .

...
bnn


此时对角 b11 = |β1|, · · · , bnn = |βn|，而 (η1, · · · , ηn)是标准正交基。因此是正交矩阵乘上三角阵

� 练习 8.3QR分解 将下面的矩阵 A分解为正交矩阵 T 与对角都是正数的上三角矩阵 B 的乘积

A =


1 1 1

1 0 1

1 2 0


解先进行 α1, α2, α3 正交化到 β1, β2, β3：

β1 = α1 = (1, 1, 1)T , |β1| =
√
3

β2 = α2 −
3

3
(1, 1, 1)T = (0,−1, 1)T , |β2| =

√
2

β3 = α3 +
1

2
β2 −

2

3
β1 = (

1

3
,−1

6
,−1

6
), |β3| =

√
1

6

进行单位化得到 
η1 = (

√
3

3
,

√
3

3
,

√
3

3
)

η2 = (0,−
√
2

2
,

√
2

2
)

η3 = (

√
6

3
,−

√
6

6
,−

√
6

6
)

反向得到 
α1 = β1

α2 = β1 + β2

α3 =
2

3
β1 −

1

2
β2 + β3

因此

(α1, α2, α3) = (β1, β2, β3)


1 1

2

3

0 1 −1

2
0 0 1

 = (η1, η2, η3)


|β1|

|β2|
|β3|




1 1
2

3

0 1 −1

2
0 0 1



8.1.3 正交和与正交补

定义 8.4 (正交和、正交补)

♣

V1, · · · , Vs为一列子空间，若 ∀i, j 有 Vi ⊥ Vj，则称 V1 + · · ·+ Vs为正交和。若 V = V1 + V2且为正交和，

则 V1, V2 互为正交补。

定理 8.6 (正交和必为直和)

♡若 V1 + · · ·+ Vs 为正交和，则其必为直和。

证明 设 0 = α1 + · · ·+ αs，两侧与 αi 做内积可知

0 = (αi, αi)
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因此 αi = 0，故零元素分解唯一，为直和。

定理 8.7 (正交补的唯一性)

♡Euclid空间 V 的任一子空间 V1 有唯一的正交补W⊥

证明 V1 = {0}时，即 V ⊥
1 = V。否则设 V1 = L(ϵ1, · · · , ϵs)为标准正交基，将其扩充为 V 的标准正交基：

V = L(ϵ1, · · · , ϵn)

则 V ⊥
1 = L(ϵs+1, · · · , ϵn)为正交补
唯一性：若 V1有正交补 V2, V3，则 ∀α ∈ V2 ⊂ V1⊕V3，∃α1 ∈ V1, α3 ∈ V3使得α = α1+α3，而α ⊥ α1, α1 ⊥ α3，

因此

0 = (α, α1) = (α1, α1) + (α3, α1) = (α1, α1)

即 α1 = 0, α = α3 ∈ V3，得到 V2 ⊆ V3, V3 ⊆ V2，因此 V2 = V3

定理 8.8 (正交补的具体表达式)

♡

V1 是线性空间 V 的子空间，则 V ⊥
1 恰由所有与 V1 正交的向量组成，即

V ⊥
1 = {α ∈ V, α ⊥ V1}

证明 令W = {α ∈ V : α ⊥ V1}，下面证明 V ⊥
1 = W。首先 V1 ⊥ V ⊥

1 ，因此 V ⊥
1 ⊆ W。

反之，∀α ∈ W，根据 V = V1 ⊕ V ⊥
1 ，因此可分解 α = α1 + α2，得到

(α1, α1) = (α− α2, α1) = (α, α1)− (α2, α1) = 0

因此 α1 = 0，即 α ∈ V ⊥
1

定理 8.9 (正交补的性质)

♡
(1)(U⊥)⊥ = U (2)(U1 + U2)

⊥ = U⊥
1 ∩ U⊥

2 (3)(U1 ∩ U2)
⊥ = U⊥

1 + U⊥
2

证明 (1)根据正交补的具体表达式一下得出
(2)显然 (U1 + U2)

⊥ ⊆ U⊥
1 ，(U1 + U2)

⊥ ⊆ U⊥
2 ，因此 (U1 + U2)

⊥ ⊆ U⊥
1 ∩ U⊥

2 。

另一方面，∀α ∈ U⊥
1 ∩ U⊥

2 , β ∈ U1 + U2，有 β = β1 + β2，因此

(α, β) = (α, β1 + β2) = (α, β1) + (α, β2) = 0

因此 U⊥
1 ∩ U⊥

2 ⊆ (U1 + U2)
⊥

(3)可转换为 (2)

8.1.4 正交变换

定义 8.5 (正交变换)

♣
V 是 n维 Eulid空间，A是 V 上线性变换，若 ∀α, β ∈ V 有 (Aα,Aβ) = (α, β)，则称 A为正交变换

定理 8.10 (正交变换充要条件)

♡

A是正交变换与下面几个命题等价：
A在标准正交基下矩阵为正交矩阵
标准正交基在 A的作用下仍为标准正交基
A保持向量长度不变
若 ϵ1, · · · , ϵn 是 V 的标准正交基，则 A(ϵ1), · · · ,A(ϵn)也是 V 的标准正交基
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8.1.5 镜面反射

定义 8.6 (镜面反射)

♣

若对 ∀α ∈ V，A : V → V 满足

Aα = α− 2(η, α)η

其中 η是单位向量

引理 8.1 (镜面反射是正交变换)

♡镜面反射是正交变换

证明

定理 8.11 (镜面反射的特征)
♡

8.2 Unitary空间

8.2.1 Unitary空间概念

定义 8.7 (Unitary空间)

♣

V 是 C上内积空间，其上定义内积 (α, β)满足 ∀k1, k2 ∈ C
(k1α1 + k2α2, β) = k1(α1, β) + k2(α2, β)

(α, β) = (β, α)

(α, α) ≥ 0且 (α, α) = 0当且仅当 α = 0

定义 8.8 (酉矩阵)

♣C上矩阵 U−1 = U
T
，则称 U 为酉矩阵。

定义 8.9 (酉变换)

♣
U 满足 (Uα,Uβ) = (α, β)，则称 U 为酉变换

定义 8.10 (共轭变换)

♣
A是酉空间 V 的线性变换，若 A∗ 满足 (Aα, β) = (α,A∗β)，则称 A∗ 是 A的共轭变换

定义 8.11 (正规变换)

♣若酉空间 V 的线性变换 A与其共轭变换 A∗ 可交换，则称 A为正规变换。

定义 8.12 (Hermite变换)

♣若酉空间 V 的线性变换 A满足 A = A∗，则称 A为 Hermite变换
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第 9章 对偶空间

9.1 对偶空间与对偶基

定义 9.1 (对偶空间)

♣V 是K 上的线性空间，将定义于 V 上的所有有界线性泛函组成的空间称为对偶空间 V ∗。

定义 9.2 (对偶基)

♣

给定 V 的一组基 ϵ1, · · · , ϵn，定义线性泛函 fi 满足：

fi(ϵj) =

1, i = j

0, i ̸= j

则 {f1, · · · , fn}是 V ∗ 的一组基，称其为 ϵ1, · · · , ϵn 的对偶基。

�
笔记计算对偶基时，将 fi视为一个向量，即 fi(α) = fi1x1 + · · ·+ finxn = fT

i α。计算 ϵ1, · · · , ϵn的对偶基只需
要满足： 

fT
1

fT
2

...
fT
n


[
ϵ1 ϵ2 · · · ϵn

]
= E

� 练习 9.1给定 ϵ1 = [1, 1, 0]T , ϵ2 = [0, 1, 1]T , ϵ3 = [0, 1,−1]T，求其对偶基

解显然 f1, f2, f3 都是三个系数组成的线性函数，不妨记 A = [f1, f2, f3]
T , P = [ϵ1, ϵ2, ϵ3]，则

AP =


fT
1

fT
2

fT
3

 [ϵ1, ϵ2, ϵ3] = E

因此 A = P−1，只需求出 P−1 即可。最终求出：

P−1 =


1 0 0

−1

2

1

2

1

2

−1

2

1

2
−1

2

⇒


fT
1 = (1, 0, 0)

fT
2 = (−1

2
,
1

2
,
1

2
)

fT
3 = (−1

2
,
1

2
,−1

2
)


