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第 1章 数学基础

1.1 三角函数

1.1.1 和差公式、万能公式、倍角公式、半角公式

一、sinx, cosx和差公式

sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ

sin(α− β) = sinα cosβ − cosα sinβ

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ

cos(α− β) = cosα cosβ + sinα sinβ

二、tanx, cotx和差公式

tan(α+ β) =
tanα+ tanβ

1− tanα tanβ

tan(α− β) =
tanα− tanβ

1 + tanα tanβ

cot(α+ β) =
cotα cotβ − 1

cotβ + cotα

cot(α− β) =
cotα cotβ + 1

cotβ − cotα

三、万能公式

sinα =
2 tan α

2

1 + tan2 α
2

cosα =
1− tan2 α

2

1 + tan2 α
2

tanα =
2 tan α

2

1− tan2 α
2

四、倍角公式

sin 2α = 2 sinα cosα

cos 2α = cos2 α− sin2 α = 2 cos2 α− 1 = 1− 2 sin2 α

tan 2α =
2 tanα

1− tan2 α

五、半角公式



1.1 三角函数

sin
α

2
= ±

√
1− cosα

2

cos
α

2
= ±

√
1 + cosα

2

tan
α

2
=

sinα

1 + cosα
=

1− cosα

sinα
= ±

√
1− cosα

1 + cosα

cot
α

2
=

1 + cosα

sinα
=

sinα

1− cosα
= ±

√
1 + cosα

1− cosα

1.1.2 和差化积与积化和差

一、和差化积

cosα+ cosβ = 2 cos
α+ β

2
cos

α− β

2

cosα− cosβ = −2 sin
α+ β

2
sin

α− β

2

sinα+ sinβ = 2 sin
α+ β

2
cos

α− β

2

sinα− sinβ = 2 cos
α+ β

2
sin

α− β

2

tanα+ tanβ =
sin(α+ β)

cosα cosβ

二、积化和差：异 sin同 cos

cosα cosβ =
1

2
[cos(α+ β) + cos(α− β)]

sinα sinβ = −1

2
[cos(α+ β)− cos(α− β)]

sinα cosβ =
1

2
[sin(α+ β) + sin(α− β)]

cosα sinβ =
1

2
[sin(α+ β)− sin(α− β)]

1.1.3 交替三角函数

1. (−1)n sinnx = sin(x+ π)n

2. (−1)n cosnx = cos(x+ π)n

1.1.4 重要的三角恒等式

1. cos
x

2n
· cos x

2n−1
· · · cos x

2
=

sinx

2n sin x
2n

2. sinx+ sin 2x+ · · ·+ sinnx =
cos x

2 − cos(n+ 1
2 )x

2 sin x
2

3. cosx+ cos 2x+ · · ·+ cosnx =
sin(n+ 1

2 )x− sin x
2

2 sin x
2

=
sin(n+ 1

2 )x

2 sin x
2

− 1

2

4. arctan
1

2k2
= arctan

k

k + 1
− arctan

k − 1

k
证明 (1)将右侧分母乘到左侧去，用二倍角即可。
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1.2 恒等式

(2)左边乘 sin
x

2
，得到

sin
x

2
I =

n∑
k=1

sin kx sin
x

2
= −1

2

n∑
k=1

[cos(k +
1

2
)x− cos(k − 1

2
)x] =

1

2

[
cos

x

2
− cos(n+

1

2
)x

]
(3)和 (2)类似

1.1.5 反三角函数

定理 1.1 (反三角函数倒数关系)

♡

arctanx+ arctan
1

x
=
π

2

arccotx+ arccot
1

x
=
π

2

证明 画一个直角三角形，角 θ1 对着边长 1，θ2 =
π

2
− θ1 对着边长 x，tan θ1 =

1

x
, tan θ2 = x，而两角互补。

1.1.6 三角不等式

定理 1.2 (sinx不等式)

♡
x ∈ (0,

π

2
)时，

2x

π
< sinx < x < tanx

定理 1.3 (反三角不等式)

♡arcsinx > x > arctanx，当 x为小正数时。

1.2 恒等式

1.2.1 立方和、四次方和

定理 1.4 (立方和公式)

♡
a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2), a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2)

定理 1.5 (四次方和差公式)

♡
a4 + b4 = (a2 + b2)2 − 2a2b2 = (a2 + b2 −

√
2ab)(a2 + b2 −

√
2ab)

1.2.2 最大值、最小值

min{a, b} =
1

2
(a+ b− |a− b|),max{a, b} =

1

2
(a+ b+ |a− b|)

3



1.3 不等式

1.2.3 次方和


1 + 2 + · · ·+ n =

n(n− 1)

2

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

1.3 不等式

1.3.1 基本不等式

一、均值不等式：

n
1
x1

+ · · ·+ 1
xn

≤ n
√
x1x2 · · ·xn ≤ x1 + · · ·+ xn

n
≤
√
x21 + · · ·+ x2n

n

二、对数不等式

x

1 + x
≤ ln(1 + x) ≤ x

1.3.2 Jensen不等式

定理 1.6 (Jensen不等式)

♡

若
n∑

i=1

ti = 1，f 是 (下)凸函数，则

n∑
i=1

tif(xi) ≥ f(

n∑
i=1

tixi)

� 练习 1.1Jensen不等式的应用 (1)ZJU2021：若
n∑

i=1

pi = 1，pi ∈ (0, 1)，x1, · · · , xn ∈ R，证明
n∑

i=1

pi(xi − ln pi) ≤

ln(

n∑
i=1

exi)

证明 (1)根据 xi = ln(exi)，因此即证明
n∑

i=1

pi(ln
exi

pi
) ≤ ln(

n∑
i=1

exi)，设 ti =
exi

pi
，不等式变为

n∑
i=1

pi ln(ti) ≤

ln(

n∑
i=1

tipi)，由于 lnx是凹函数，因此得证。

1.3.3 调和级数不等式

定理 1.7 (调和级数不等式)

♡
ln(n+ 1) < 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
< 1 + lnn，进一步地， lim

n→∞

1 + 1
2 + · · ·+ 1

n

lnn
= 1(即 Euler常数)

证明 由于
x

1 + x
≤ ln(1 + x) ≤ x，因此

1
n

1 + 1
n

< ln(1 +
1

n
) <

1

n
，即

1

n+ 1
< ln

n+ 1

n
<

1

n
，求和得到：

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
< 1 + ln

2

1
+ · · ·+ ln

n

n− 1
= 1 + lnn

另一侧同理

4



1.4 几何学基础

1.4 几何学基础

1.4.1 常见立体几何体积

定理 1.8 (椭球面积)

♡
ax2 + by2 + cz2 ≤ r2 的体积为

4πr3

3
√
abc

证明 做仿射变换 x′ =
√
ax, y′ =

√
by, z′ =

√
cz，而 S′ =

4

3
πr3，因此

S =
S′

√
abc

=
4πr3

3
√
abc

5



第 2章 数列极限

2.1 数列极限的概念与性质

2.1.1 数列极限的概念

定义 2.1 (数列极限)

♣
an 是实数列，A ∈ R，若 ∀ϵ, ∃N, ∀n > N 有 |an −A| < ϵ，则称 an 收敛到 A，记作 lim

n→∞
an = A

定理 2.1 (极限的四则运算)

♡

若 lim
n→∞

an, lim
n→∞

bn 都存在 (不存在时不能拆！)，则 lim
n→∞

(an ⊙ bn) = lim
n→∞

an ⊙ lim
n→∞

bn，这里 ⊙指任意
运算 (除法额外要求 lim

n→∞
bn ̸= 0)。

定理 2.2 (cauchy收敛准则)

♡
数列 an 收敛当且仅当 ∀ϵ, ∃N, ∀m,n > N 有 |an − am| < ϵ

� 练习 2.1几个经典极限 (1)证明 sinn发散

(2)证明 an = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
发散

证明 (1)显然区间 [2kπ +
π

4
, 2kπ +

3π

4
]长度大于 1，一定包含一个整数，可以取 n ∈ [2kπ +

π

4
, 2kπ +

3π

4
]，取

m ∈ [2kπ + π, 2kπ + 2π]，则 n,m可取无穷大，| sinn− sinm| ≥
√
2

2
，因此根据 Cauchy收敛准则知道发散。

(2)∀N，取 n = N,m = 2N，则 |an − am| = 1

N + 1
+ · · ·+ 1

2N
≥ N

2N
=

1

2
，因此根据 Cauchy收敛准则逆

否命题可知发散

2.1.2 收敛数列的性质

定理 2.3 (收敛数列的性质)

♡

若 lim
n→∞

an = A，则

有界性：an 有界

保号性：若 A > a，则 n→ ∞时 an > a

收敛当且仅当 an 所有子列都收敛到 A

定理 2.4 (奇偶子列收敛)

♡an 收敛到 A当且仅当 a2k, a2k+1 收敛到 A

证明 只右推左：根据偶数列可知 ∀ϵ, ∃K, ∀2k > K 满足 |a2k − A| < ϵ，而对上面的 ϵ, ∃K ′, ∀2k + 1 > k′ 满足

|a2k+1 −A| < ϵ，因此取 N = max{K,K ′}即可。



2.2 一些重要极限结论

2.2 一些重要极限结论

2.2.1 几个基本极限

定理 2.5 (常用基本极限)

♡

设 a > 0, b > 1，则基本极限的关系为：log n < na < bn < n! < nn，更具体地

根式：(1)a > 0, lim
n→∞

n
√
a = 1(2) lim

n→∞
n
√
n = 1(3) lim

n→∞
n
√
n! = +∞

比式：(1) lim
n→∞

an

n!
= 0(2)a > 1, lim

n→∞

nk

an
= 0

对数：(1)∀k, lim
x→∞

lnx

xk
= 0(2)∀k, lim

x→0+
xk lnx = 0

指数：∀k, lim
x→+∞

xk

ex
= 0

证明 (1)根式第一个设 an = n
√
a = 1 + hn，得到 a = (1 + hn)

n ≥ 1 + nhn，故 hn ≤ a− 1

n
→ 0。

第二个设 an = n
√
n = 1 + hn，则 n = (1 + hn)

n ≥ n(n− 1)

2
h2n，得到 0 < hn <

2

n− 1
，夹逼准则即可。

第三个用 Stirling公式，等价于
n

e

定理 2.6 (重要极限)

♡
lim
n→∞

(1 +
1

n
)n = e， lim

n→∞
(1− 1

n
)n =

1

e
。 lim

n→∞
(1 +

1

n
)n = e− e

2n
+ o(

1

n
)

证明 lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= lim
x→0

(1 + x)
1
x = lim

x→0
e

ln(1+x)
x = e1 = e

� 练习 2.2相关练习 (1)计算 lim
n→∞

(
1 +

1

n
+

1

n2

)n

解 (1)等价于 e
ln(1+x+x2)

x = e
2x+1

1+x+x
2 = e

2.2.2 Stirling公式与Wallis公式

定理 2.7 (Stirling公式)

♡
当 n→ ∞时，n! ≈

√
2πn(

n

e
)n，进一步地

n
√
n! ∼ n

e

定理 2.8 (Wallis公式)

♡
当 n→ ∞时， (2n)!!

(2n− 1)!!
∼

√
nπ，更具体地， lim

n→∞

[
(2n)!!

(2n− 1)!!

]
1

2n+ 1
=
π

2

证明 根据 sin2n+1 x < sin2n x < sin2n−1 x得到

ˆ π
2

0

sin2n+1 xdx <

ˆ π
2

0

sin2n xdx <

ˆ π
2

0

sin2n−1 xdx，根据Wallis

积分公式下面不等式，并构造 An, Bn

(2n)!!

(2n+ 1)!!
<

(2n− 1)!!

(2n)!!

π

2
<

(2n− 2)!!

(2n− 1)!!
⇒ An :=

[
(2n)!!

(2n− 1)!!

]2
1

2n+ 1
<
π

2
<

[
(2n)!!

(2n− 1)!!

]2
1

2n
:= Bn

此时 Bn −An =

[
(2n)!!

(2n− 1)!!

]2
1

2n(2n− 1)
= An · 1

2n
<
π

2

1

2n
→ 0，因此 lim

n→∞
An = lim

n→∞
Bn =

π

2

7



2.3 夹逼准则

2.2.3 Euler常数

定理 2.9 (Euler常数)

♡

极限 lim
n→∞

[(
n∑

k=1

1

k

)
− lnn

]
存在且为常数 γ，记作 Euler常数。

推论 2.1 (Euler常数的应用)

♡

当 n→ ∞时，
n∑

k=1

1

k
= lnn+ γ = lnn+ o(n)

2.3 夹逼准则

定理 2.10 (夹逼准则)

♡
an, bn, cn为三个序列，若 ∃N 使得 n ≥ N 时 an ≤ bn ≤ cn，且 lim

n→∞
an = lim

n→∞
cn = A，则 lim

n→∞
bn = A。

� 练习 2.3两道经典夹逼准则 求极限 (1) lim
n→∞

1

2
· 3
4
· · · 2n− 1

2n
(2) lim

n→∞

(n+1)2∑
k=n2

1√
k

解 (1)可用Wallis公式，或者夹逼准则。记 an =
1

2
· 3
4
· · · 2n− 1

2n
, bn =

2

3
· 4
5
· · · 2n

2n+ 1
，则 an < bn, anbn =

1

2n+ 1
，

得到 a2n < anbn =
1

2n+ 1
→ 0，因此 lim

n→∞
an = 0

(2)用
1

n+ 1
≤ 1√

k
≤ 1

n
，从而求和后得到

2n+ 2

n+ 1
≤

(n+1)2∑
k=n2

1√
k
≤ 2n+ 2

n
，取极限得到 2。

� 练习 2.4整体放缩 or局部放缩 (1) lim
n→∞

(
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ · · ·+ 1√
n2 + n

)
解 (1)如果是

1√
n2 + i2

形式则是用定积分，这里看上去就是
n∑

k=1

1

n
= 1，因此放缩为

n√
n2 + n

≤ I ≤ n√
n2
即可

知结果为 1。

2.4 平均值定理

2.4.1 有限项幂次根号平均

定理 2.11 (根号平均)

♡

a1, a2, · · · , am是m个正数，则 lim
n→∞

n
√
an1 + · · ·+ anm = max{a1, · · · , am}(注意这里不是 n

√
an1 + · · ·+ ann，

与平均值定理不同)

证明 设 A = max{a1, a2, · · · , am}，因此 n
√
An ≤ n

√
an1 + an2 + · · ·+ anm ≤ n

√
mAn，两侧都趋于 A，因此极限为

A。

� 练习 2.5根号平均的两个经典推广 (1)正数列 an 收敛到 a > 0，证明 lim
n→∞

n
√
an = 1

(2)an 非负且有界 (可能是可数个)，则 lim
n→∞

n
√
an1 + an2 + · · ·+ ann = sup

n≥1
an

8



2.4 平均值定理

证明 (1)根据保号性，∃N,n > N 时
1

2
a ≤ an ≤ 3

2
a，因此 n > N 时

n

√
1

2
a ≤ n

√
an ≤ n

√
3

2
a，由夹逼准则得到结

果为 1。

(2)记 a = sup
n≥1

an，则 an ≤ a且 ∀ϵ, ∃k, ak > a− ϵ。当 n ≥ k时，ank ≤ an1 + an2 + · · ·+ ann ≤ nan，两侧开 n

次根号得到 a− ϵ < n
√
an1 + an2 + · · ·+ ann ≤ a n

√
n，由于 lim

n→∞
a n
√
n = a，对上述 ϵ，∃N, ∀n > N 有 a n

√
n < a+ ϵ，

根据夹逼准则可证。

2.4.2 平均值定理：无穷项算术平均与几何平均

定理 2.12 (平均值定理)

♡

已知 lim
n→∞

an = a(有限数或正负无穷)，则

1. 算术平均： lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= a

2. 几何平均：若 an > 0，则 lim
n→∞

n
√
a1a2 · · · an = a

证明 (1)只证 a为有限数的情况。∀ϵ, ∃N,n > N 时 |an − a| < ϵ，因此∣∣∣∣a1 + a2 + · · ·+ an
n

− a

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ (a1 − a) + · · ·+ (aN − a) + (aN+1 − a) + · · ·+ (an − a)

n

∣∣∣∣
≤ |a1 − a|+ · · ·+ |aN − a|

n
+

|aN+1 − a|+ · · ·+ |an − a|
n

≤ 2ϵ

(2)取对数则转换为 (1)

� 练习 2.6奇偶子列推广 已知 lim
n→∞

a2n+1 = a, lim
n→∞

a2n = b，证明 lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

=
a+ b

2
证明 分为奇偶数项进行讨论：

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ a2n
2n

=
1

2
lim
n→∞

a1 + a3 + · · ·+ a2n−1

n
+

1

2
lim

n→∞

a2 + a4 + · · ·+ a2n
n

=
a+ b

n

另一方面

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ a2n+1

2n+ 1

= lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ a2n+1

n
· n

2n− 1
+ lim

n→∞

a2 + a4 + · · ·+ a2n−2

n− 1
· n− 1

2n− 1
=
a+ b

2

因此得到结论成立。

� 练习 2.7倒乘推广 lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b，证明： lim
n→∞

a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1
n

= ab

证明 由于 lim
n→∞

an = a，因此 an 有界，即 ∃M 使得 |an| < M，故：

|akbn−k+1 − ab| < |ak| · |bn−k+1 − b|+ |b| · |ak − a| ≤M |bn−k+1 − b|+ |b| · |ak − a|

因此得到： ∣∣∣∣a1bn + · · ·+ anb1
n

− ab

∣∣∣∣
≤ |a1bn − ab|+ · · ·+ |anb1 − ab|

n

≤M · |bn − b|+ ·+ |b1 − b|
n

+ |b| · |a1 − a|+ · · ·+ |an − a|
n

有平均值定理可知右侧极限为 0，因此

∣∣∣∣a1bn + · · ·+ anb1
n

− ab

∣∣∣∣ ≤ 0，得到目标极限为 0。

9



2.5 使用定积分定义

2.4.3 技巧：一招解决 n次根号与除以 n

定理 2.13 (n次根号与除以 n)

♡

an 为数列，则

若 lim
n→∞

(an − an−1) = a，则 lim
n→∞

an
n

= a

若 lim
n→∞

an
an−1

= a，则 lim
n→∞

n
√
an = a

证明 (1)由于 an = a1+(a2−a1)+ · · ·+(an−an−1)，因此 lim
n→∞

an
n

= lim
n→∞

a1 + (a2 − a1) + · · ·+ (an − an−1)

n
，

根据平均值定理即 a

(2)根据 an = a1 ·
a2
a1

· · · an
an−1

， lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
a1 ·

a2
a1

· · · an
an−1

，根据平均值定理即 a

� 练习 2.8n次根号 计算极限 (1) lim
n→∞

n
√
a (2) lim

n→∞
n
√
n (3) lim

n→∞
n
√
n!

解 (1)
an
an−1

= 1，因此极限为 1。

(2)
an
an−1

=
n

n− 1
→ 1，极限为 1

(3)
an
an−1

= n→ ∞，因此不收敛

� 练习 2.9除以 n 重点：计算极限 (1) lim
n→∞

n
√
n!

n
(2) lim

n→∞

n
√
n(n+ 1) · · · (2n− 1)

n

解 (1)an =
n!

nn
， lim

n→∞

an
an−1

=
n!
nn

(n−1)!
(n−1)n−1

=
1

(1− 1
n )

n−1
=

1[
(1− 1

n )
n
]n−1

n

=
1

e
，因此极限为

1

e

(2)an =
n(n+ 1) · · · (2n− 1)

nn
，因此

lim
n→∞

an
an−1

= lim
n→∞

2(2n− 1)(n− 1)n−1

nn
= (4− 2

n
)

(
(1− 1

n
)n
)n−1

n

=
4

e

因此极限为
4

e

2.5 使用定积分定义

2.5.1 使用定积分计算极限

定理 2.14 (用定积分定义计算极限)

♡

若 f(x)在 [a, b]连续，则

lim
n→∞

b− a

n

[
f

(
a+

b− a

n

)
+ f

(
a+

2(b− a)

n

)
+ · · ·+ f

(
a+

n(b− a)

n

)]
=

ˆ b

a

f(x)dx

�
笔记如果是 lim

n→∞

1

n+ a

n∑
k=1

f

(
k

n

)
，则可以加一项得到 lim

n→∞

n

n+ a
· 1
n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
再转换为定积分。

� 练习 2.10直接判断积分 (1) lim
n→∞

n

(
1

n2 + 1
+

1

n2 + 2
+ · · ·+ 1

n2 + n2

)
(2) lim

n→∞
n

[
1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2
+ · · ·+ 1

(n+ n)2

]
(3) lim

n→∞

(
1√

n2 + 12
+

1√
n2 + 22

+ · · ·+ 1√
n2 + n2

)
(4) lim

n→∞

n∑
k=1

1√
nk

10



2.5 使用定积分定义

解 (1)等价于
ˆ 1

0

1

1 + x2
dx =

π

4

(2)等价于
ˆ 1

0

1

(1 + x)2
dx =

1

2

(3)等价于
ˆ 1

0

1√
1 + x2

dx = ln(1 +
√
2)

(4)转换为
1

n

n∑
k=1

1√
k
n

，即

ˆ 1

0

1√
x
dx，极限为 2

� 练习 2.11对数 +积分 重点：取对数 lim
n→∞

n
√
n(n+ 1) · · · (2n− 1)

n

解等价于 exp
[
1

n
ln

(
n(n+ 1) · · · (2n− 1)

nn

)]
，指数积分即

ˆ 1

0

ln(1+x)dx = [(1 + x) ln(1 + x)− x]

∣∣∣∣1
0

= ln 4−1，

因此极限为
4

e
或者本题也在 n次根号部分出现了 (更推荐 n次根号的做法)

� 练习 2.12改变有限项 (1)重点： lim
n→∞

(
1

n
+

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

n+ (n− 1)

)
解 (1)可改变有限项不影响极限，变为 lim

n→∞

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

n+ n
，因此极限为

ˆ 1

0

1

1 + x
dx = ln 2

� 练习 2.13经典夹逼 +积分 (1)重点：I = lim
n→∞

(
sin π

n

n+ 1
n

+
sin 2

nπ

n+ 2
n

+ · · ·+ sinπ

n+ 1

)
(2)重点： lim

n→∞

(
1

n2 + n+ 1
+

2

n2 + n+ 2
+ · · ·+ n

n2 + n+ n

)
(3)重点： lim

n→∞

(
1

n2 + n+ 12
+

2

n2 + n+ 22
+ · · ·+ n

n2 + n+ n2

)
(4) lim

n→∞

(
sin x

n

n+ 1
+

2 sin 2
nx

2n+ 1
+ · · ·+

n sin n
nx

n2 + 1

)
, x ∈ (0, π)

解 (1)I = lim
n→∞

1

n

(
sin π

n

1 + 1
n2

+
sin 2

nπ

1 + 2
n2

+ · · ·+ sinπ

1 + n
n2

)
，进行

sin i
nπ

n+ 1
≤

sin i
nπ

n+ i
n

≤
sin i

nπ

n
放缩：

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

sin
i

n
π =

ˆ 1

0

sinπxdx =
2

π

lim
n→∞

1

n+ 1

∞∑
n=1

sin
i

n
π = lim

n→∞

n

n+ 1
· 1
n

n∑
i=1

sin
i

n
π =

2

π

因此根据夹逼可知极限为
2

π

(2)进行放缩：
1 + 2 + · · ·+ n

n2 + n+ n
≤ I ≤ 1 + 2 + · · ·+ n

n2 + n
(或者

i

n2 + n+ n
≤ i

n2 + n+ i
≤ i

n2
也行)。左右侧分

别写为 
n∑

k=1

k

n2 + 2n
=

1

n+ 2

n∑
k=1

k

n
=

n

n+ 2
· 1
n

n∑
k=1

k

n
n∑

k=1

k

n2 + n
=

n

n+ 1
· 1
n

n∑
k=1

k

n

因此两侧均等于积分

ˆ 1

0

xdx =
1

2

(3) 一方面
i

n2 + n+ i2
≤ i

n2 + i2
=

1

n
·

i
n

1 + ( i
n )

2
，另一方面

i

n2 + n+ i
≥ i

(n+ 1)2 + i2
=

1

n+ 1
·

i
n+1

1 +
(

i
n+1

)2，结果等价于 ˆ 1

0

x

1 + x2
dx =

1

2
ln 2

11



2.6 单调有界定理

(4)看上去等价于 lim
n→∞

n∑
k=1

k sin x
n

kn
=

ˆ 1

0

sin txdt =
1− cosx

x
，放缩为

k sin k
nx

kn+ k
≤
k sin k

nx

kn+ 1
≤
k sin k

nx

kn
再求

和即可。�
笔记一般不能直接写成积分形式的都需要进行放缩。

2.5.2 利用定积分定义构造等价无穷小

定理 2.15 (利用积分构造等价无穷小)

♡
对于正整数 k，1k + 2k + · · ·+ nk ∼ 1

k + 1
nk+1

证明 考虑 lim
n→∞

1

nk+1

(
1k + · · ·+ nk

)
=

ˆ 1

0

xkdx =
1

k + 1
即可。

� 练习 2.14利用积分构造等价无穷小 计算 lim
n→∞

lnn

ln(12022 + 22022 + · · ·+ n2022)

解 lim
n→∞

1

n2023
(
12022 + 22022 + · · ·+ n2022

)
=

ˆ 1

0

x2022dx =
1

2023
，因此

lim
n→∞

lnn

ln(12022 + 22022 + · · ·+ n2022)
= lim

n→∞

lnn

2023 lnn+ ln 1
n2023 (12022 + 22022 + · · ·+ n2022)

=
1

2023

定理 2.16 (已知极限计算求和极限)

♡

若 lim
n→∞

an = A，则 lim
n→∞

n∑
k=1

an+k

n+ k
= A ln 2

证明 首先显然 lim
n→∞

n∑
k=1

A

n+ k
= A ln 2，根据 lim

n→∞
an = A，∀ϵ, ∃N, ∀n > N, |an −A| < ϵ，因此 n > N 时：∣∣∣∣∣

n∑
k=1

an+k

n+ k
−

n∑
k=1

A

n+ k

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

|an+k −A|
n+ k

<

n∑
k=1

ϵ

n
= ϵ

2.6 单调有界定理

2.6.1 单调有界定理及其推广

定理 2.17 (单调有界定理)

♡若数列 an 单调且有界，则其必收敛。

� 练习 2.15单调有界定理理论推广 (1)an 单增，bn 单减， lim
n→∞

(bn − an) = 0，证明 lim
n→∞

an, lim
n→∞

bn 存在且相等

(2)an为有界数列，记 a = sup{an, an+1, · · · }, an = inf{an, an+1, · · · }，证明 lim
n→∞

an, lim
n→∞

an存在，且 lim
n→∞

an

存在的充要条件为 lim
n→∞

an = lim
n→∞

an

证明 (1)由于 lim
n→∞

(bn − an) = 0，∃N, ∀n > N 使得 |bn − an| < 1，即 an < bn + 1，于是 a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an <

bn + 1 ≤ bn−1 + 1 ≤ · · · ≤ b1 + 1，根据单调有界定理可知均收敛，根据极限四则运算可知极限相等。

(2)显然 an单减，an单增，且 a1 ≥ an ≥ an ≥ an ≥ a1，因此均单调有界，收敛。记 lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

an = a，

根据夹逼准则 an ≤ an ≤ an 可知 lim
n→∞

an 存在。若 lim
n→∞

an = a，则 ∀ϵ, ∃N, ∀n > N 有

a− ϵ < an ≤ an < a+ ϵ

取极限可知极限均为 a.
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2.6 单调有界定理

� 练习 2.16两道经典循环根式 (1)重点：a1 =
√
c，an+1 =

√
an + c，求 lim

n→∞
an

(2)重点：an =

√
1 +

√
2 + · · ·+

√
n，证明 an 收敛

解 (1)由于 an =

√
c+

√
c+ · · ·+

√
c，根据该通项的形式，每次 an+1在 an基础上往最里层加入一个

√
c，因此

整体单增。若极限存在，则显然极限为 a =
1 +

√
1 + 4c

2
，由于 a =

√
a+ c，因此若 an < a，则 an+1 < a，而

根据 a1 < a得到 an < a，因此有界，根据单调有界定理可知收敛。

(2)显然 an 单增，下证其有界。由于 n < 22
n

，于是

an <

√
221 +

√
222 + · · ·+

√
22n < 2

√
1 +

√
1 + · · ·+

√
1

根据 (1)可知

√
1 +

√
1 + · · ·+

√
1有界，故根据单调有界定理收敛。�

笔记不动点迭代一般有界性都和不动点本身去比。

2.6.2 相减法

� 练习 2.17Euler常数 重点：证明 an = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn收敛

证明 由于 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn > ln(n+ 1)− ln(n) > 0(调和级数不等式)，且根据 ln(1 + x) ≥ x

1 + x
得到

1

n+ 1
< ln(1 +

1

n
)

于是 an+1 − an =
1

n+ 1
− ln(1 +

1

n
) < 0，这说明单减有下界，故收敛。

� 练习 2.18交替级数 Sn = 1− 1

2
+

1

3
− · · ·+ (−1)n+1

n
，计算 lim

n→∞
Sn

解由 Leibniz定理可知收敛。只需要考虑偶数项

S2n = (1+
1

2
+ · · ·+ 1

2n
)−2(

1

2
+
1

4
+ · · ·+ 1

2n
) = (1+

1

2
+ · · ·+ 1

2n
)−(1+

1

2
+ · · ·+ 1

n
) = (

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

2n
) → ln 2

由于收敛数列的奇偶子列收敛到同一极限，因此极限为 ln 2

� 练习 2.19经典相减法 (1)重点：A > 0, a1 > 0，an+1 =
1

2
(an +

A

an
)，证明 an 收敛，并求极限

解 (1)首先 an+1 =
1

2
(an +

A

an
) >

√
A，因此 n ≥ 2时，an >

√
A，而前后项相减得到

an+1 − an =
1

2
(
A

an
− an) =

1

2
· A− a2n

an

结合 n ≥ 2时 an >
√
A得到 an+1−an < 0，因此单减，显然 an > 0，因此收敛。两侧取极限得到 lim

n→∞
an =

√
A

2.6.3 相除法

� 练习 2.20两道经典相除法 (1)重点：a1 = 1, an+1 =
√
2an，求 lim

n→∞
an

(2)重点：c > 0, 0 < x1 <
1

c
，xn+1 = xn(2− cxn)，证明：xn 收敛并求其极限

解 (1)
an+1

an
=

√
2

an
，当 an < 2时，an+1 > an。根据 an+1 =

√
2an，当 an < 2时，an+1 < 2，单调有界故收敛，

两侧同取极限得到极限为 A = 2。

(2)
xn+1

xn
= 2− cxn，当 xn <

1

c
时，xn+1 > xn。设 f(x) = 2x− cx2, f ′(x) = 2− 2cx，f(x)在 x =

1

c
取最

大，因此 xn <
1

c
时 xn+1 <

1

c
有界，根据单调有界收敛，两侧取极限得到极限为

1

c
。
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2.7 递推问题

2.6.4 不等式放缩

� 练习 2.21 两道经典双数列 + 不等式放缩 (1) 重点：a1 > b1 > 0，an+1 =
an + bn

2
, bn+1 =

√
anbn，证明

lim
n→∞

an, lim
n→∞

bn 存在且相等。

(2)重点：a1 > b1 > 0，an+1 =
an + bn

2
, bn+1 =

2anbn
an + bn

，证明 lim
n→∞

an, lim
n→∞

bn 存在，并求其值

解 (1)根据均值不等式 an+1 ≥ bn+1，根据 a1 > b1 可知 ∀n, an > bn，从而

an+1 =
an + bn

2
≤ an + an

2
= an, bn+1 =

√
anbn ≥

√
bnbn = bn

因此 an 单减，bn 单增，即 a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an ≥ bn ≥ bn−1 · · · ≥ b1，这说明 an, bn 均单调有界，故均收敛。

an+1 =
an + bn

2
两侧取极限可知极限相等。

(2)根据均值不等式可知 an ≥ bn，由于 a1 > b1，因此 ∀n, an ≥ bn，因此

an+1 =
an + bn

2
≤ an + an

2
= an, bn+1 =

2
1
an

+ 1
bn

≥ 2
1
bn

+ 1
bn

= bn

an 单减，bn 单增，且 a1 ≥ a2 ≥ · · · an ≥ bn ≥ · · · ≥ b1，单调有界故均收敛。an+1 =
an + bn

2
两侧取极限可知

极限满足 a =
a+ b

2
，故相等。而

an+1bn+1 =
an + bn

2
· 2anbn
an + bn

= anbn

因此 ab = a1b1，即极限为 a = b =
√
a1b1

� 练习 2.22前后项不等式放缩 (1)重点：0 < an < 2，(2− an)an+1 ≥ 1，证明 an 收敛，并求其极限

(2)重点：xn > 0，xn+1 +
4

xn
< 4，证明 xn 收敛并求 lim

n→∞
xn

解 (1)显然 an(2− an) ≤
[
an + (2− an)

2

]2
= 1 ≤ an+1(2− an)，因此 an ≤ an+1，根据单调有界定理可知收敛，

两侧取极限得到极限为 1

(2)显然 xn+
4

xn
≥ 2

√
xn · 4

xn
= 4 > xn+1+

4

xn
，因此 xn > xn+1，单减。另外有 0 < xn+1 < xn+1+

4

xn
< 4

可知 xn 有界，故收敛，两侧取极限得到极限为 2。�
笔记前后项不等式先用同项进行放缩，可得出单调性结论

2.7 递推问题

2.7.1 极限压缩定理

定理 2.18 (极限压缩定理)

♡
A ∈ R，若 ∃r ∈ (0, 1)使得 |an −A| < r|an−1 −A|，则数列 an 收敛到 A。

� 练习 2.23经典极限压缩定理题 (1)设 xn+1 = cosxn, x1 ∈ [0,
π

3
]，证明 lim

n→∞
xn存在且极限为 cosx− x = 0的根

解 (1)考虑 f(x) = cosx− x，f ′(x) = sinx− 1 ≤ 0单减，因此有唯一解，设 cos a = a。由于

|xn+1 − a| = | cosxn − a| = | cosxn − cos a| = | sin ξ| · |xn − a|

而由于 ξ ∈ [0,
π

3
]，| sin ξ| <

√
3

2
，因此 |xn − a| → 0

14



2.8 Stolz定理

2.7.2 压缩映射定理

定理 2.19 (压缩映射定理)

♡
若存在 r ∈ (0, 1)使得 |an − an−1| ≤ r|an − an−1|，则数列 an 收敛。

推论 2.2 (导数判断压缩映射)

♡
若 an+1 = f(an)，f 可导，且 ∃r ∈ (0, 1)使得 |f ′(x)| ≤ r < 1，则 an 收敛。

� 练习 2.24两个经典循环式 证明收敛并求极限：

(1)x1 = 2, x2 = 2 +
1

2
, · · · , xn+1 = 2 +

1

an

(2)x1 = 1, x2 =
√
2, · · · , xn+1 =

√
2
√
xn

解 (1)|xn+1 − xn| = | 1
xn

− 1

xn−1
| = |xn−1 − xn|

|xnxn−1|
≤ 1

4
|xn − xn−1|，因此收敛，取极限得到极限为 1 +

√
2

(2)设 f(x) =
√
2x，|f ′(x)| =

√
2

2
√
x
≤

√
2

2
< 1。

2.8 Stolz定理

定理 2.20 (Stolz定理)

♡

Stolz定理分为以下两种，下面的 A可以为无穷。
∞
∞
型：bn 严格单增趋于∞，且 lim

n→∞

an − an−1

bn − bn−1
= A，则 lim

n→∞

an
bn

= A

0

0
型：bn 严格单减趋于 0，an 也收敛到 0，且 lim

n→∞

an − an−1

bn − bn−1
= A，则 lim

n→∞

an
bn

= A

� 练习 2.25直接使用 用 Stolz定理证明平均值定理
证明 设 an = x1 + x2 + · · ·+ xn, bn = n，则 lim

n→∞

an − an−1

bn − bn−1
= xn → a，则

an
bn

=
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
→ a

�
笔记由于 Stolz定理可以证出平均值定理，在使用平均值定理时就不需要使用放缩法了。

� 练习 2.26几道经典题目 (1)ZJU2022.2：x0 > 0, xn = arctanxn−1，证明：

(a) lim
n→∞

xn = 0

(b)
√
nxn 收敛，并求极限

解 (1)(a)由于 xn = arctanxn−1 < xn−1 因此单减，根据单调有界定理则极限存在，且两侧取极限得到零

(b)考虑 lim
n→∞

nx2n，由于 nx2n =
n
1
x2
n

，根据 Stolz定理即

lim
n→∞

1
1
x2
n
− 1

x2
n−1

= lim
n→∞

x2n−1x
2
n

x2n−1 − x2n
= lim

n→∞

x2n−1 arctan
2 xn−1

x2n−1 − arctan2 xn−1
=
x2n−1(x

2
n−1 +

2
3x

4
n−1 +

1
9x

6
n−1)

− 2
3x

4
n−1 − 1

9x
6
n−1

3

2

因此 lim
n→∞

√
nxn =

√
6

2
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2.9 积分形式极限：分段法

2.9 积分形式极限：分段法

2.9.1 定积分形极限

� 练习 2.27基础拆分法 求下列极限：

(1) lim
n→∞

ˆ π
2

0

sinn xdx (2) lim
n→∞

ˆ π
2

0

(1− sinx)ndx (3) lim
n→∞

ˆ 1

0

xn

1 +
√
x
dx (4) lim

n→∞

ˆ 1

0

ex
n

dx

解 (1)显然 x ∈ [0,
π

2
)时， lim

n→∞
sinn x = 0，但 x =

π

2
时，sinx = 1，因此做以下拆分：

ˆ π
2

0

sinn xdx =

ˆ π
2 −δ

0

sinn xdx+

ˆ π
2

π
2 −δ

sinn xdx

前者

ˆ π
2 −δ

0

sinn xdx ≤ π

2
sinn(

π

2
− δ) → 0，后者

ˆ π
2

π
2 −δ

sinn xdx ≤
ˆ π

2

π
2 −δ

1dx = δ，因此积分极限等于 0。

(2)(3)同理都是 0

(4)可以考虑
ˆ 1

0

ex
n

− 1dx，结果为 1.

� 练习 2.28用分段法证明命题 (1)f(x)在 [0, 1]连续，证明 lim
n→∞

ˆ 1

0

f( n
√
x)dx = f(1)

2.9.2 反常积分形极限

定理 2.21 (函数形式平均值定理)

♡

f(x)在 [a,+∞)有定义且在任意有限区间可积， lim
x→+∞

f(x) = A，则

lim
x→+∞

1

x

ˆ x

0

f(t)dt = A

证明 先斩后奏，已知 A = lim
x→+∞

1

x

ˆ x

a

Adt，因此只需证

lim
x→+∞

(
1

x

ˆ x

a

f(t)dt− 1

x

ˆ x

a

Adt

)
= lim

x→+∞

1

x

ˆ x

a

(f(t)−A) dt = 0

∀ϵ, ∃M,x ≥M 时 |f(x)−A| < ϵ，因此可有 N, x > N 时
1

x

ˆ M

a

|f(t)−A|dt < ϵ，得到∣∣∣∣ 1x
ˆ x

a

(f(t)−A)dt

∣∣∣∣ ≤ 1

x

ˆ M

a

|f(t)−A|dt+ 1

x

ˆ x

M

|f(t)−A|dt < ϵ+
x−M

x
· ϵ < 2ϵ

因此结论成立�
笔记如果有说明 f(x)连续，则

ˆ x

a

f(t)dt可导，可用洛必达法则证明。

� 练习 2.29相关练习 已知 f(x)在 [0,+∞)非负，对 ∀A > 0，xf(x)在 [0, A]可积，且

ˆ +∞

0

f(x)dx可积，证明：

lim
A→+∞

1

A

ˆ A

0

xf(x)dx = 0

证明 由于

ˆ +∞

0

f(x)dx 收敛，因此 ∀ϵ, ∃M, ∀A′′ ≥ A′ ≥ M 都有 0 ≤
ˆ A′′

A′
f(x)dx < ϵ，固定上面的 M，

∃N, ∀A > N 有 0 <
1

A

ˆ M

0

xf(x)dx < ϵ，进而 A > N 时

0 <
1

A

ˆ A

0

xf(x)dx =
1

A

ˆ M

0

xf(x)dx+
1

A

ˆ A

M

xf(x)dx < ϵ+
1

A

ˆ A

M

Af(x)dx < 2ϵ
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2.9 积分形式极限：分段法

2.9.3 周期函数积分极限

� 练习 2.30 f(x)是 R上周期为 T 的可积函数，证明：∀a ∈ R,
ˆ T

0

f(x)dx =

ˆ a+T

a

f(x)dx

证明 令 x = T + u，则

ˆ a+T

T

f(x)dx =

ˆ a

0

f(T + u)d(T + u) =

ˆ a

0

f(x)dx，因此

ˆ a+T

a

f(x)dx =

ˆ 0

a

f(x)dx+

ˆ T

0

f(x)dx+

ˆ T+a

T

f(x)dx =

ˆ T

0

f(x)dx

� 练习 2.31 f(x)是周期为 T 的连续函数，证明： lim
x→+∞

1

x

ˆ x

0

f(t)dt =
1

T

ˆ T

0

f(t)dt

证明 对 ∀x > 0，都 ∃nx ∈ N使得 x− nxT ∈ [0, T )，此时 lim
x→∞

nx
x

=
1

T
。根据周期性可知

lim
x→+∞

1

x

ˆ nxT

0

f(t)dt =
nx
x

ˆ T

0

f(t)dt =
1

T

ˆ T

0

f(t)dt

由于 ||f(x)| − |f(y)|| ≤ |f(x)− f(y)|，从振幅角度来看，若 f(x)可积，则 |f(x)|也可积，且显然 |f(x)|也

是周期函数。因此

ˆ T

0

|f(x)|dx有界，此时：
ˆ x

nxT

f(t)dt ≤
ˆ (nx+1)T

nxT

f(x)dx ≤
ˆ T

0

|f(x)|dx ≤M

因此 lim
x→∞

1

x

ˆ x

nxT

f(x)dx = 0。

� 练习 2.32进阶难度 f(x) ≥ 0，周期为 T，且连续，证明：

lim
n→∞

n

ˆ +∞

n

f(x)

x2
dx =

1

T

ˆ T

0

f(x)dx

证明
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第 3章 函数极限与连续性

3.1 函数的极限

3.1.1 函数极限定义

定义 3.1 (函数极限)

♣

x0 ∈ R，f 在 x0 邻域有定义 (x0 处可以没有)，∀ϵ, ∃δ, s.t. ∀x ∈ [x0 − δ, x0 + δ]− {x0}有 |f(x)− A| < ϵ，

则称 A为 f(x)在 x0 处极限。

� 练习 3.1Riemann函数 Riemann函数定义如下，证明对 ∀x0 ∈ [0, 1]，有 lim
x→x0

R(x) = 0

R(x) =


1

q
, x =

p

q
(
p

q
是既约真分数)

0, x是 (0,1)中的无理数或者 0,1本身

证明 ∀ϵ，满足 1

q
≥ ϵ的正整数 q只有有限个，从而

p

q
有限，令这些数为 x1, · · · , xk，取

δ = min{|xi − x0| : i = 1, 2, · · · , k}

当 x属于 x0 的 δ邻域时，显然 R(x) < ϵ，因此 lim
x→x0

R(x) = 0

�
笔记上述练习说明 Riemann函数在每个点极限为 0，在 (0, 1)的无理点和 0, 1连续，在 (0, 1)有理点间断。这说

明 Riemann函数是几乎处处连续的，根据实变可知其 Riemann可积。

定理 3.1 (极限的唯一性)

♡若函数的极限存在，则它是唯一的。

证明 反设有两个极限，取 ϵ为差距的一半，根据定义可证。

3.1.2 函数极限的性质

定理 3.2 (函数极限四则运算)

♡

若 f(x), g(x)在 x0 处极限存在，f + g, f − g, f × g,
f

g
极限存在且极限为对应极限的运算 (除法要求分母

极限非 0)。

� 练习 3.2函数绝对值的极限 设 lim
x→x0

f(x) = A，则 lim
x→x0

|f(x)| = |A|，反之不一定成立。

证明 由于 lim
x→x0

f(x) = A，∀ϵ, ∃δ, ∀x ∈ U(x0, δ)有 |f(x)− A| < ϵ，而 ||f(x)| − |A|| ≤ |f(x)− A|，因此极限存

在。反之有反例 f(x) = sgn(x)

定理 3.3 (归结原则)

♡
lim

x→x0

f(x) = A当且仅当任意收敛到 x0 的数列 xn，有 lim
n→∞

f(xn) = A。

证明 (1)左推右：∀ϵ, ∃δ, |x−x0| < δ时 |f(x)−A| < ϵ，对于 xn，由于 lim
n→∞

xn = x0，∃N, ∀n > N, |xn−x0| < δ，

因此 |f(xn)−A| < ϵ



3.2 函数极限的计算

(2)右推左：反设 lim
x→x0

f(x) ̸= A，则 ∃ϵ0, ∀δ, ∃x ∈ U(x0, δ)满足 |f(x) − A| > ϵ0，每次取 δ′ = δ,
δ

2
, · · · , δ

n
，

每个 δ′ 邻域对应一个 xn，但是总有 |f(xn)−A| > ϵ0，这与 lim
n→∞

f(xn) = A矛盾。

� 练习 3.3用归结原则证明不收敛 证明： lim
x→0

sin
1

x
不存在。

证明 令 xn =
1

(2n+ 1
2 )π

, x′n =
1

2nπ
，两者均收敛至 0，但是 f(xn) → 1，f(x′n) → 0，从而无极限。

3.1.3 无穷大与无穷小

定义 3.2 (O与 o)

♣

f, g在 x0附近有定义，g(x) ̸= 0，若 lim
x→x0

|f(x)|
|g(x)|

≤M，则记 f(x) = O(g(x))；若 lim
x→x0

|f(x)|
|g(x)|

= 0，则记

f(x) = o(g(x))

定义 3.3 (Ω)

♣
f, g是两个算法，若 ∃C ∈ R+ 使得 n > n0 时 0 ≤ Cg(n) ≤ f(n)，则记 f(n) = Ω(g(n))

定义 3.4 (Θ)

♣
若 f(n)是 Ω(g(n))且 O(g(n))的，则记 f(n) = Θ(g(n))

�
笔记记忆方法：全以多项式为例，O表示阶数 (次数)大于等于，o表示阶数大于，Ω表示阶数小于等于，Θ表

示阶数等于。

3.1.4 使用定义直接计算

� 练习 3.4几个经典函数极限 (1)计算 lim
n→∞

sin2(π
√
n2 + n)

(2) lim
x→+∞

[xf(x)]

x
，其中 lim

x→+∞
f(x) = a

解 (1)sin2(π
√
n2 + n) = sin2(π

√
n2 + n− πn) = sin2(

nπ√
n2 + n+ n

)，极限为 sin2(
π

2
) = 1

(2) 由于 xf(x) − 1 < [xf(x)] ≤ xf(x)，因此 f(x) − 1

x
<

[xf(x)]

x
≤ f(x)，显然 lim

x→+∞

(
f(x)− 1

x

)
=

lim
x→+∞

f(x) = a，因此由夹逼准则，极限为 a

� 练习 3.5几个经典递推问题 (1)f(x)在 (0,+∞)单调增， lim
x→+∞

f(2x)

f(x)
= 1，证明 ∀a > 0有 lim

x→+∞

f(ax)

f(x)
= 1

证明

3.2 函数极限的计算

3.2.1 等价无穷小公式

三角： sinx ∼ x 1− cosx ∼ 1

2
x2 tanx ∼ x

反三角： arcsinx ∼ x arctanx ∼ x

指数、对数： ln(1 + x) ∼ x ex − 1 ∼ x ax − 1 ∼ x ln a

其他： (1 + x)α − 1 ∼ αx
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3.3 函数的连续性

3.2.2 Taylor展开公式

指数、对数： ex =

∞∑
n=0

xn

n!
ln(1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n

三角： sinx =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
cosx =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!

反三角： arcsinx =

∞∑
n=0

(
(2n)!

22n(n!)2

)
x2n+1

2n+ 1
= x+

1

6
x3 + o(x3) arctanx =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+ 1
= x− 1

3
x3 + o(x3)

分式：
1

1 + x
=

∞∑
n=0

(−1)nxn
1

1− x
=

∞∑
n=0

xn

其他： (1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2
x2 + o(x2) (1 + x)α =

∞∑
n=0

(
α

n

)
xn

3.3 函数的连续性

3.3.1 函数连续的定义

定义 3.5 (单点连续)

♣
f : [a, b] → R，x0 ∈ [a, b]若 lim

x→x0

f(x) = f(x0)，则称 f(x)在 x0 处连续。

�
笔记有时也可以展开用 ∀ϵ, ∃δ使得 ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)满足 |f(x)− f(x0)| < ϵ证明。例如证明 Riemann函数
在无理点连续。

定义 3.6 (单点左右连续)

♣
若 f(x+0 ) = f(x0)则称 f(x)右连续。左连续同理。

�
笔记注意右连续是指右极限等于当前点的函数值，而非左侧极限靠过来等于当前点的函数值！

� 练习 3.6Dirichlet函数的连续性 判断下面 Dirichlet函数的连续性、单调性、周期性

D(x) =

1, x为有理数

0 x为无理数

解 (1)周期：任意有理数 (显然)
(2)连续性：处处不连续，因为根据有理数和无理数的稠密性，总能在小邻域中找到相差 1的点，因此不连

续。

� 练习 3.7Riemann函数的连续性 证明 Riemann函数在无理点连续，在有理点间断。

R(x) =


1

q
, x =

p

q
为既约分数

0, x为无理数

证明 (1)有理点：设 x0 =
p

q
为有理点，R(x0) =

1

q
，无理点列趋于 x0 时，极限为 0，与函数值不同。

(2)无理点：x0是无理点，∀ϵ,
1

q
> ϵ的个数有限，设这些点为 x1, · · · , xn，取 δ < min{|x0 −xi| : i = 1 ∼ n}，

x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)− {x0}时 |f(x0)− f(x)| < ϵ

� 练习 3.8初等函数的连续性 f, g, h连续，证明：max{f(x), g(x)},min{f(x), g(x)}, |f(x)|连续
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3.3 函数的连续性

证明 (1)最大、最小：根据 max{f(x), g(x)} =
1

2
[f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|]

(2)绝对值：|f(x)| =
√
|f(x)|2 连续

3.3.2 间断点的概念

定义 3.7 (第一类间断点)

♣

跳跃点与可去间断点统称为 f(x)的第一类间断点

跳跃点：若 f(x)在 x0 处左右极限 f(x−0 ), f(x
+
0 )存在但不相等，

可去间断点：若 f(x)在 x0 处左右极限存在且相等，即 f(x−0 ) = f(x+0 )

� 练习 3.9第一类间断点的性质 (1)若 f(x)在 [a, b]至多有第一类间断点，证明：f(x)在 [a, b]有界

证明 (1) 若没有间断点，则连续，显然有界。否则反设无界，则对 M = 1，存在 x1 ∈ [a, b] 使得 |f(x1)| > 1，

M = 2存在 x2 ∈ [a, b]使得 |f(x2)| > 2，以此类推构造 xn。由于 xn ∈ [a, b]，根据致密性定理，存在收敛子列

xnk
，而由于 f(x)只有第一类间断点，因此 lim

k→+∞
f(xnk

)存在，但其趋于无穷，矛盾。

定义 3.8 (第二类间断点)

♣
若 f(x+0 )和 f(x−0 )至少一个不存在或者不是有限的数，则称 x0 是 f(x)的第二类间断点。

� 练习 3.10判断间断点类型 (1)已知 f(x) = sgn(x), g(x) = x− [x]，讨论 f(g(x))和 g(f(x))的间断点类型

解 (1)f(g(x))在 x为整数时等于 0，在 x非整数时大于 0，因此在整数处取可去间断点。g(f(x)) = 0，因此连续

� 练习 3.11单调函数的间断点 f(x)在 x0 邻域单增，f(x
−
0 ), f(x

+
0 )均存在，证明如下性质，即单调函数的间断点

都是跳跃间断点

f(x−0 ) = sup
x∈Uo

−(x0)

f(x), f(x+0 ) = inf
x∈Uo

+(x0)
f(x)

证明 取 x1 ∈ Uo
+(x0)，则 ∀x ∈ Uo

−(x0) 有 f(x) ≤ f(x1)，从而根据确界原理有上确界 A，从而 f(x) ≤ A 且

∀ϵ, ∃x′ 满足 f(x′) > A− ϵ，从而 ∀x ∈ (x0 − δ, x0)有 |f(x)−A| < ϵ�
笔记单调函数左右极限均存在是一个会在考题中使用的结论。

� 练习 3.12单调函数右连续 f(x)是 R上单调函数，定义 g(x) = f(x+ 0)，证明 g(x)在 R每一点右连续
证明 只需要证明 ∀ϵ, ∃δ，当 |x− x0| < δ时，满足

|g(x)− g(x0)| < ϵ

根据 g(x0) = lim
y→x+

0

f(y)得到 y ∈ (x0, x0 + δ)时有 |f(y)− g(x0)| < ϵ，令 y → x+ 即可得到

|g(x)− g(x0)| < ϵ

� 练习 3.13极限的连续性 f(x)只有可去间断点，g(x) = lim
y→x

f(y)，证明 g(x)是连续函数

证明 可去间断点说明极限存在，g(x0) = lim
y→x0

f(y)，即对 ∀ϵ, ∃δ, y ∈ Uo(x0, δ)时：

g(x0)− ϵ < f(y) < g(x0) + ϵ

根据 g(x) = lim
y→x

f(y)和保不等式性得到

g(x0)− ϵ ≤ g(x) ≤ g(x0) + ϵ
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3.3 函数的连续性

因此 g(x)在 x0 连续，由 x0 任意性可知结论成立。

� 练习 3.14第一类间断点的经典题目 f(x)在 (a, b)至多只有第一类间断点，且对 ∀x, y ∈ (a, b)有 f

(
x+ y

2

)
≤

f(x) + f(y)

2
，证明：f(x)在 (a, b)连续

证明 ∀x0 ∈ (a, b), ∀h满足 x0 ± h ∈ (a, b)时，根据条件可知：

f(x0) ≤
f(x0 + h) + f(x0 − h)

2
f(x0 +

h

2
) ≤ f(x0) + f(x0 + h)

2

前者取 h→ 0+，后者分别取 h→ 0+, h→ 0− 则
f(x0) ≤

f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2

f(x0 + 0) ≤ f(x0) + f(x0 + 0)

2

f(x0 − 0) ≤ f(x0) + f(x0 − 0)

2

综合得到 f(x0 − 0) = f(x0 + 0) = f(x0)，因此在任意点连续。

3.3.3 介值性定理

定理 3.4 (零点存在定理)

♡
f(x)是 [a, b]上连续函数，f(a)f(b) < 0，则 ∃ξ ∈ (a, b)使得 f(ξ) = 0

证明 (1)使用闭区间套定理进行证明：取 a1 = a, b1 = b, c1 =
a1 + b1

2
，根据 f(c1)正负性选取 a2, b2，以此类推，

由于 lim
n→∞

|an − bn| = 0，f(an)f(bn) < 0，根据闭区间套 ∃ξ使得 f2(ξ) ≤ 0，因此得出 f(ξ) = 0

(2)使用有限覆盖定理证明：根据连续函数局部保号性，∀x ∈ [a, b], ∃δx使得 f(x)在 (x− δx, x+ δx) ∩ [a, b]

中保号，取遍 [a, b]显然是一族开覆盖，根据有限覆盖定理可找到有限覆盖，不妨设这有限覆盖相互有重叠，则

全部等号，这与 f(a)f(b) < 0矛盾。

定理 3.5 (介值性定理)

♡

f(x)是 [a, b]中的连续函数，a ≤ x1 < x2 ≤ b，f(x1) ̸= f(x2)，则 f(x)在 [a, b]可取遍 f(x1), f(x2)间任

意值。

� 练习 3.15 构造辅助函数 (1)f(x), g(x) 是 [0, 1] 上的连续函数，且在 [0, 1] 有相同最大值，证明 ∃ξ ∈ [a, b] 使得

f(ξ) = g(ξ)

(2)重点：f(x)是 [0, 2a]连续函数，且 f(0) = f(2a)，证明 ∃ξ ∈ [0, a]使得 f(ξ) = f(ξ + a)

(3)重点：f(x)是 [0, 1]上连续函数，f(0) = f(1) = 0，证明 ∀n ∈ N+, ∃ξ ∈ [0, 1]使得 f(ξ +
1

n
) = f(ξ)

(4)重点：f(x)是 [0, 1]上非负连续函数，f(0) = f(1) = 0，证明：对 ∀a ∈ (0, 1), ∃ξ ∈ [0, 1]，使得 f(ξ) = f(ξ+a)

证明 (1)问题在于最大值取值点不一定一样：若最大值对应 f(x1), g(x2)，若 x1 = x2，则显然成立。若 x1 ̸= x2，

则取 F (x) = f(x)− g(x)，F (x1) ≥ 0, F (x2) ≤ 0，从而由零点存在定理成立。

(2)取 F (x) = f(x)−f(x+a)，F (0) = f(0)−f(a), F (a) = f(a)−f(2a) = f(a)−f(0)，因此 F (0) = −F (a)，
显然成立。

(3)取 F (x) = f(x+
1

n
)−f(x)，F (0) = f(

1

n
)−f(0), F ( 1

n
) = f(

2

n
)−f( 1

n
), · · · , F (n− 1

n
) = f(1)−f(n− 1

n
)，

得到 F (0) + F (
1

n
) + · · ·+ F (

n− 1

n
) = f(1)− f(0) = 0，要么这些全部为零，要么有正有负，根据定理可知。

(4)取 F (x) = f(x)− f(x+ a)，F (0) = f(0)− f(a) = −f(a), F (1− a) = f(1− a)− f(1) = f(1− a)，由于

f 非负，因此 F (0)F (1− a) ≤ 0。
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3.4 连续性的应用

定理 3.6 (连续函数平均值定理)

♡

f(x)在 [a, b]连续，x1, · · · , xn ∈ [a, b]，证明：∃ξ ∈ [a, b]，使得

f(ξ) =
1

n
[f(x1) + · · ·+ f(xn)]

证明 不妨设 f(x1), · · · , f(xn)中最大值为 f(xn)，最小值为 f(x1)，则

f(x1) ≤
1

n
[f(x1) + · · ·+ f(xn)] ≤ f(xn)

若 f(x1) =
1

n

n∑
i=1

f(xi)或 f(xn) =
1

n

n∑
i=1

f(xi)，则取 ξ = x1, xn。否则由连续函数介值性定理可证。

3.3.4 介值性定理的无连续推广

有时没有连续的条件却能推出介值性定理的结论，常见的条件如单调。

� 练习 3.16 单调介值定理 核心：f(x) 在 [0, 1] 上单增，f(0) > 0, f(1) < 1，k ∈ N+，证明 ∃x0 ∈ (0, 1) 使得

f(x0) = xk0

证明 取 F (x) = f(x)− xk，显然 F (0) = f(0) > 0, F (1) = f(1)− 1 < 0，不停地二分取闭区间套，有 lim
n→∞

|an −
bn| = 0， lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn = x0，F (an) < 0, F (bn) > 0 ⇒ f(an) > akn, f(bn) < bkn，由于 f(x) 单增，

akn < f(an) ≤ f(x0) ≤ f(bn) < bkn，因此取极限可知 xk0 ≤ f(x0) ≤ xk0 得证。�
笔记单调介值性定理不能将极限取进函数，但是用了两侧夹逼的方式。

� 练习 3.17证明：闭区间连续函数一定有界
证明 根据局部有界性以及有限开覆盖可证。

3.4 连续性的应用
� 练习 3.18几道经典题目 (1)f(x)在 x = 0连续，f(2x) = f(x)，证明 f(x)是常值函数

(2)f(x)在 x = 0, 1连续，f(x2) = f(x)，证明 f(x)是常值函数

(3)f(x), g(x)在 R上连续，且在每个有理点有 f(x) = g(x)，证明 f(x)恒等于 g(x)

(4)容易被吓到：f(x) ∈ C[a, b]，且对 ∀x ∈ [a, b]都有 y ∈ [a, b]使得 |f(y)| ≤ 1

2
|f(x)|，证明 f(x)在 [a, b]存

在零点

证明 (1)f(x) = f(
x

2
) = · · · = f(

x

2n
) = f(0)，因此为常值

(2)x为正直接 f(x) = f(x
1
2 ) = · · · = f(x

1
2n ) = f(1)，x为负平方一下转换为正，x = 0根据连续性可知等于

附近，因此整体常数

(3)根据有理点稠密性 +连续性
(4)假设无零点，根据闭区间连续函数有最小值，这与 |f(y)| ≤ 1

2
|f(x)|矛盾

� 练习 3.19几道经典最值问题 (1)重点：设 f(x)在 (a, b)连续，且 lim
x→a+

f(x) = lim
x→b−

f(x) = A，这里 A可以有

限，也可以为 ±∞，证明 f(x)在 (a, b)上有最大或最小值

(2)重点：f(x)在 R上连续， lim
x→+∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x) = A，这里 A可以有限，也可以为 ±∞，证明 f(x)

在 R上有最大或最小值
(3)重点：f(x)在 [a,+∞)连续， lim

x→+∞
f(x) = A，这里 A为有限数，证明 f(x)在 [a,+∞)存在最大值或

最小值

证明 (1)对 A进行分类讨论：
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3.5 一致连续

(a)先考虑 A为有限值。如果 f(x) ≡ A，则显然。若 ∃x0, f(x0) > A，则 ∃δ, ∀x ∈ (a, a+ δ) ∪ (b− δ, b)满足

f(x) < f(x0)，由于 f(x)在 [a+δ, b−δ]上连续，因此 ∃ξ使得 f(ξ)在 [a+δ, b−δ]最大，而 ∀x ∈ (a, a+δ]∪[b−δ, b)，
自然也有 f(ξ) ≥ f(x0) ≥ f(x)，因此 f(ξ)在 (a, b)最大。若 f(x0) < A也同理有最小值。

(b)若 A = +∞，则对 ∀x0 ∈ (a, b)，f(x0)为有限数，∃δ, ∀x ∈ (a, a+ δ) ∪ (b− δ, b)有 f(x) > f(x0)，由于

f(x)在 [a+ δ, b− δ]连续，因此有最小值，且最小值比 f(x0)还小，因此在 (a, b)上取最小值。

(2)和 (1)同理，只是把 ∃δ换成 ∃N
(3)若 f(x) ≡ A，则显然。若 ∃x0, f(x0) > A，则 ∃M, ∀x > M 有 f(x0) ≥ f(x)，由于在 [a,M ]连续，有最

大值 f(ξ)，且 ∀x > M, f(ξ) > f(x0) > f(x)，因此有最大值。最小值同理

3.5 一致连续

3.5.1 一致连续的概念

定义 3.9 (一致连续)

♣

I 是任意区间 (任意开闭，有界无界)，f : I → R，∀ϵ, ∃δ 对 ∀x1, x2 ∈ I 满足 |x1 − x2| < δ 时有 |f(x1) −
f(x2)| < ϵ，则称 f 在 I 一致连续

定理 3.7 (常用充要条件)

♡

f(x) 在区间 I 上有定义，则 f(x) 在 I 一致连续当且仅当任意数列 x′n, x
′′
n，若 lim

n→∞
x′n − x′′n = 0，则

lim
n→∞

[f(x′n)− f(x′′n)] = 0

证明 (1)左推右：显然
(2) 右推左：反设不一致连续，∃ϵ0, ∀δ, ∃x′, x′′，虽然 |x′ − x′′| < δ，但是 |f(x′) − f(x′′)| ≥ ϵ0。取 δ =

1,
1

2
, · · · , 1

n
, · · ·，∃x′n, x′′n，|x′n − x′′n| <

1

n
, |f(x′n)− f(x′′n)| ≥ ϵ0，这与条件矛盾。�

笔记证明不一致连续绝大多数情况都用上述定理。

� 练习 3.20连续但不一致连续的例子：(1)x2, (0,+∞) (2)sinx2, [0,+∞) (3)
x+ 2

x+ 1
sin

1

x
, (0, 1) (4)

1

x
, x ∈ (0, 1)

证明 (1)xn =
√
n, yn =

√
n+ 1, lim

n→∞
(xn − yn) = 0, lim

n→∞
[f(xn)− f(yn)] = −1

(2)取 xn =
√
2nπ, yn =

√
2nπ +

π

2

(3)取 xn =
1

2nπ
, yn =

1

2nπ + π
2

(4)取 xn =
1

n
, yn =

1

n+ 1

� 练习 3.21一致连续的证明 (1)证明 f(x) = cos
√
x在 [0,+∞)一致连续

(2)证明 f(x) =
√
x在 [0,+∞)一致连续

(3)证明 f(x) = sinx在 [0,+∞)一致连续

证明 (1)方法 1：不妨设 x1 > x2，则

|f(x1)− f(x2)| = | cos
√
x1 − cos

√
x2| = 2

∣∣∣∣sin √
x1 +

√
x2

2
sin

√
x1 −

√
x2

2

∣∣∣∣
≤ 2

∣∣∣∣sin √
x1 −

√
x2

2

∣∣∣∣ ≤ |
√
x1 −

√
x2| =

|x1 − x2|√
x1 +

√
x2

=
x1 − x2√

(x1 − x2) + x2 +
√
x2

≤ x1 − x2√
x1 − x2

=
√
x1 − x2

当 δ = ϵ2 时，|x1 − x2| < δ有 |f(x1)− f(x2)| < ϵ，因此一致连续
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3.5 一致连续

方法 2：(cos
√
x)′ = sin

√
x

1

2
√
x
在 [1,+∞)有界，而 [0, 1]用 Cantor定理，因此 Lip连续推出一致连续

(2)分段 +Lip连续

3.5.2 Cantor定理及其推广

定理 3.8 (Cantor定理)

♡
若 f(x)在闭区间 [a, b]连续，则其在 [a, b]上一致连续。

证明 反设在 [a, b]不一致连续，根据一致连续充要条件，∃ϵ0, ∃xn, yn满足 lim
n→∞

(xn−yn) = 0，但 |f(xn)−f(yn)| ≥
ϵ0。由于 xn有界，根据致密性定理可知 xn有收敛子列，设 lim

k→∞
xnk

= x0，从而 lim
k→∞

ynk
= lim

k→∞
[(ynk

− xnk
) +

xnk
] = x0，因此推出 ϵ0 ≤ lim

k→∞
|f(xnk

)− f(ynk
)| = |f(x0)− f(x0)| = 0(这一步用了连续条件)，矛盾。

�
笔记 Cantor定理的其他证明方式：

有限覆盖定理：∀ϵ, ∃δx0
, ∀x ∈ B(x0, δx0

)，有 |f(x)− f(x0)| < ϵ，取遍闭区间，有有限覆盖，上述 ϵ不变，

当取 δ = min{δx}时，即有 ∀a, b满足 |a− b| < δ都有 |f(a)− f(b)| < ϵ

闭区间套：f(x)在 [a, b]不一致连续，则一定在 [a,
a+ b

2
], [
a+ b

2
, b]中有一个区间中不一致连续，不断取

区间套，最后套住 ξ，由于 f 在 ξ 连续，∀ϵ, ∃δ, ∀x, |x − ξ| < δ 有 |f(ξ) − f(x)| < ϵ

2
，同理取 y，得到

|f(x)− f(y)| < ϵ，而存在 an, bn 满足 [an, bn] ⊆ [ξ − δ, ξ + δ]，这与不一致连续矛盾

单调有界定理：和闭区间套一种构造方式

定理 3.9 (开区间一致连续充要条件)

♡
f(x)在 (a, b)连续，则 f(x)在 (a, b)一致连续的充要条件是 lim

x→a+
f(x), lim

x→b−
f(x)存在 (有限)

证明 (1)左推右：根据 f(x)在 (a, b)一致连续，∀ϵ, ∃δ, ∀x′, x′′, |x′ − x′′| < δ，有 |f(x′)− f(x′′)| < ϵ。取 x′, x′′ ∈
(a, a+ δ)，显然 |f(x′)− f(x′′)| < ϵ，即右极限的 Cauchy准则，另一侧同理。

(2)右推左：补充定义两个端点，根据 Cantor定理可知。

� 练习 3.22开区间一致连续应用 (1)(东北师大)设 f(x)在 (a, b)上一致连续，证明 f(x)在 (a, b)上有界

证明 (1)由于一致连续，因此 f(x)在 a, b的分别存在右、左极限，补充定义为 F (x)，F (x)在 [a, b]上连续有界，

且 f(x)和 F (x)在 (a, b)相等，因此 f(x)在 (a, b)有界。

定理 3.10 (无穷区间一致连续)

♡
f(x)在 [a,+∞)连续， lim

x→+∞
f(x) = A(有限)，则 f(x)在 [a,+∞)一致连续

证明 由于 lim
x→+∞

f(x) = A，根据 Cauchy收敛准则，∀ϵ, ∃M, ∀x′, x′′ > M 有 |f(x′)− f(x′′)| < ϵ。根据 Cantor定

理，f(x)在 [a,M + 1]一致连续，对 ∀ϵ, ∃δ ∈ (0, 1)，只要 |x′ − x′′| < δ时，两点要么同时落在 [a,M + 1]，要么

同时落在 [M,+∞)，根据上面的命题可知一致连续。�
笔记 [a,+∞)一致连续并不代表无穷处 f(x)极限一定存在，只是一个充分条件，例如 f(x) = x极限不存在，但

一致连续。

� 练习 3.23开区间一致连续 证明：(1)x sin
1

x
在 (0, 1)一致连续 (2)sin

1

x
在 (0, 1)不一致连续

证明 (1)因为 lim
x→0

x sin
1

x
= 1，因此一致连续

(2)因为 lim
x→0

sin
1

x
不存在，故不一致连续。
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3.5 一致连续

3.5.3 Lip连续与一致连续

定理 3.11 (Lip连续与一致连续)

♡
f(x)在区间 I 上满足 Lip条件，则 f(x)在 I 上一致连续

证明 Lip条件即 ∀x′, x′′ 有 |f(x′)− f(x′′)| ≤ L|x′ − x′′|，取 ∀ϵ, δ = ϵ

L
即可。

推论 3.1 (导数有界一定一致连续)

♡
若 f ′(x)在 I 上有界，则根据 Lagrange中值定理可知 Lip连续，从而一致连续

推论 3.2 (导数在无穷处趋于无穷则不一致连续)

♡
若 lim

x→+∞
f ′(x) = ∞，则 f(x)在 [a,+∞)不一致连续

证明 根据 lim
x→+∞

|f ′(x)| = ∞可知 |x′ − x′′|控制不住导数的增长。
�
笔记注意上述两个推论都是充分条件。前者例如

√
x在 [0, 1]一致连续，其导数

1

2
√
x
却不有界。后者例如 x2在

无穷处导数趋于无穷，则一定不一致连续。

� 练习 3.24 基础练习 判断一致连续性：(1)sinx, x ∈ R (2)xk, x ∈ (1,+∞) (3)cos
√
x, x ∈ (1,+∞) (4)x lnx, x ∈

(0,+∞)

解 (1)一致连续，因为导数有界
(2)若 k ≤ 0，则 lim

x→∞
f(x)存在，补充定义 x = 1，根据 Cantor定理的无穷推广可知一致连续。若 0 < k ≤ 1，

则导数有界，因此一致连续。若 k > 1，因为导数在无穷处趋于无穷，则不一致连续

(3)导数有界，一致连续
(4)导数在无穷处趋于无穷，则不一致连续。

3.5.4 区间合并问题

定理 3.12 (一致连续区间合并定理)

♡

设区间 I1右端点为 c ∈ I1(闭)，I2左端点为 c ∈ I2(闭)，f(x)在 I1, I2均一致连续，则其在 I1 ∪ I2也一致
连续

证明 由于 f(x)在 I1, I2，对 ∀ϵ，存在公共 δ1，当 x′, x′′同时落于 I1或 I2时，若 |x′−x′′| < δ1，则 |f(x′)−f(x′′)| < ϵ。

若 x′, x′′ 分别落于 I1, I2 中，则 ∃δ2, |x′ − c| < δ2 时，|f(x′)− f(c)| < ϵ

2
且 |x′′ − c| < δ2 时 |f(x′′)− f(c)| < ϵ

2
，

取 δ = min{δ1, δ2}，得出 ∀x′, x′′ ∈ I1 ∪ I2，当 |x′ − x′′| < δ时 |f(x′)− f(x′′)| < ϵ�
笔记如果边界点为开区间点，则可以补上定义。

� 练习 3.25区间合并练习 (1)考虑 f(x) =
| sinx|
x
在 (−1, 0) ∪ (0, 1)上是否一致连续

证明 (1)由于 lim
x→0+

f(x) = 1, lim
x→0−

f(x) = −1， lim
x→1−

f(x), lim
x→−1+

f(x)显然存在，因此 f(x)在 (−1, 0), (0, 1)显然

一致连续。但是由于 0处左右极限不相同，取 xn单减趋于 0，yn单增趋于 0，则 |xn−yn| → 0，而 |f(xn)−f(yn)| →
2，因此不一致连续。
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3.6 一致连续的经典问题

3.5.5 四则运算、复合的一致连续性

定理 3.13 (四则运算的一致连续性)

♡

设 f(x), g(x)在区间 I 上一致连续，则

数乘、加减：∀k ∈ R，kf(x), f(x)± g(x)在 I 一致连续

乘法：I 为有限区间时，f(x)g(x)在 I 一致连续。I 为无穷区间时，f(x)g(x)在 I 不一定一致连续

除法：f(x) ̸= 0，
1

f(x)
,
g(x)

f(x)
不一定一致连续

证明 (1)直接三角不等式放缩
(2)|f(x′)g(x′)−f(x′′)g(x′′)| ≤ |f(x′)g′(x)−f(x′)g(x′′)|+|f(x′)g(x′′)−f(x′′)g(x′′)| ≤ |f(x′)||g(x′)−g(x′′)|+

|g(x′′)||f(x′)− f(x′′)| < 2Mϵ，因此若M 有限显然成立，M 不有限时不一定。

例题 3.1四则运算反例 (1)乘法：x在 (1,+∞)一致连续，但是 x2 在 (1,+∞)不一致连续 (2)倒数：x在 (0, 1)

一致连续，但是
1

x
在 (0, 1)不一致连续

� 练习 3.26四则运算练习 f(x)在 [a,+∞)连续，g(x)在 [a,+∞)一致连续， lim
x→∞

[f(x)− g(x)] = 0，证明:f(x)在
[a,+∞)上一致连续

证明 由于 f(x) − g(x)在无穷远处极限存在，其一致连续。g(x)一致连续，根据四则运算可知 f(x) = [f(x) −
g(x)] + g(x)一致连续。�
笔记上述练习本身也是一个重要的结论。

定理 3.14 (复合的一致连续性)

♡
f(x)在 I1 一致连续，g(x)在 I2 一致连续，f(x)值域在 I2 中，则 g(f(x))在 I1 一致连续

证明 根据定义套即可。外层取 ϵ, δ，内层取 δ, δ′。

� 练习 3.27复合一致连续性 设 f(x)在 [0,+∞)满足 Lip条件，α ∈ (0, 1)，证明：f(xα)在 [0,+∞)一致连续

证明 α ∈ (0, 1)时，xα 在 [0,+∞)一致连续，而 f 满足 Lip条件也一致连续，根据复合一致连续即可。

3.6 一致连续的经典问题
� 练习 3.28设 f(x)在 R上一致连续，证明 ∃a, b > 0使得 |f(x)| ≤ a|x|+ b

证明 由于 f(x)一致连续，对 ϵ = 1, ∃δ，当 |x′ − x′′| < δ时 |f(x′)− f(x′′)| ≤ 1，不妨设

|f(x)| ≤M,x ∈ [−δ, δ]

对 ∀x > δ, ∃nx 使得 x− nxδ = x0 ∈ [0, δ)，此时 nx =
x− x0
δ

≤ |x|
δ
，因此

|f(x)| ≤
n−1∑
k=0

|f(x− kδ)− f(x− (k + 1)δ)|+ |f(x− nxδ)| ≤ nx +M ≤ |x|
δ

+M

同理 ∀x < −δ也有 |f(x)| < |x|
δ

+M，综上，取 a =
1

δ
, b =M 即可。
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第 4章 一元微分学

4.1 导数与微分

4.1.1 导数概念与可导性

定义 4.1 (导数、左右导数)

♣
导数定义为 lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
，左右导数定义为 lim

x→x−
0

f(x)− f(x0)

x− x0
, lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0

�
笔记 f(x)在 x0 处可导当且仅当其在 x0 处左右导数存在且相等。

� 练习 4.1用定义求导函数 设 g(0) = g′(0) = 0，f(x)定义如下，求 f ′(0)

f(x) =

g(x) sin
1

x
, x ̸= 0

0, x = 0

解根据定义可知 f ′(0) = lim
∆x→0

f(∆x)− f(0)

∆x
= lim

∆x→0

g(∆x) sin 1
∆x

∆x
= lim

∆x→0

g(∆x)− g(0)

∆x− 0
sin

1

∆x
= 0

� 练习 4.2可导概念推广 (1)重点：f(x)在 x = 0连续， lim
x→0

f(2x)− f(x)

x
= A，证明 f ′(0)存在且 f ′(0) = A

(2)重点：若 lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0 −∆x)

∆x
，并不能推出 x0 处导数存在，例如 |x|。但反命题成立

证明 (1)根据极限存在可知 ∀ϵ, ∃δ, |x| < δ时 A− ϵ

2
<
f(2x)− f(x)

x
< A+

ϵ

2
，同理可以得到：

A− ϵ

2
<
f( x

2k−1 )− f( x
2k
)

x/2k
< A+

ϵ

2
⇒ 1

2k
(A− ϵ

2
) <

f( x
2k−1 )− f( x

2k
)

x
<

1

2k
(A+

ϵ

2
)

取 xk =
x

2k
，将 k = 1, 2, · · · , n全部相加得到 (1− 1

2n
)(A− ϵ

2
) <

f(x)− f(xn)

x
< (1− 1

2n
)(A+

ϵ

2
)，令 n→ ∞

得到 A− ϵ

2
<
f(x)− f(0)

x
< A+

ϵ

2
，因此 f ′(0)存在且等于 A。

� 练习 4.3Dirichlet函数的可微性 D(x)为 Dirichlet函数，判断
(1)f(x) = x2D(x)

(2)f(x) = xD(x)的可导性：

D(x) =

0, x为无理数

1, x为有理数

解 (1)先考察连续性：根据有理、无理数的稠密性，只有 x = 0处连续。考察可导性时根据定义不管沿着无理数

或有理数逼近，极限都为 0，因此可导

(2)在 x = 0连续，但不可导，因为沿着无理数逼近和沿着有理数逼近极限不一样。�
笔记不存在仅在一点可导且二阶可导的函数，原因在于二阶可导要求导数在一个小区间内存在。

� 练习 4.4Riemann函数的不可微性 重点：证明 Riemann函数 R(x)在 [0, 1]处处不可微。

R(x) =


1

q
, x =

p

q
(既约真分数)

0, x为无理数或 0,1

证明 (1)有理点：甚至不连续，因此一定不可微 (具体见函数连续一节)



4.1 导数与微分

(2) 无理数：设 x0 = 0.a1a2 · · · 为无理数，若无理序列逼近，
f(xn)− f(x0)

xn − x0
= 0 极限存在。有理序列逼

近，取 yn = 0.a1a2 · · · an−1an，R(yn) =
1

q
≥ 1

10n
，|yn − x0| ≤

1

10n
，从而 |R(yn)−R(x0)

yn − x0
| ≥ 1，这说明

lim
n→∞

R(yn)

yn − x0
̸= 0

�
笔记 Riemann函数性质总结：

在 (0, 1)每个点极限为 0(见函数极限)
在无理点连续，有理点间断

在 [0, 1]黎曼可积 (因为几乎处处连续)
在 [0, 1]处处不可微 (见上面例子)

� 练习 4.5 利用导数概念 f(x) 对 ∀x1, x2 ∈ R 有 f(x1 + x2) = f(x1)f(x2)，若 f ′(0) = 1，证明：∀x ∈ R 有
f ′(x) = f(x)

证明 f(x) = f(x) · f(0)，因此 f(x)[1− f(0)] = 0，要么 f(0) = 1，要么 f(x) ≡ 0，后者显然和 f ′(0) = 1矛盾，

因此 f(0) = 1。因此

f ′(x) = lim
∆x→0

f(x)[f(∆x)− 1]

∆x
= f(x) lim

∆x→0

f(∆x)− f(0)

∆x
= f(x) · f ′(0) = f(x)

4.1.2 微分的概念

定义 4.2 (可微)

♣

f(x)在 x0邻域 U(x0)中有定义，且增量可写为 f(x0 +∆x)− f(x0) = A∆x+ o(∆x)，此时称 f(x)在 x0

可微，记

dx := ∆x, dy := A∆x = f ′(x0)dx

� 练习 4.6可导性与可微性 证明：f(x)在 x0 可导当且仅当 f(x)在 x0 邻域可写为 f(x) = f(x0) + φ(x)(x − x0)，

其中 φ(x)在 x0 处连续

证明 (1)右推左：根据 lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x0

φ(x) = φ(x0)即可

(2)左推右：构造 φ(x) =


f(x)− f(x0)

x− x0
, x ̸= x0

f(x0)

4.1.3 常用的导数公式

三角 (tanx)′ = sec2 x (cotx)′ = − csc2 x

(secx)′ = secx tanx (cscx)′ = − cscx cotx

(sinx)(n) = sin
(
x+

nπ

2

)
(cosx)(n) = cos

(
x+

nπ

2

)
反三角 (arcsinx)′ =

1√
1− x2

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

(arctanx)′ =
1

1 + x2
(arccotx)′ = − 1

1 + x2

对数三角 (ln | cosx|)′ = − tanx (ln | sinx|)′ = cotx

(ln | secx+ tanx|)′ = secx (ln | cscx− cotx|)′ = cscx

对数根式 (ln(x+
√
x2 + a2))′ =

1√
x2 + a2

(ln(x−
√
x2 + a2))′ = − 1√

x2 + a2

(ln(x+
√
x2 − a2))′ =

1√
x2 − a2

(ln(x−
√
x2 − a2))′ = − 1√

x2 − a2
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4.1 导数与微分

4.1.4 隐函数、反函数求导

定理 4.1 (隐函数求导)

♡等式两侧同时对同一个自变量求导。

定理 4.2 (反函数求导)

♡

y = y(x)的反函数为 x = x(y(x))，则

y′(x) =
1

x′(y)

证明 若 x = g(y)，对 x求导得到 1 =
dg

dy
· dy
dx
，因此得到

dy

dx
=

1

g′(y)�
笔记一般都不是直接用结论，而是取 x = g(y)后两侧对 x求导进行计算的。

� 练习 4.7具体反函数求导练习 求 (1)arcsinx(2)arccosx(3)arctanx的导数
解 (1)y = arcsinx，因此 x = sin y，两侧求导 1 = cos y · y′，因此 y′ =

1

cos y
=

1√
1− x2

，这里 cos y是通过画直

角三角形，三条边分别为 x,
√
1− x2, 1得到的。

� 练习 4.8反函数高阶求导 y = f(x)有三阶导数，y′ = f ′(x) ̸= 0，若 f(x)有反函数 x = f−1(y)，证明：

(f−1)′(y) =
1

y′
, (f−1)′′(y) = − y′′

(y′)3
, (f−1)′′′(y) =

3(y′′)2 − y′y′′′

(y′)5

证明 建议采用隐函数求导。根据 y = f(x)，两侧对 y 求导得到 1 = f ′(x)x′，因此得到 x′ =
1

f ′(x)
=

1

y′
。

0 = f ′′(x)(x′)2 + f ′(x)x′′，因此推出 x′′ = − y′′

(y′)3�
笔记这种题目一定要搞清楚导数的一撇代表的意思。例如 y′ =

dy

dx
，而 x′ =

dx

dy
，两者的求导对象不同。

定理 4.3 (指数求导)

♡

对于 y = u(x)v(x)，取对数得到 ln y = v(x) lnu(x)，两侧求导可以得到

y′

y
= v′(x) lnu(x) + v(x)

u′(x)

u(x)
⇒ y′ = u(x)v(x)[v(x) lnu(x) + v(x)

u′(x)

u(x)
]

� 练习 4.9指数求导练习 求导：(1)x
1
x (2)xx(3)xx

x

解 (1)ln f(x) =
lnx

x
，因此

f ′(x)

f(x)
=

1− lnx

x2
，得出 f ′(x) = x

1
x
1− lnx

x2

� 练习 4.10多项式连乘求导 p(x) = (x− x1)
k1 · · · (x− xs)

ks，k1 + · · ·+ ks = n，证明：

(1)x ̸= xi 时，p
′(x) = p(x)

s∑
i=1

ki
x− xi

(2)∀x ∈ R，[p′(x)]2 ≥ p(x)p′′(x)

解注意多项式连乘形式上两侧取对数后求导可以得到正确的结果，但是如果多项式为负，则取对数没有意义！因

此一般不能两侧求导

(1)p′(x) = p(x)(
k1

x− x1
+ · · ·+ k2

x− xs
) = p(x)

s∑
i=1

ki
x− xi

(2)根据 p′′(x)表达式，两侧同乘 p(x)可得
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4.1 导数与微分

4.1.5 高阶导数

(sinx)(n) = sin(x+
nπ

2
) (cosx)(n) = cos(x+

nπ

2
)

[(1 + x)α]
(n)

= α(α− 1) · · · (α− n+ 1)(1 + x)α−n

(lnx)(n) =
(−1)n−1(n− 1)!

xn
[ln(1 + x)](n) =

(−1)n−1(n− 1)!

(1 + x)n
[ln(1− x)](n) =

(n− 1)!

(1− x)n

(
1

x
)(n) =

(−1)nn!

xn+1
(

1

1 + x
)(n) =

(−1)nn!

(1 + x)n+1
(

1

1− x
)(n) =

n!

(1− x)n+1

� 练习 4.11三角函数与高阶导数 求 n阶导数：

(1)y = sin6 x+ cos6 x

(2)y = sin ax cos bx

解 (1)这种形式在高阶导数、不定积分等中很常见！先用立方和公式：

sin6 x+ cos6 x = sin4 x− sin2 x cos2 x+ cos4 x = (sin2 x+ cos2 x)2 − 3 sin2 x cos2 x

= 1− 3

4
sin2 2x = 1− 3

4

(
1− cos 4x

2

)
=

5

8
+

3

8
cos 4x

因此 y(n) =
3 · 4n

8
cos(4x+

nπ

2
)

(2)积化和差即可

� 练习 4.12反三角函数高阶导数 (1)重点：f(x) = arctan x，求 f (n)(0)

(2)重点：g(x) = arcsin x，求 g(n)(0)

证明 (1)f ′(x) =
1

1 + x2
，根据 Taylor展开可知

f ′(x) =
1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − · · ·+ (−1)mx2m + · · ·

因此 f(x) = x− x3

3
+
x5

5
− · · ·+ (−1)m

2m+ 1
x2m+1 + · · ·，根据系数可知 f (2m)(x) = 0, f (2m+1) = (−1)m(2m)!

(2)g′(x) =
1√

1− x2
，根据 Taylor展开得到 ((1− x)α 的展开式)：

g′(x) = (1− x2)−
1
2 = 1 +

∞∑
m=1

(− 1
2 )(−

3
2 ) · · · (−

1
2 −m+ 1)

m!
(−x2)m = 1 +

∞∑
m=1

(2m− 1)!!

(2m)!!
x2m

得到 g(x) = x+

∞∑
m=1

(2m− 1)!!

(2m)!!(2m+ 1)
x2m+1，因此得到 g(2m)(0) = 0, g(2m+1) =

(2m− 1)!!

(2m)!!
(2m+ 1)!

定理 4.4 (Leibniz公式)

♡

f(x), g(x)为 n阶可导函数，则 f(x)g(x)也 n阶可导，且 [f(x)g(x)](n) =

n∑
k=0

(
n
k

)
f (n−k)(x)g(k)(x)

� 练习 4.13Leibniz公式练习 求 n阶导数：(1)y =
2x

1− x2
(2)y = xn lnx (3)y = eax sinx

4.1.6 使用导数证明恒等式

� 练习 4.14使用导数构造 求 (1)I1 = 1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ nxn−1

(2)I2 = 12 + 22x+ 32x2 + · · ·+ n2xn−1

(3)推论：12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
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4.2 微分中值定理

解 (1)由于 x+ x2 + · · ·+ xn =
x− xn+1

1− x
，两边求导 I1 =

nxn+1 − (n+ 1)xn + 1

(x− 1)2

(2) 根据 (1) 可知 1 + 2x + 3x2 + · · · + nxn−1 =
nxn+1 − (n+ 1)xn + 1

(x− 1)2
，同时乘 x 再求导即可得到结果

n2xn+2 − (2n2 + 2n− 1)xn+1 + (n+ 1)2xn − x− 1

(x− 1)3

(3)为 (2)的推论

4.2 微分中值定理

4.2.1 三大中值定理

定理 4.5 (费马定理)

♡
若 x0 为 f(x)极值点，且 f ′(x0)存在，则 f ′(x0) = 0

证明 不妨设 x0 为极小值点，先看右导数 f ′(x0) = f ′+(x0) = lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0
≥ 0，同理看左导数 f ′(x0) =

f ′−(x0) = lim
x→x−

0

f(x)− f(x0)

x− x0
≤ 0，由于导数存在，则左右导数相等，故导数 f ′(x0)只能为 0

定理 4.6 (Rolle中值定理)

♡

若 f(x)在 [a, b]连续，在 (a, b)可导，f(a) = f(b)，则 ∃ξ ∈ (a, b)使得：

f ′(ξ) = 0

证明 设M,m是 f(x)在 [a, b]最大、最小值。若M = m，则 f(x) = c。若m < M，则 f(x)在 (a, b)至少有个

最值点 (最大 or最小)，则内部的最值点是极值点，因此由费马定理可知结论成立。�
笔记广义的 Rolle中值定理：开区间或无穷区间 (a, b)，若 f(x)在 x→ a+, b−存在且相等，则 Rolle中值定理结
论成立。

推论 4.1 (研究导函数零点情况)

♡
f(x)在区间 I 上 k阶可导，若 f(x)在 I 上有 n+ 1个互异的实根，则 f (k)(x)有 n− k个互异实根。

� 练习 4.15广义 Rolle的应用 f(x)可微，且有 0 ≤ f(x) ≤ ln(
2x+ 1

x+
√
1 + x2

)，证明：∃ξ ∈ (0,+∞)使得 f ′(ξ) =

2

2ξ + 1
− 1√

1 + ξ2

证明 取 F (x) = f(x)− ln
2x+ 1

x+
√
1 + x2

，根据 F (0) = F (+∞) = 0和广义 Rolle可知结论成立。

定理 4.7 (Lagrange中值定理)

♡

f(x)在 [a, b]连续，(a, b)可导，则 ∃ξ ∈ (a, b)使得

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a

证明 通过积分法构造 F (x) = f(x) − f(b)− f(a)

b− a
x，则 F (b) − F (a) = [f(b) − f(a)] − f(b)− f(a)

b− a
(b − a) = 0，

因此 F (b) = F (a)，根据 Rolle中值定理可知结论成立。

� 练习 4.16Lagrange中值定理基本应用 (1)设 f(x)在 [a, b]连续，(a, b)可导，证明：∃ξ ∈ (a, b)使得
bf(b)− af(a)

b− a
=

f(ξ) + ξf ′(ξ)
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4.2 微分中值定理

(2) 设 f(x) 在 [a, b] 连续，(a, b) 可导，f(b) ̸= f(a)，证明：若 f(x) 非线性函数，则 ∃ξ, η ∈ (a, b) 使得

f ′(ξ) <
f(b)− f(a)

b− a
< f ′(η)

证明 (1)取 F (x) = xf(x)即可，用 Lagrange中值定理

(2)只说明左侧：要证明 f ′(ξ) <
f(b)− f(a)

b− a
，反设不成立，即 ∀x有 f ′(x) ≥ f(b)− f(a)

b− a
，可构造 F (x) =

f(x)− f(b)− f(a)

b− a
x，且 F ′(x) ≥ 0，而 F (a) = F (b) = 0这说明 F ′(x) = c，这与 f(x)非线性矛盾。

定理 4.8 (Cauchy中值定理)

♡

f, g满足 [a, b]连续，(a, b)可导，f ′(x), g′(x)不同时为 0，g(a) ̸= g(b)，则 ∃ξ ∈ (a, b)使得

f ′(ξ)

g′(ξ)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)

证明 考虑
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(ξ) = f ′(ξ)，采用积分法构造辅助函数，F (x) = f(x)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g(x)，F (b)−F (a) =

[f(b)− f(a)]− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
[g(b)− g(a)] = 0，因此 F (a) = F (b)，根据 Rolle中值定理可知结论成立。

�
笔记一般而言条件都是 g′(x) ̸= 0，g′(x)与 f ′(x)不同时为零相对更广泛一点，避开了特殊的情况。

� 练习 4.17Cauchy中值定理基本应用 (1)重点：设 f(x)在 [a, b]连续，(a, b)可导，ab > 0，证明 ∃ξ ∈ (a, b)使得
af(b)− bf(a)

a− b
= f(ξ)− ξf ′(ξ)

(2)实例：0 < a < b <∞，证明 ∃θ ∈ (a, b)使得 aeb − bea = (1− θ)eθ(a− b)

证明 (1)由于左侧有交叉项，考虑分子分母同除以 ab，凑 Cauchy中值定理形式即
( f(x)x )′

( 1x )
′ 在 ξ 处取值，因此即

证明：
f(b)
b − f(a)

a
1
b − 1

a

=
( f(x)x )′

( 1x )
′

根据 Cauchy中值定理即可证明。

(2)等价于
eb

b − ea

a
1
b − 1

a

= eθ − θeθ

4.2.2 中值问题：构造辅助函数

定理 4.9 (直接积分法)

♡
要构造 f ′(ξ) = g(ξ)，则构造 F (x) = f(x)−

ˆ x

0

g(t)dt即可

定理 4.10 (常用中值定理辅助函数)

看到 f ′(ξ)+ f(ξ)g(ξ)，需要构造 f(x)e
´
g(x)dx，因为 [f(x)e

´
g(x)dx]′ = [f ′(x)+ f(x)g(x)]e

´
g(x)dx，具体有

下面这些技巧：

mf(ξ) + nf ′(ξ)：f(x)e
m
n x

mf(ξ) + nξf ′(ξ)：xmfn(x)(注意不是 x
m
n f(x)！)

mf(ξ)−nξf ′(ξ)：f
n(x)

xm
或者

xm

fn(x)
，但此时一般要配上 g(x) =

1

xm
，用 Cauchy中值定理消去分母[

fn(x)

xm

]
=
fn−1(x)

xm+1
[nxf ′(x)−mf(x)],

[
xm

fn(x)

]′
=

xm−1

fn+1(x)
[mf(x)− nxf ′(x)]

nf ′(ξ)f(1− ξ)−mf(ξ)f ′(1− ξ)：fn(x)fm(1− x)
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♡

mf ′(x)g(x) + nf(x)g′(x)：fm(x)gn(x)

mf ′(x)g(x)− nf(x)g′(x)：
fm(x)

gn(x)[
fm(x)

gn(x)

]′
=
fm−1(x)

gn+1(x)
[mf ′(x)g(x)− nf(x)g′(x)]

f(ξ)g′′(ξ)− g(ξ)f ′′(ξ)：f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

�
笔记主要看高阶导数项的系数是啥，是常数的话肯定是 eaxf(x)，是 ξ 的话是 xaf(x)，是 −ξ 的话是 f(x)

xa
，是

(1− ξ)的话是 (1− x)af(x)

� 练习 4.18行列式求导 f(x), g(x), h(x)在 [a, b]连续，(a, b)可导，证明：∃ξ ∈ (a, b)下面等式成立。若 h(x) = 1

则为 Cauchy中值定理，若 h(x) = 1, g(x) = x则为 Lagrange中值定理。∣∣∣∣∣∣∣∣
f(a) g(a) h(a)

f(b) g(b) h(b)

f ′(ξ) g′(ξ) h′(ξ)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

证明 构造下面的 F (x)，注意到 F (a) = F (b) = 0以及行列式求导即对一行求导即可。

F (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f(a) g(a) h(a)

f(b) g(b) h(b)

f(x) g(x) h(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
� 练习 4.19直接积分法 (1)重点：f(x)在 [1, 2]连续，(1, 2)可微，证明 ∃ξ ∈ (1, 2)使得 f(2)− f(1) =

1

2
ξ2f ′(ξ)

(2)重点：f(x)在 [a, b]连续，(a, b)可导，∃ξ ∈ (a, b)使得 2ξ[f(b)− f(a)] = (b2 − a2)f ′(ξ)

证明 (1)由于只有单项，只需要直接用积分法：所求等价于 f ′(ξ) =
2

ξ2
[f(2)−f(1)]，构造 F (x) = f(x)+

2

x
[f(2)−

f(1)]，此时 F (1) = F (2) = 2f(2)− f(1)，因此根据 Rolle中值定理可知 ∃ξ ∈ (1, 2), F ′(ξ) = 0

(2)直接用积分法：F (x) = (b2 − a2)f(x)− x2[f(b)− f(a)]，根据 F (b) = F (a)以及 Rolle中值定理可知。

� 练习 4.20简单的辅助函数法 (1)f(x)在 [a, b]连续，(a, b)可导，f(a) < 0, f(b) < 0，∃c ∈ (a, b)使得 f(c) > 0，

证明：ξ ∈ (a, b)使得 f(ξ) + f ′(ξ) = 0

(2)重点：f(x)在 [a, b]上 n阶连续可微，在 (a, b)上存在 n + 1阶导数，f (k)(a) = f (k)(b), k = 0, 1, · · · , n，
证明：∃ξ ∈ (a, b)使得 f(ξ) = f (n+1)(ξ)

(3) 重点：f(x) 在 [0, 1] 连续，(0, 1) 可导，f(0) = f(1) = 0, f(
1

2
) = 1，证明：∀λ > 0, ∃ξ ∈ (0, 1) 使得

f ′(ξ)− λ[f(ξ)− ξ] = 1

(4)重点：f(x)在 [0, 1]可微，f(0) = 0，对 ∀x ∈ (0, 1), f(x) ̸= 0，证明：∀n, ∃ξ ∈ (0, 1)使得 n
f ′(ξ)

f(ξ)
=
f ′(1− ξ)

f(1− ξ)
证明 (1)构造 F (x) = exf(x)，则 F (a) < 0, F (b) < 0, F (c) > 0，根据连续函数零点存在定理可知有两个零点，

再根据 Rolle中值定理可知。
(2)构造 F (x) = [f(x) + f ′(x) + · · ·+ f (n)(x)]e−x，F (a) = F (b) = 0，根据 F ′(ξ) = 0可以得到结论

(3)考虑配为 [f ′(ξ)−1]−λ[f(ξ)−ξ] = 0，故构造 F (x) = [f(x)−x]e−λx，此时 F (0) = 0, F (
1

2
) > 0, F (1) < 0，

在 [
1

2
, 1]中 F (x)有一个零点，根据 Rolle可知。
(4)即 nf ′(ξ)f(1− ξ)− f(ξ)f ′(1− ξ) = 0，因此构造 F (x) = fn(x)f(1− x)

� 练习 4.21进阶难度的辅助函数法 (1)(上交 2021)f(x)在 [a, c]可导，f ′−(c) = 0，证明：∃ξ ∈ (a, c)使得 f ′(ξ) =

2(f(ξ)− f(a))

(2)f(x)在 [0, 1]二阶可导，f(0) = f(1)，证明：∃ξ ∈ (0, 1)，使得 f ′′(ξ) =
3f ′(ξ)

1− ξ
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证明 (1)首先显然最终等式可写为 [f(x)−f(a)]′−2(f(x)−f(a)) = 0，因此构造F (x) = (f(x)−f(a))e−2x，F ′(x) =

[f ′(x)−2(f(x)−f(a))]e−2x，显然 F (a) = 0，但另一侧信息不足。根据条件可知 F ′
−(c) = −2[f(c)−f(a)]e−2c，下

面对 F (c)情况进行讨论。(a)若 F (c) = 0则显然成立 (b)若 F (c) ̸= 0，不妨设 F (c) > 0，根据 F (c) = −2F ′
−(c)(根

据表达式)可看出 F ′
−(c) < 0，根据 Lagrange中值定理：

0 < F (c) = F (c)− F (a) = F ′(η)(c− a) ⇒ F ′(η) > 0

根据导数介值性定理可知结论成立。

(2)等价于 (1− ξ)f ′′(ξ)− 3f ′(ξ) = 0，因此构造 F (x) = (1− x)3f ′(x)，根据 f(0) = f(1) = 0，根据 Rolle可
知 ∃η使得 f ′(η) = 0，因此 F (η) = 0，再根据 F (1) = 0可知 ∃ξ使得 F ′(ξ) = 0

4.2.3 带积分的微分中值问题

由于变限积分

ˆ x

a

f(t)dt的导数为 f(x)，该性质常常会应用于微分中值定理。

� 练习 4.22 基础问题 (1) 重点：f(x) 在 [0, 1] 连续，(0, 1) 可导，

ˆ 1

0

xf(x)dx = f(1)，证明：∃ξ ∈ (0, 1) 使得

f ′(ξ) = −f(ξ)
ξ

(2)ZJU2021：f(x)在 R连续，g(x) = f(x)

ˆ x

0

f(t)dt单减，证明 f(x)恒为 0

(3)重点：f(x)是 (0, 1)上连续函数，证明：∃c ∈ (0, 1)使得

ˆ c

0

f(x)dx = (1− c)f(c)

证明 (1)所证形式即 ξf ′(ξ) + f(ξ) = 0，因此 F (x) = xf(x)，根据积分第一中值定理可知ˆ 1

0

xf(x)dx = ηf(η) · 1 = F (η) = f(1)

而 F (1) = f(1)，因此根据 Rolle中值定理可知。

(2)F (x) =
1

2
(

ˆ x

0

f(t)dt)2，根据条件 F ′(x)单减，F ′(0) = 0，根据 F (0) = 0得出 F (x) ≤ 0，但 F (x) ≥ 0，

因此 F (x)恒为 0，推出 f(x)恒为 0。

(3)所求即
ˆ c

0

f(x)dx− (1− c)f(c) = 0，构造 F (x) = (1−x)

ˆ x

0

f(t)dt，显然 F (0) = F (1) = 0，根据 Rolle

可知。

� 练习 4.23进阶问题 f(x)在 [0, 2]可导，(0, 2)上三阶可导，f(0) = f ′(0) = 0,

ˆ 2

0

f(x)dx = 8

ˆ 1

0

f(x)dx，证明：

∃ξ ∈ (0, 2)使得 f ′′′(ξ) = 0

证明 构造 F (x) =

ˆ 2x

0

f(t)dt − 8

ˆ x

0

f(t)dt，得到 F (0) = F (1) = 0，故 ∃ξ1, F ′(ξ1) = 0，根据 F ′(x) =

2f(2x)−8f(x)，因此 F ′(0) = 0，得到 ∃ξ2使得 F ′′(ξ2) = 0。再根据 F ′′(x) = 4f ′(2x)−8f ′(x)，F ′′(0) = 0，得到

∃ξ3 使得 F ′′′(ξ3) = 0. 而 F ′′′(x) = 8f ′′(2x)− 8f ′′(x)，代入 ξ3 得到 f ′′(2ξ3) = f ′′(ξ3)，因此 ∃ξ使得 f ′′′(ξ) = 0

4.2.4 多个中值点的中值问题

� 练习 4.24经典两个中值点的问题 设 f(x)在 [0, 1]连续，(0, 1)可导，f(0) = 0, f(1) = 1，证明：

(1)∃ξ ∈ (0, 1)使得 f(ξ) = 1− ξ

(2)存在互异的 η1, η2 ∈ (0, 1)使得 f ′(η1)f
′(η2) = 1

(3)存在互异的 η1, η2 ∈ (0, 1)使得 f ′(η1)(f
′(η2) + 1) = 2

证明 (1)构造 F (x) = f(x)− 1 + x，则 F (0) = −1, F (1) = 1，根据连续零点存在定理可得

(2)对 (1)中的 ξ，在 [0, ξ], [ξ, 1]上用 Lagrange中值定理，得到 η1, η2 满足

f ′(η1) =
f(ξ)− 0

ξ
=

1− ξ

ξ
, f ′(η2) =

f(1)− f(ξ)

1− ξ
=

ξ

1− ξ

因此 f ′(η1)f
′(η2) = 1
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(3)提示：先找 ξ满足 f(ξ) = 2(1− ξ)，再用两次 Lagrange中值定理。

4.2.5 中值等式问题

中值等式问题本质很像多项式插值中 Cauchy常数的构造方法，根据目标等式的形式，将某个常数换成 x，以

此得出辅助函数在某些位置相等或等于 0。

� 练习 4.25利用等式构造辅助函数 (1)重点：f(x)在 [a, b]二阶可导，f(a) = f(b) = 0，证明对 ∀x ∈ (a, b)，都存

在 ξ ∈ (a, b)，使得 f(x) =
f ′′(ξ)

2
(x− a)(x− b)

(2)变形：f(x)在 [a, b]二阶可导，a < c < b，证明 ∃ξ ∈ (a, b)使得

f(b)− f(a)

b− a
− f(c)− f(a)

c− a
=

1

2
f ′′(ξ)(b− c)

证明 (1)固定 x，记常数 k =
2f(x)

(x− a)(x− b)
，构造 F (t) = f(t)− k

2
(t− a)(t− b)，满足 F (x) = F (a) = F (b) = 0，

∃ξ1 ∈ (a, x), ξ2 ∈ (x, b) 使得 F ′(ξ1) = F ′(ξ2) = 0，根据 Rolle 定理可知 ∃ξ ∈ (ξ1, ξ2) 满足 F ′′(ξ) = 0，因此

f ′′(ξ) = k，结论成立。

(2)构造常数 k =
(c− a)[f(b)− f(a)]− (b− a)[f(c)− f(a)]

1
2 (b− c)(b− a)(c− a)

，辅助函数将 c用 x代替

F (x) = (x− a)[f(b)− f(a)]− (b− a)[f(x)− f(a)]− k

2
(b− x)(b− a)(x− a)

得到 F (a) = F (b) = F (c) = 0，因此根据两次 Rolle得到 F ′′(ξ) = 0，从而得到结论。

� 练习 4.26另外几道经典题 (1)f(x)在 [a, b]三阶可导，证明 ∃ξ ∈ (a, b)使得

f(b) = f(a) +
1

2
(b− a)[f ′(a) + f ′(b)]− 1

12
(b− a)3f ′′′(ξ)

(2)配合拉格朗日插值或拉格朗日余项的 Taylor展开：f(x)在 [a, b]二阶可导，证明 ∃ξ ∈ (a, b)使得

f(b)− 2f(
a+ b

2
) + f(a) =

1

4
(b− a)2f ′′(ξ)

(3)需配合 Taylor展开：f(x)在 [a, b]上二阶可导，证明 ∃ξ ∈ (a, b)，使得ˆ b

a

f(x)dx = (b− a)f

(
a+ b

2

)
+

1

24
(b− a)3f ′′(ξ)

证明 (3)设 k =

´ b
a
f(x)dx− (b− a)f

(
a+b
2

)
1
24 (b− a)3

，构造

F (x) =

ˆ x

a

f(t)dt− (x− a)f

(
x+ a

2

)
+

1

24
(x− a)3k

F (a) = F (b) = 0，根据 Rolle得到 ∃η ∈ (a, b)使得 F ′(η) = 0，即

f(η)− f

(
a+ η

2

)
− f ′

(
a+ η

2

)
η − a

2
− k

8
(η − a)2 = 0

而根据 η在
a+ η

2
的 Taylor展开，∃ξ ∈

(
a+ η

2
, η

)
f(η) = f

(
a+ η

2

)
+ f ′

(
a+ η

2

)
η − a

2
+
f ′′(ξ)

2

(
η − a

2

)2

因此对比得到 k = f ′′(ξ)

4.2.6 中值不等式

� 练习 4.27基于 Taylor展开 (1)f(x)在 [a, b]二阶可导，|f(x)| ≤ A, |f ′′(x)| ≤ B，证明 |f ′(x)| ≤ 2A

b− a
+
B

2
(b− a)

(3)特例 1：区间 [0, 2]，|f(x)| ≤ 1, |f ′′(x)| ≤ 2证明 |f ′(x)| ≤ 3
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(4)特例 2：区间 [0, 1]，|f(x)| ≤ A, |f ′′(x)| ≤ B，证明 |f ′(x)| ≤ 2A+
1

2
B

(5)推论：将 |f(x)| ≤ A的条件改为 f(a) = f(b)，则得到 |f ′(x)| ≤ B

2
(b− a)

(6)推论特例 1：f(x)在 [0, 1]二阶可导，f(0) = f(1) = f(
1

2
) = 0，|f ′′(x)| ≤M，证明 |f ′(x)| ≤ M

2
证明 注意这里是已知点在 x处展开，并使用 Lagrange余项！不要写成 x在 a, b展开，或用 Peano余项。

(1)根据 Taylor展开得到 ∃ξ ∈ (a, x), η ∈ (x, b)使得
f(a) = f(x) + f ′(x)(a− x) +

f ′′(ξ)

2
(a− x)2

f(b) = f(x) + f ′(x)(b− x) +
f ′′(η)

2
(b− x)2

两式相减得到 f(b)− f(a) = f ′(x)(b− a) +
f ′′(η)

2
(b− x)2 − f ′′(ξ)

2
(a− x)2，结合 A,B 得到

|f ′(x)| ≤ 2A

b− a
+

B

2(b− a)
[(a− x)2 + (b− x)2]

而 (a− x)2 + (b− x)2 < (b− a)2(用二次函数最值)，因此得到 |f ′(x)| < 2A

b− a
+
B

2
(b− a)

(5)由于 f(b)− f(a) = f ′(x)(b− a) +
f ′′(η)

2
(b− x)2 − f ′′(ξ)

2
(a− x)2 = 0，因此 f(x)项被消除，后面同理。

� 练习 4.28几道经典配凑放缩 (1)f(x)在 [a, b]连续，(a, b)可导，f(a) = f(b), |f ′(x)| ≤ 1，证明：∀x1, x2 满足

|f(x1)− f(x2)| ≤
b− a

2
证明 (1)首先根据 Lagrange中值定理得到 |f(x1)− f(x2)| ≤ x2 − x1，再根据

|f(x1)− f(x2)| = |f(x1)− f(a) + f(b)− f(x2)| ≤ (x1 − a) + (b− x2)

因此相加得到 |f(x1)− f(x2)| ≤
b− a

2

4.2.7 导数极限定理与导数介值定理

定理 4.11 (导数介值定理：达布定理)

♡
f(x)在 [a, b]可导，f ′+(a) ̸= f ′−(b)，k介于 f ′+(a), f

′
−(b)之间，则 ∃ξ ∈ (a, b)使得 f ′(ξ) = k

证明 构造 F (x) = f(x)− kx，则 F ′(x) = f ′(x)− k，由于 k介于 f ′+(a), f
′
−(b)之间，因此 F ′

+(a)F
′
−(b) < 0，不

妨设 F ′
+(a) > 0, F ′

−(b) < 0，则

lim
x→a+

F (x)− F (a)

x− a
> 0, lim

x→a−

F (x)− F (b)

x− b
< 0

根据极限保号性得到 ∃x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2使得
F (x1)− F (a)

x1 − a
> 0,

F (x2)− F (b)

x2 − b
< 0，即F (x1) > F (a), F (x2) >

F (b)，由于 F (x)连续，存在 ξ ∈ [a, b]使得 F (ξ)最大值，根据费马定理得到 F ′(ξ) = 0，即 f ′(ξ) = k�
笔记导数介值定理在 ZJU2020中出现过
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4.3 洛必达法则与 Taylor公式

4.3.1 洛必达法则

定理 4.12 (洛必达法则)

♡

f, g满足 (1) lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0或者 lim
x→x0

g(x) = ∞ (2)x0 空心邻域中 f ′(x), g′(x)有定义 (非常重

要的条件！)则

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)

�
笔记 x0 空心邻域中 f(x), g(x)有定义且可导条件非常重要！

� 练习 4.29空心邻域中没定义则只能用定义 已知 g(0) = g′(0) = 0, g′′(0) = 3，求 f ′(0)

f(x) =


g(x)

x
, x ̸= 0

0, x = 0

证明 可以直接用 Peano余项的 Taylor展开。但这里展现其证明过程，先代入并用一次洛必达，

lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

g(x)

x2
= lim

x→0

g′(x)

2x

注意后面不能继续用洛必达了，原因在于 g′(x)在 x0空心邻域中不一定有定义，极限 lim
x→0

g′′(x)没有意义。因此

需要用导数定义： lim
x→0

g′(x)− g′(0)

2x
=

1

2
lim
x→0

g′′(x) =
3

2�
笔记该证明过程是 Peano余项的 Taylor公式的证明思路，极度重要，保证最后一次不能用洛必达法则。

4.3.2 Taylor公式

定理 4.13 (Peano余项 Taylor公式)

♡

若 f 在 x0 存在直至 n阶导数 (只需要单点导数，比 Lagrange要求低很多)，则

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + o((x− x0)
n)

证明 设 Tn(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n，Rn(x) = f(x)− Tn(x)，Qn(x) = (x− x0)
n，

先做 n− 1次洛必达，再用一次导数定义可以得到：

lim
x→x0

Rn(x)

Qn(x)
= lim

x→x0

R
(n−1)
n (x)

Q
(n−1)
n (x)

=
1

n!
lim

x→x0

[
f (n−1)(x)− f (n−1)(x0)

x− x0
− f (n)(x0)

]
= 0

定理 4.14 (Lagrange余项 Taylor公式)

♡

若 f 在 [a, b]存在直至 n+ 1阶导数，且在 (a, b)满足 n阶连续可导 (条件比 Peano强得多)，则

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

证明 设 Tn(x) = f(x0)+ f ′(x0)(x− x0)+ · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n，构造 F (t) = f(t)−Tn(t), G(t) = (x− t)n+1，

即证明
F (x0)

G(x0)
=
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
，因为 F (x) = G(x) = 0，F ′(t) = −f

(n+1)(t)

n!
(x− t)n, G′(t) = −(n+ 1)(x− t)n，因

此根据 Cauchy中值定理可知
F (x0)

G(x0)
=
F (x0)− F (x)

G(x0)−G(x)
=
F ′(ξ)

G′(ξ)
=
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
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4.4 凸函数

4.4 凸函数

4.4.1 函数的凹凸性

定义 4.3 (凸函数)

♣

f 是区间 I 上的函数，若对 ∀x1, x2 ∈ I 和 ∀λ ∈ (0, 1)满足以下条件，则称 f(x)为凸函数

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2)

引理 4.1 (定比分点公式)

♡

对于一点 x ∈ [x1, x2]，则 x可由其与 x1, x2 的距离唯一表出：

x =
x2 − x

x2 − x1
x1 +

x− x1
x2 − x1

x2

记忆方式：首先保证分子都是正的，而且 x1 对应的权重是 x到 x2 的距离

定理 4.15 (凸函数的等价条件)

♡

f 是 I 上的凸函数与下面条件等价：

一阶可导最常用：∀x0 ∈ I，有 f(x) ≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0)。

若不可导，上述命题等价于：f(x) ≥ f(x0) + k(x− x0)

若 f(x)可导，则等价于 f ′(x)单增

二阶可导：若 f(x)二阶可导，则等价于 f ′′(x) ≥ 0

� 练习 4.30 不二阶可导凸性质的应用 (1) 重点：函数 f(x) 满足 f(0) = 0，f ′(x) 单增，证明：F (x) =
f(x)

x
在

(0,+∞)单增

证明 (1)f ′(x)单增等价于可导，而没说二阶可导，因此取 y > x > 0，只能用 f(y) ≥ f(x) + f ′(x)(y − x)。此时

F (y)− F (x) =
xf(y)− yf(x)

xy
≥ xf(x) + xf ′(x)(y − x)− (y − x)f(x)− xf(x)

xy

=
(y − x)(xf ′(x)− f(x))

xy
=

(y − x)(f ′(x)− f(x)−f(0)
x−0 )

y

=
(y − x)(f ′(x)− f ′(ξ))

y
≥ 0

� 练习 4.31凸函数等价条件应用 (1)f(x)在 R二阶连续可导，证明 f ′′(x) ≥ 0当且仅当 ∀x ∈ R, ∀h, f(x + h) +

f(x− h)− 2f(x) ≥ 0

(2)f(x)为 I 上凸函数当且仅当 ∀x1, x2 ∈ I 满足 φ(λ) = f(λx1 + (1− λ)x2)为 [0, 1]上的凸函数

证明 (1)f ′′(x) ≥ 0等价于凸函数，等价于
f(x+ h)− f(x)

h
≥ f(x)− f(x− h)

h
，即得到结论。

(2.1)右推左：要证 f(λx1 + (1 − λ)x2) ≤ λf(x1) + (1 − λ)f(x2)，等价于 φ(λ) ≤ λφ(1) + (1 − λ)φ(0)，而

φ(λ) = φ(λ · 1 + (1− λ) · 0)，根据 φ的凸性可直接得出。

(2.2)左推右：要证 φ(αt1 + (1− α)t2) ≤ αφ(t1) + (1− α)φ(t2)，等价于

f ((αt1 + (1− α)t2)x1 + (1− αt1 − (1− α)t2)x2) ≤ αf(t1x1 + (1− t1)x2) + (1− α)f(t2x1 + (1− t2)x2)

根据 f(x)的凸性，右侧大于等于左侧 (可能有点麻烦)。
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4.4 凸函数

定理 4.16 (凸性质的保持)

♡

考虑凸函数的四则运算、复合、最值：

凸函数的数乘和加法保持凸性质，差、积、商不一定

复合：若 f(x)为凸函数，g(x)为凸增函数，则 g(f(x))为凸函数，去掉增性质则不一定

最值：若 f(x), g(x)均为 I 上凸函数，则 max{f(x), g(x)}为凸函数

证明 (3) 最值：F (λx1 + (1 − λ)x2) = max{f(λx1 + (1 − λ)x2), g(λx1 + (1 − λ)x2)} ≤ max{λf(x1) + (1 −
λ)f(x2), λg(x1) + (1− λ)g(x2)}，进行放缩 F ≥ f, g得到

F (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λF (x1) + (1− λ)F (x2)

定义 4.4 (拐点)

♣

y = f(x)在 x0两侧分别为严格凸和严格凹的，则称 x0为 f(x)的拐点。若 f 在 x0二阶可导，则 x0是拐

点的必要条件为 f ′′(x0) = 0

4.4.2 凸函数的基本性质

定理 4.17 (凸函数基本性质)

♡

设 f(x)在区间 I 上为凸函数，则

f(x)在 I 中任意一点有左右导函数

f(x)在 I 区间内部连续，端点未知，若是开区间，则在整个区间连续

证明 (1)只证右导数：F (h) =
f(x0 + h)− f(x0)

h
为增函数，根据有界的单调函数有左右极限可知左右导数存

在。

(2)根据左右导数的存在性可知左右连续 (否则导数定义中分母趋于 0，分子不趋于 0，显然无极限)，因此在
内部点连续，端点单边连续。

定理 4.18 (凸函数的最值)

♡
设 f(x)是 [a, b]上的凸函数，则 f(x) ≤ max{f(a), f(b)}，即凸函数的最值只在端点取到。

证明 ∀x ∈ [a, b]，设 x = λa+ (1− λ)b，根据 f(x)为凸函数可知：

f(x) ≤ λf(a) + (1− λ)f(b) ≤ max{f(a), f(b)}

定理 4.19 (Jensen不等式)

♡

f(x)是 [a, b]上的凸函数，则对 ∀xi ∈ [a, b], λi > 0，
n∑

i=1

λi = 1，有

f

(
n∑

i=1

λixi

)
≤

n∑
i=1

λif(xi)
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4.5 一元极值与导数零点问题

� 练习 4.32Jensen不等式经典题 正数 p1, · · · , pn 满足
n∑

i=1

pi = 1，对 ∀x1, · · · , xn ∈ R，证明：

n∑
i=1

pi(xi − ln pi) ≤ ln

(
n∑

i=1

exi

)

证明 即证明
n∑

i=1

pi ln
exi

pi
≤ ln

(
n∑

i=1

exi

)
，视 exi = ti，根据 ln t的凹性即可得到结论。

4.4.3 利用凹凸性证明不等式

� 练习 4.33对中点位置的估计 (1)经典：设 φ(x)是 [0, 1]上连续凸函数，证明 φ

(
1

2

)
≤
ˆ 1

0

φ(x)dx ≤ φ(0) + φ(1)

2

(2)太经典：f(x)是 [a, b]上连续凸函数，证明 f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

ˆ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2
证明 (1)由于 x = x · 1 + (1− x) · 0，因此ˆ 1

0

φ(x)dx ≤
ˆ 1

0

[(1− x)φ(0) + xφ(1)] =
φ(0) + φ(1)

2

另一方面做变量替换 x = 1− t，则

ˆ 1

0

φ(x)dx =

ˆ 1

0

φ(1− x)dx(区间再现)，得到
ˆ 1

0

φ(x)dx =

ˆ 1

0

1

2
φ(x) +

1

2
φ(1− x)dx ≥

ˆ 1

0

φ

(
x

2
+

1− x

2

)
dx = φ

(
1

2

)
(2)作替换 x = λa+ (1− λ)b = b− (b− a)λ，则

1

b− a

ˆ b

a

f(x)dx =

ˆ 1

0

φ(λ)dλ，转换为 (1)

4.5 一元极值与导数零点问题

4.5.1 一元极值的概念与判定

定理 4.20 (一元极值三大充分条件)

♡

f(x)可导，且满足必要条件 f ′(x0) = 0，则有三大充分条件：

1. f(x)在 x0 连续，U
o(x0, δ)可导，若左邻域 f ′(x) ≤ 0，右邻域 f ′(x) ≥ 0，则为极小值。反之为极

大值

2. 若在 U(x0, δ)二阶可导 f ′′(x0) ̸= 0，则 f ′′(x0) < 0时取极大值，f ′′(x0) > 0时取极小值

3. 若在 U(x0, δ)存在 n阶导数，且 f ′(x0), · · · , f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) ̸= 0。则 n为偶时，x0为极值

点，f (n)(x0) < 0极大，f (n)(x0) > 0时极小，n为奇时不取极值。

证明 只证明第三充分条件。用Peano余项的Taylor展开，根据前面导数为 0得到 f(x)−f(x0) =
[
f (n)(x0)

n!
+ o(1)

]
(x−

x0)
n。若 n为偶且导数大于 0，则显然为极小值，极大值同理。若 n为奇数，则 (x− x0)

n符号不定，因此无法

确定。

4.5.2 导数零点问题

要善于取出区间中的极值点或最值点，利用 f ′(x0) = 0的性质加上中值定理或 Taylor展开研究更高阶的导
数。

� 练习 4.34几道经典导数零点问题 (1)经典：f(x)在 [a, b]连续，在 (a, b)二阶可导，f(a) = f(b) = 0，∃c ∈ (a, b)

满足 f(c) > 0，证明 ∃ξ ∈ (a, b)使得 f ′′(ξ) < 0
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4.5 一元极值与导数零点问题

证明 由于 f(a) = f(b) = 0，f(c) > 0，由于 f(x)连续，总能找到最大值 f(x0)，由于是最值点，f
′(x0) = 0，考

虑 f(a)在 x0 处 Lagrange余项的 Taylor展开：

f(a) = f(x0) +
1

2
f ′′(ξ)(a− x0)

2

由于 f(a) = 0，得到 f ′′(ξ) < 0
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第 5章 不定积分

5.1 常用不定积分公式
必背部分：

普通三角：

ˆ
sinxdx = − cosx+ c

ˆ
cosxdx = sinx+ c

sec、csc：
ˆ

sec2 xdx = tanx+ c

ˆ
csc2 xdx = − cotx+ cˆ

secxdx = ln | secx+ tanx|
ˆ

sec3 xdx =
1

2
tanx secx+

1

2
ln | tanx+ secx|

乘积三角：

ˆ
secx tanxdx = secx+ c

ˆ
cscx cotxdx = − cscx+ c

分式：

ˆ
1

x2 + a2
dx =

1

a
arctan

x

a
+ c

ˆ
1

x2 − a2
dx =

1

2a
ln |x− a

x+ a
|+ cˆ

1√
x2 + a2

dx = ln |x+
√
x2 + a2|+ c

ˆ
1√

x2 − a2
dx = ln |x+

√
x2 − a2|+ cˆ

1√
a2 − x2

dx = arcsin
x

a
+ c

对数：

ˆ
lnxdx = x lnx− x+ c

ˆ
ln(1 + x)dx = (1 + x) ln(1 + x)− x+ c

会算部分：

三角：

ˆ
tanxdx = − ln | cosx|+ c

ˆ
cotxdx = ln | sinx|+ c

平方三角：

ˆ
sin2 xdx =

x

2
− sin 2x

4
+ c

ˆ
cos2 xdx =

x

2
+

sin 2x

4
+ cˆ

tan2 xdx = tanx− x+ c

ˆ
cot2 xdx = − cotx− x+ c

复合三角：

ˆ
eax cos bxdx =

eax

a2 + b2
(a cos bx+ b sin bx) + cˆ

eax sin bxdx =
eax

a2 + b2
(a sin bx− b cos bx) + cˆ

x cosnxdx =
1

n2
cosnx+

x

n
sinnx+ cˆ

x sinnxdx =
1

n2
sinnx− x

n
cosnx+ c

根式：

ˆ √
x2 ± a2dx =

1

2

[
x
√
x2 ± a2 ± a2 ln |x+

√
x2 ± a2|

]
+ cˆ √

a2 − x2dx =
1

2

[
x
√
a2 − x2 + a2 arcsin

x

a

]
+ c

5.2 不定积分基本方法

定理 5.1 (分部积分公式)

♡

函数 u, v的积分满足： ˆ
udv = uv −

ˆ
vdu



5.2 不定积分基本方法

定理 5.2 (表格法)

♡

函数 u, v的积分

ˆ
uv(n+1)dx = uv(n) − u′v(n−1) + u′′v(n−2) − · · ·+ (−1)nu(n)v + (−1)n+1

ˆ
u(n+1)vdx，

具体操作时可列以下表格：

u的各阶导数 u u′ u′′ u′′′ · · · u(n+1)

v(n+1) 的各阶原函数 v(n+1) v(n) v(n−1) v(n−2) · · · v

计算方法：以 u 为起点，左上右下相乘，符号先正后负交替，最后一项为最后一列两个的积分

(−1)n+1

ˆ
u(n+1)vdx

�
笔记

ˆ
Pn(x)e

kxdx,

ˆ
Pn(x) sin axdx,

ˆ
Pn(x) cos axdx都可以使用表格法快速算出

� 练习 5.1Pn(x)e
kx 型 计算

ˆ
(x3 + 2x+ 6)e2xdx

解先列表格：

x3 + 2x+ 6 3x2 + 2 6x 6 0

e2x
1

2
e2x

1

4
e2x

1

8
e2x

1

16
e2x

得到结果为 (x3 + 2x+ 6)
1

2
e2x − (3x2 + 2)

1

4
e2x + 6x(

1

8
e2x)− 6(

1

16
e2x) +

ˆ
0 · ( 1

16
e2x)dx

定理 5.3 (积分有理分解)

♡

若被积函数为 R(x) =
P (x)

Q(x)
，且 Q(x)的次数大于等于 3，若 Q(x) = (x− a1)

λ1 · · · (x− ak)
λk(x2 + p1x+

q1)
µ1 · · · (x2 + plx+ ql)

µl，对于 (x− a1)
λ1 和 (x2 + p1x+ q1)

µ1 项，对应展开式为：
A1

x− a1
+

A2

(x− a1)2
+ · · ·+ Aλ1

(x− a)λ1

B1x+ C1

x2 + p1x+ q1
+ · · ·+ Bµ1x+ Cµ1

(x2 + p1x+ q1)µ1

其中
Aλl

(x− a)λl
的积分好算，而

Bµl
x+ Cµl

(x2 + p1x+ q1)µl
可配方化为

ˆ
Lu+N

(u2 + r2)j
du(因为判别式一定小于 0)，

第一部分 L

ˆ
u

(u2 + r2)j
du好算，第二部分N

ˆ
1

(u2 + r2)j
du用 u = r tan v替换，变为形如

ˆ
cosk vdv

的不定积分，有递推公式辅助求解。

定理 5.4 (三角有理式转化为有理式)

♡

若 R(sinx, cosx)为关于 sinx, cosx的有理式，记 t = tan
x

2
，则 x = 2arctan t, dx =

2

1 + t2
dt，以及万能

公式

sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, tanx =

2t

1− t2

因此 ˆ
R(sinx, cosx)dx =

ˆ
R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
2

1 + t2
dt
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5.3 不定积分表选例

定理 5.5 (两类无理根式的不定积分)

♡

对于

ˆ
R

(
x, n

√
ax+ b

cx+ d

)
dx，只需要令 t = n

√
ax+ b

cx+ d
即可化为有理函数。对于

ˆ
R(x,

√
ax2 + bx+ c)，

要么进行配方，要么用 Euler变换。

5.3 不定积分表选例
下面假设必背部分都会背，且不做计算证明

5.3.1 三角函数：重点

� 练习 5.2核心会算 ˆ
tanxdx = − ln | cosx|+ c

ˆ
cotxdx = ln | sinx|+ cˆ

secxdx = ln | secx+ tanx|+ c

ˆ
cscxdx = − ln | cscx+ cotx|+ c

解

ˆ
tanxdx = −

ˆ
d cosx

cosx
，

ˆ
cotxdx同理。另外两个要记住

ˆ
secxdx =

ˆ
secx(secx+ tanx)

secx+ tanx
dx =

ˆ
d(secx+ tanx)

secx+ tanx
= ln | secx+ tanx|+ c

� 练习 5.3简单平方 (1)
ˆ

sin2 xdx(2)重点：
ˆ

tan2 xdx (3)超重点：
ˆ

sec3 xdx

解 (1)直接用半角公式
(2)这个要记住，

ˆ
tan2 xdx =

ˆ
sec2 x− 1dx = tanx− x+ c

(3)这个经常会用到！ˆ
sec3 xdx =

ˆ
secxd tanx = secx tanx−

ˆ
tan2 x secxdx

= secx tanx−
ˆ

sec3 xdx+

ˆ
secxdx

因此 I =
1

2
secx tanx+ ln | secx+ tanx|+ c

� 练习 5.4sinx, cosx加常数分式积分 (1)重点：
ˆ

dx

1± cosx
(2)重点：

ˆ
dx

1± sinx

(3)极度重点，含参积分大量用到：
ˆ

dx

1 + a cosx
, |a| ≤ 1

解 (1)根据 1 + cosx = 2 cos2
x

2
, 1− cosx = 2 sin2

x

2
，因此

ˆ
dx

1 + cosx
=

1

2

ˆ
sec2

x

2
dx = tan

x

2
+ cˆ

dx

1− cosx
=

1

2

ˆ
csc2

x

2
dx = − cot

x

2
+ c

(2)根据诱导公式 sinx = cos
(π
2
− x
)


ˆ

dx

1 + sinx
=

ˆ
dx

1 + cos
(
π
2 − x

) = − tan
(π
4
− x

2

)
+ cˆ

dx

1− sinx
=

ˆ
dx

1− cos
(
π
2 − x

) = cot
(π
4
− x

2

)
+ c
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5.3 不定积分表选例

(3)a = ±1时即 (1)。用万能公式，令 t = tan
x

2
，则 dx =

2

1 + t2
dt，因此

I =

ˆ
1

1 + a 1−t2

1+t2

· 2

1 + t2
dt =

ˆ
2

(1 + t2) + a(1− t2)
dt =

ˆ
2

(1− a)t2 + (1 + a)
dt =

2

1− a

√
1− a

1 + a
arctan

(√
1− a

1 + a
t

)
+c

得到结果为 I =
2√

1− a2
arctan

(√
1− a

1 + a
tan

x

2

)
+ c

定理 5.6 ( 1

a sin2 x+ b cos2 x
积分)

♡

形如

ˆ
dx

a sin2 x+ b cos2 x
的积分都采用上下同除以 cos2 x，转换为

ˆ
sec2 xdx

a tan2 x+ b

直接用 d(tanx) = sec2 xdx即可。

定理 5.7 ( 1

a sin2 x+ b sinx cosx+ c cos2 x+ d
积分)

♡

形如

ˆ
dx

a sin2 x+ b sinx cosx+ c cos2 x+ d
的积分首先上下同除以 cos2 x，得到

ˆ
sec2 xdx

a tan2 x+ b tanx+ c+ d sec2 x

再利用 sec2 x = tan2 x+ 1，全部转换为 tanx，再分母配方即可

� 练习 5.5sinx, cosx无常数、无分子分式 (1)重点：
ˆ

dx

sin2 x+ 2 cos2 x
(2)
ˆ

1

sin2 x cosx
dx (3)

ˆ
dx

sinx cos2 x

解 (1)同除以 cos2 x，得到

ˆ
sec2 xdx

2 + tan2 x
，易算

(2)同乘 cosx，得到 I =

ˆ
d(sinx)

sin2 x(1− sin2 x)
，即

ˆ
1

sin2 x
d(sinx) +

ˆ
1

1− sin2 x
dx，前者直接算，后者用

ˆ
1

x2 − a
dx =

1

2a
ln

∣∣∣∣x− a

x+ a

∣∣∣∣。
(3)与 (2)同理

� 练习 5.6sinx, cosx的高次 (1)
ˆ
(sin4 x+ cos4 x)dx (2)重点：

ˆ
sinx cosx

sin4 x+ cos4 x
dx (3)重点：

ˆ
dx

sin4 x+ cos4 x

(4)
ˆ

sin6 x+ cos6 xdx (5)
ˆ

dx

sin6 x+ cos6 x

解 (1)降到一次：sin4 x+ cos4 x = (sin2 x+ cos2 x)2 − 2 sin2 x cos2 x = 1− 1

2
sin2 2x = 1− 1

4
(1− cos 4x)

(2)降到二次，并切换 sinx, cosx：

ˆ 1
2 sin 2x

1− 1
2 sin

2 2x
，要善于切换正余弦：

ˆ
sin 2x

2− sin2 2x
dx = −1

2

ˆ
d(cos 2x)

1 + cos2 2x
= −1

2
arctan(cos 2x) + c

(3)直接降到二次，并转换为 tanx, secx：使用 sec2 x = 1 + tan2 x

I =

ˆ
dx

1− 1
2 sin

2 2x
=

ˆ
sec2 2x

sec2 2x− 1
2 tan

2 2x
=

1

2

ˆ
d(tan 2x)

1 + 1
2 tan

2 2x
=

1√
2
arctan

tan 2x√
2

+ c

(4)sin6 x+ cos6 x = (sin2 x+ cos2 x)(sin4 − sin2 cos2 x+ cos4 x)转化为四次，再配方：

(sin2 x+ cos2 x)2 − 3 sin2 x cos2 x = 1− 3

4
sin2 2x = 1− 3

8
(1− cos 4x)
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5.3 不定积分表选例

结果为
5

8
x+

3

32
sin 4x+ c

(5)I =

ˆ
1

1− 3
4 sin

2 2x
dx =

ˆ
sec2 x

sec2 2x− 3
4 tan

2 2x
dx = 2

ˆ
d(tan 2x)

tan2 2x+ 4�
笔记高次问题，如果分母为 1则降到一次直接积分，分子为 1则降到二次转换为 sec, tan，均不为 1则降到齐次

转化为有理式。降次要么用立方和公式，要么用配方。

定理 5.8 (a sinx+ b cosx

c sinx+ d cosx
型计算技巧)

♡

a sinx+ b cosx

c sinx+ d cosx
型的积分把分子写为 A倍分母加上 B 倍分母导数的形式，用待定系数法进行计算

推论 5.1 (tanx, cotx分式型)

♡
类似于

ˆ
adx

b+ c tanx
,

ˆ
adx

b+ c cotx
都可以转换回

a sinx+ b cosx

c sinx+ d cosx
型积分进行计算

� 练习 5.7a sinx+ b cosx

c sinx+ d cosx
型计算 (1)重点：

ˆ
sinx

sinx+ cosx
dx (2)重点：

ˆ
dx

3 + 5 tanx

解 (1)设 sinx = A(sinx+ cosx) +B(cosx− sinx)，得到 A =
1

2
, B = −1

2
，因此

I =

ˆ 1
2 (sinx+ cosx)− 1

2d(sinx+ cosx)

sinx+ cosx
dx =

1

2
x− 1

2
ln |sinx+ cosx|+ c

(2) 由于
1

3 + 5 tanx
=

cosx

5 sinx+ 3 cosx
，设 cosx = A(5 sinx + 3 cosx) + B(5 cosx − 3 sinx)，则 5A =

3B, 3A+ 5B = 1，得到 A =
3

34
, B =

5

34
，得到

I =
3

34
x+

5

34
ln |5 sinx+ 3 cosx|+ c

定理 5.9 ( 1

a sinx+ b cosx+ c
积分)

♡

类似于

ˆ
dx

a sinx+ b cosx+ c
的积分采用二倍角公式转换为二次，得到

ˆ
1

2a sin x
2 cos x

2 + b(2 cos2 x
2 − 1) + c

dx

使用前面的积分方法，上下同时除以 cos2
x

2
，再根据 sec2 x = tan2 x+ 1进行配方即可。

� 练习 5.8相关训练 (1)
ˆ

dx

sinx+ 2 cosx+ 3

解 (1)sinx+ 2 cosx+ 3 = 1 + 2 sin
x

2
cos

x

2
+ 4 cos2

x

2
，因此

I =

ˆ
sec2 x

2

4 + 2 tan x
2 + sec2 x

= 2

ˆ
d(tan x

2 + 1)

(tan x
2 + 1)2 + 4

= arctan
tan x

2 + 1

2
+ c

推论 5.2 (p sinx+ q cosx+ s

a sinx+ b cosx+ c
dx)

♡这类积分可以将分子写为 A倍分母加 B 倍分母导数加 C 常数，其中常数项用前一个定理进行计算。
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5.3 不定积分表选例

� 练习 5.9三角根号 (1)
ˆ

sinx cosx
√
a2 sin2 x+ b2 cos2 xdx

解 (1)写为
1

2

ˆ √
(a2 − b2) sin2 x+ b2d(sin2 x)即可

5.3.2 对数与指数

� 练习 5.10几道经典指数积分 (1)
ˆ

dx

ex + e−x
(2)
ˆ

dx√
1 + e2x

(3)
ˆ
ex
(

1− x

1 + x2

)2

dx

解 (1)本质是 ex 的有理函数，故 I =

ˆ
d(ex)

e2x + 1
= arctan(ex) + c

(2)同乘 e−x，故 I = −
ˆ

d(e−x)√
e−2x + 1

= − ln |e−x +
√
e−2x + 1|+ c

(3)I =

ˆ
ex

1 + x2
dx−
ˆ

ex

(1 + x2)2
d(x2+1)，第一项实在是没法处理，只能期待第二项，第二项等于

ˆ
exd(

1

1 + x2
)，

因此用分部积分得到 ˆ
ex

1 + x2
dx+

ˆ
exd(

1

1 + x2
) =

ex

1 + x2
+ c

� 练习 5.11几道经典对数积分 (1)
ˆ
xn lnxdx (2)

ˆ (
lnx

x

)2

dx (3)
ˆ √

x ln2 xdx (4)特殊：
ˆ

1

1− x2
ln

1 + x

1− x
dx

解 (1)列表法得到：I =
xn+1 lnx

n+ 1
−
ˆ

xn

n+ 1
dx =

xn+1

1 + n
(lnx− 1

n+ 1
) + c

lnx
1

x

xn
1

n+ 1
xn+1

(2)无法直接列表，因为中间项会交叉，因此可以用表格法一步一步列，

I = − ln2 x

x
+

ˆ
2 lnx

x2
dx = − ln2 x

x
− 2 lnx

x
+

ˆ
2

x2
dx = − 1

x
(ln2 x+ 2 lnx+ 2) + c

(3)同理用表格法一步一步列，

I =
2

3
x

3
2 ln2 x− 4

3

ˆ
x

1
2 lnxdx =

2

3
x

3
2 ln2 x− 4

3

(
2

3
lnxx

3
2 − 2

3

ˆ
x

1
2 dx

)
(4)一看就是特殊配凑的，要注意到

1

1− x2
dx =

1

2
d

(
ln

1 + x

1− x

)

5.3.3 分式问题

� 练习 5.12几个基础型 (1)
ˆ

dx

ax2 + b
(a > 0) (2)重点：

ˆ
dx

(ax2 + b)2
(3)
ˆ

dx

(ax2 + b)n

(4)重点：
ˆ

dx

ax2 + bx+ c
(5)重点：

ˆ
x

ax2 + bx+ c
dx

解 (1)原式 =
1

a

ˆ
dx

x2 + b
a

，需要分类讨论：b > 0时变为
1

a

ˆ
dx

x2 + (
√

b
a )

2
=

1

a
·
√
a

b
arctan(

√
a

b
x)。b < 0时变

为
1

a

ˆ
dx

x2 + (
√
− b

a )
2
，后面同理

(2)原式= −
ˆ

1

2ax
d

1

ax2 + b
= − 1

2ax
· 1

ax2 + b
+

ˆ
1

ax2 + b
d

1

2ax
= − 1

2ax
· 1

ax2 + b
−
ˆ

1

ax2 + b
· 1

2ax2
dx，

再对
1

2ax2(ax2 + b)
=

1
b

2ax2
+

− 1
2b

ax2 + b
有理分解，代入后全变为基础型 1。

(3)同理转化为
ˆ

1

2ax(1− n)
d(

1

(ax2 + b)n−1
)，再用分部积分去做。
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5.3 不定积分表选例

(4)原式 =
1

a

ˆ
dx

x2 + b
ax+ c

a

=
1

a

ˆ
dx

(x+ b
2a )

2 + c
a − b2

4a2

，将
c

a
− b2

4a2
看作整体，变为 (1)

(5)原式=
1

2a

ˆ
2ax

ax2 + bx+ c
=

1

2a

ˆ
2ax+ b

ax2 + bx+ c
− b

ax2 + bx+ c
dx =

1

2a
(

ˆ
d(ax2 + bx+ c)

ax2 + bx+ c
−
ˆ

b

ax2 + bx+ c
dx)，

变为 (4).

� 练习 5.13次方和差 尽量记住下面的分解方法：

(1)
ˆ

dx

x3 + 1
(2)
ˆ

dx

x3 − 1

(3)
ˆ

dx

x4 − 1
(4)重点：

ˆ
dx

x4 + 1
(一定要记住！)

(5)
ˆ

dx

x6 − 1
(6)
ˆ

dx

x6 + 1

解 (1)写为
1

x3 + 1
=

1

3(x+ 1)
+

−x+ 2

3(x2 − x+ 1)
，后者给分母配方即可

(2)用立方差即可

(3)用
1

x4 − 1
=

1

2

(
1

x2 − 1
− 1

x2 + 1

)
(4)构造M =

ˆ
x2 − 1

x4 + 1
dx,N =

ˆ
x2 + 1

x4 + 1
，得到

M =

ˆ
1− 1

x2

x2 + 1
x2

=

ˆ
d(x+ 1

x )

(x+ 1
x )

2 − 2

N =

ˆ
x2 + 1

x4 + 1
dx =

ˆ
1 + 1

x2

x2 + 1
x2

dx =

ˆ
d(x− 1

x )

(x− 1
x )

2 + 2

因此所求即
1

2
(N −M)

(5)用平方差 (不要用立方差)：
1

x6 − 1
=

1

2
(

1

x3 − 1
+

1

x3 + 1
)，转换为 (1)(2)

(6)类似四次方的讨论 +立方和

I =
1

2

ˆ
x4 + 1

x6 + 1
dx− 1

2

ˆ
x4 − 1

x6 + 1
dx

=
1

2

ˆ
x2 + (x4 − x2 + 1)

x6 + 1
dx− 1

2

ˆ
(x2 − 1)(x2 + 1)

(x2 + 1)(x4 − x2 + 1)
dx

=
1

2

ˆ
x2

x6 + 1
dx+

1

2

ˆ
dx

x2 + 1
− 1

2

ˆ
x2 − 1

x4 − x2 + 1
dx

=
1

6

ˆ
d(x3)

(x3)2 + 1
+

1

2
arctanx− 1

2

ˆ
d(x+ 1

x )

(x+ 1
x )

2 + 3
dx

� 练习 5.14几个经典题 (1)
ˆ

x2

(1− x)100
dx (2)

ˆ
dx

(x+ a)2(x+ b)2

解 (1)显然待定系数法有理分解不可行，因此用技巧 x2 = [(1−x)−1]2得到
x2

(1− x)100
=

(1− x)2 − 2(1− x) + 1

(1− x)100
，

做换元即可

(2)这种有理分解比较常见，最好记下来，
1

(x+ a)2(x+ b)2
=

1

(b− a)2

(
1

x+ a
− 1

x+ b

)2

=
1

(b− a)2

[
1

(x+ a)2
+

1

(x+ b)2
− 2

(x+ a)(x+ b)

]

5.3.4 根式问题

� 练习 5.15三个基础公式的证明 (1)
ˆ √

a2 − x2dx (2)重点：
ˆ √

x2 + a2dx (3)重点：
ˆ √

x2 − a2dx

解 (1)设 x = a sin t，则 I =

ˆ
a cos t · a cos tdt = a2

2

ˆ
(1 + cos 2t)dt =

a2

2
(t+ sin t cos t) + C。画一个三角形做
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5.3 不定积分表选例

辅助，角 t对着 x，斜边为 a，因此 sin t =
x

a
, cos t =

√
a2 − x2

a
，带回得到：

I =
1

2
(x
√
a2 − x2 + a2 arcsin

x

a
) + C

(2)x = a tan t，I =

ˆ
a2 sec3 xdt =

a2

2
(secx tanx) +

a2

2
ln | tanx + secx|(一定要记住 secx, sec3 x的积分，

如果一次方都没记住，就死翘翘了。。)，因此得到结果为
1

2
(x
√
x2 + a2 + a2 ln |x+

√
x2 + a2|) + C

(3)设 x = a sec t，得到 I = a2
ˆ

tan2 t sec tdt = a2
ˆ

sec3 t− sec tdt，背公式以及画三角形得到：

I =
a2

2
(sec t tan t− ln | tan t+ sec t|) + C =

1

2
(x
√
x2 − a2 − a2 ln |x+

√
x2 − a2|) + C

� 练习 5.16(x− a)(b− x)型 (1)
ˆ

dx√
x(1− x)

(2)
ˆ

dx√
(x− a)(b− x)

(3)
ˆ √

(x− a)(b− x)dx

解 (1)设 x = sin2 t，则 I =

ˆ
2 sin t cos t

sin t cos t
dt = 2t+ C，直接带回得到 I = 2arcsin

√
x+ C

(2)令 t = x− a，则变为

ˆ
dt√

t(b− a− t)
，令 t = (b− a) sin2 s即可，故

I =

ˆ
2(b− a) sin s cos sds

(b− a) sin s cos s
= 2s = 2arcsin

√
t

(b− a)
= 2 arcsin

√
x− a

b− a
+ C

(3)同理得到 I =

ˆ
2(b− a)2 sin2 s cos2 sds =

(b− a)2

4

ˆ
(1− cos 4t)dt，后续略

� 练习 5.17其他特别经典的根式积分问题 (1)
ˆ (√

1 + x

1− x
+

√
1− x

1 + x

)
dx

(2)
ˆ

dx

(
√
x+ 1)(x+ 3)

(3)
ˆ

dx

x
√
x2 − 2x− 3

(4)I =
dx

x+
√
x2 − x+ 1

解 (1)让分母一样：
1 + x√
1− x2

+
1− x√
1− x2

=
2√

1− x2
，直接转换为了 arcsinx的积分

(2)令 t =
√
x，则 I =

ˆ
2t

(t+ 1)(t2 + 3)
dt =

ˆ
A

t+ 1
dt+

ˆ
Bt+ C

t2 + 3
dt，解出 A = −1

2
, B =

1

2
, C =

3

2
，从

而

I = −1

2
ln |t+ 1|+

ˆ
1

4
ln |t2 + 3|+

√
3

2
arctan

t√
3
+ C

(3.1)方法 1：使用 Euler变换。设
√
x2 − 2x+ 3 = x − t，则得到 x =

t2 + 3

2(t− 1)
，进而 dx =

t2 − 2t+ 3

2(t− 1)2
dt，

此时积分变为

I = −
ˆ

2

t2 + 3
dt = − 2√

3
arctan

t√
3
+ C

(3.2)方法 2：配方 +三角函数 (一般还是推荐三角函数)。I =

ˆ
dx

x [(x− 1)2 − 4]
1
2

，做换元 x − 1 = 2 sec t，

因此

I =

ˆ
2 sec t tan t

(2 sec t+ 1)2 tan t
dt =

ˆ
dt

2 + cos t

背公式即
2√

1− a2
arctan

(√
1− a

1 + a
tan

x

2

)
+ C，代入 a =

1

2
。注意带回时需要用半角公式，tan

t

2
=

sin t

1 + cos t
，

再画个三角形进行辅助。
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5.3 不定积分表选例

(4)可以用 Euler变换或者配方三角替换。

5.3.5 配对积分法

� 练习 5.18 经典配对积分法 (1) 计算 I1 =

ˆ
eax cos bxdx, I2 =

ˆ
eax sin bxdx (2) 计算 I1 = sin(ln x)dx, I2 =ˆ

cos(lnx)dx

解 (1)用分部积分得到 I1 =
1

a
(eax cos bx+ bI2)，同理 I2 =

1

a
(eax sinx− bI1)，列出线性方程组：aI1 − bI2 = eax cos bx

bI1 + aI2 = eax sin bx
⇒


I1 =

eax

a2 + b2
(a cos bx+ b sin bx) + C

I2 =
eax

a2 + b2
(a sin bx− b cos bx) + C

(2) 直接用分部积分：
ˆ

sin(lnx)dx = x sin(lnx) −
ˆ

cos(lnx)dx，同理

ˆ
cos(lnx)dx = x cos(lnx) +ˆ

sin(lnx)dx

5.3.6 递推问题

� 练习 5.19几个最常见递推 (1)In =

ˆ
sinnx

sinx
dx (2)In =

ˆ
secn xdx (3)In =

ˆ
eax sinn xdx

解 (1)首先根据和差公式和积化和差：

sinnx = sin[(n− 1)x+ x] = sin(n− 1)x cosx+ cos(n− 1)x sinx =
1

2
[sinnx+ sin(n− 2)x] + cos(n− 1)x sinx

因此

In =
1

2
(In + In−2) +

1

n− 1
sin(n− 1)x⇒ In =

2

n− 1
sin(n− 1)x+ In−2

(2)先凑出 d tanx并使用分部积分：ˆ
secn xdx =

ˆ
secn−2 xd(tanx) = tanx secn−2 x− (n− 2)

ˆ
tan2 x secn−2 xdx

再代入 tan2 x = sec2 x− 1：

In = tanx secn−2 x− (n− 2)(In − In−2) ⇒ In =
tanx secn−2 x

n− 1
+
n− 2

n− 1
In−2

(3)�
笔记

ˆ
secxdx = ln | tanx+ secx|和

ˆ
sec3 xdx =

1

2
tanx secx+

1

2
ln | tanx+ secx|在根式中经常用到，要记

住，具体证明过程见前面部分。
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第 6章 定积分

6.1 定积分理论

6.1.1 可积性

定义 6.1 (Riemann积分)

♣

f(x)是 [a, b]上的函数，将 [a, b]划分为 n等份 T，若 lim
||T ||→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi = J，这里 J 为常数，则称 f(x)

在 [a, b]可积，且记

ˆ b

a

f(x)dx = J

定义 6.2 (Darboux上下和)

♣

在每个区间上取Mi = sup
x∈∆i

f(x),mi = inf
x∈∆i

f(x)，记振幅 ωi =Mi −mi，定义 Darboux上下和为

S(T ) =

n∑
i=1

Mi∆xi, s(T ) =

n∑
i=1

mi∆xi

定义 f(x)在 [a, b]的上下积分为：

S = inf
T
S(T ), s = sup

T
s(T )

定理 6.1 (可积函数的性质)

♡

若 f(x)在 [a, b]上可积，则：

有界性：f(x)在 [a, b]上有界 (反之不正确，有界不一定可积，例如 Dirichlet函数)

证明 反设 f 无界，则存在某个小区间 ∆k，使得 ∆k 上 f 无界，假设其他区间都有界，此时 Riemann和

|
n∑

i=1

f(ξi)∆xi| ≥ |f(ξk)∆xk| − |
∑
i ̸=k

f(ξi)∆xi|

对 ∀M > 0，无论如何分割，Riemann和都能大于M，因此无界不可积。

定理 6.2 (可积性充要条件)

♡

f(x)在 [a, b]可积当且仅当

上下积分角度：f(x)在 [a, b]的上积分 s等于下积分 S

上下和角度 (最常用！)：∀ϵ，存在分割 T 使得 S(T )− s(T ) =
∑
T

ωi∆xi < ϵ

振幅角度：对 ∀ϵ, η，总存在分割 T，使得振幅 ωk′ ≥ ϵ的那些小区间总长
∑

ωk′ < η

实变角度：f(x)在 [a, b]几乎处处连续

� 练习 6.1Dirichlet函数的不可积性 证明 Dirichlet函数在 [a, b]不可积

证明 由于任意分割 T，振幅 ω = 1，因此 S(T )− s(T ) =

n∑
i=1

∆xi = b− a，因此不可积。



6.1 定积分理论

定理 6.3 (Riemann可积函数类)

♡

f(x)定义于 [a, b]，常见的有三个 Riemann可积函数类：
[a, b]连续函数

在 [a, b]只有有限个间断点的有界函数

[a, b]上单调函数

证明 (1)根据一致连续性，每个 ωi 都可以足够小，因此
∑

ωi∆xi 足够小

(2)将间断点处的 ∆xi 设置得足够小，控制住间断点差距

(3)ωi = f(xi)− f(xi−1)，只需要 ωi 取得足够小

� 练习 6.2可积性判断 (1)证明 Riemann函数 R(x)在 [0, 1]可积，且

ˆ 1

0

R(x)dx = 0

(2)证明下面的 f(x)在 [0, 1]上可积：

f(x) =


0, x = 0

1

x
−
[
1

x

]
, x ∈ (0, 1]

证明 (1)只需证
∑

ωi∆xi < ϵ，给定 ∀ϵ，满足 1

q
>
ϵ

2
的只有有限个，且它们的函数值均小于等于

1

2
。把这有限

个全部列出 x1, · · · , xk，这些点每个最多落入两个小区间中，取 ||T || < ϵ

2k
即可，则该部分

∑
ωi∆xi <

ϵ

2
。另

一侧直接
∑

ωi∆xi <
ϵ

2

∑
∆xi ≤

ϵ

2
就行。

(2)f(x) 振幅小于等于 1，不连续点为 0,
1

2
,
1

3
, · · · , 1

n
, · · ·。对 ∀ϵ，∃δ1，当 |∆xi| < δ1 时，(ϵ, 1) 分割满足∑

ωi∆xi < ϵ。而 (0, ϵ)的任意分割也满足
∑

ωi∆xi < ϵ，因此取 δ = min{δ1, ϵ}时，整体的分割满足：∑
ωi∆xi < ϵ

� 练习 6.3可积性相关证明 (1)f(x)在 [a, b]有定义，∀ϵ，存在 [a, b]上可积函数 g(x)，使得 ∀x ∈ [a, b], |f(x)−g(x)| < ϵ，

证明 f(x)在 [a, b]可积

证明 (1)由于 g(x)可以，存在分割 T 使得
∑
T

ωg
i ∆xi < ϵ，而 ωf

i ≤ ωf−g
i + ωg

i，以及 ωf−g
i ≤ 2ϵ(因为 g本身可

能 ϵ震荡，|f(x)− g(x)|又可能 ϵ震荡)，得到∑
T

ωf
i ∆xi ≤

∑
T

ωf−g
i ∆xi +

∑
T

ωg
i ∆xi < 2ϵ(b− a) + ϵ

6.1.2 Newton-Leibniz公式

定理 6.4 (Newton-Leibniz公式)

♡

f(x)在 [a, b]可积，F (x)在 [a, b]上连续，且除有限个点外，F ′(x) = f(x)，则ˆ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a)

�
笔记 Newton-Leibniz公式的意义在于将定积分的计算转换为了原函数的计算，不过可积与存在原函数也没有直
接关系，具体见下面题目。

� 练习 6.4可积与原函数 举例说明可积未必有原函数，有原函数未必可积

解 (1)例如 [−1, 1]上的 sgn(x)，其可积但无原函数
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6.1 定积分理论

(2)例如原函数如下，其在 [0, 1]可导，但是 F ′(x)无界

F (x) =

0, x = 0

x
3
2 sin

1

x
, x ∈ (0, 1]

� 练习 6.5使用 Nowton-Leibniz公式 (1)已知 f(x) =

2022, x = 0

2x sin
1

x
− cos

1

x
, x ∈ (0, 1]

，证明 f(x)在 [0, 1]可积，求

ˆ 1

0

f(x)dx

解 (1)f(x)在 0处为跳跃间断点，只有一处，而 [0, 1]上 f(x)有界，故可积。构造 F (x)：

F (x) =

0, x = 0

x2 sin
1

x
, x ∈ (0, 1]

F (x)除了 0处外满足 F ′(x) = f(x)，因此

ˆ 1

0

f(x)dx = F (1)− F (0) = sin 1

定理 6.5 (微积分基本定理)

♡

f(x)为 [a, b]可积函数，定义 F (x) =

ˆ x

a

f(t)dt, x ∈ [a, b]，则

F (x)是 [a, b]上的连续函数

若 x0 ∈ [a, b]为 f(x)连续点，则 F (x)在 x0 可导，且 F ′(x0) = f(x0)

若 f(x)为 [a, b]上连续函数，则 F (x)为 [a, b]上连续可微函数，且 F ′(x) = f(x)

� 练习 6.6使用微积分基本定理 (1)重点：f(x)在 [A,B]上可积，a, b ∈ (A,B)是 f(x)的两个连续点，证明

lim
h→0

ˆ b

a

f(x+ h)− f(x)

h
dx = f(b)− f(a)

证明 (1)对左侧做如下化简：ˆ b

a

f(x+ h)− f(x)

h
dx =

1

h

(ˆ b

a

f(x+ h)dx−
ˆ b

a

f(x)dx

)

=
1

h

(ˆ b+h

a+h

f(x)dx−
ˆ b

a

f(x)dx

)

=
1

h

(ˆ b+h

b

f(x)dx−
ˆ a+h

a

f(x)dx

)

令 F (x) =

ˆ x

A

f(t)dt，则显然 F ′(b) = lim
h→0+

F (b+ h)− F (b)

h
= f(b)，F ′(a) = f(a)同理。

6.1.3 四则运算与复合

定理 6.6 (四则运算的可积性)

♡

若 f(x), g(x)在 [a, b]可积，则 kf(x), f(x)± g(x), f(x)g(x)在 [a, b]可积，但 g(x) ̸= 0时
f(x)

g(x)
也不一定

可积

证明 (1)数乘、加减显然
(2)乘法：根据可积可知有界，设 |f(x)| ≤M, |g(x)| ≤ N，

∑
T

ωfg
i ∆xi < M

∑
T

ωg
i ∆xi +N

∑
T

ωf
i ∆xi即可
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6.1 定积分理论

(3)除法：例如 f(x) = 1, g(x) =

x, x ∈ (0, 1]

1, x = 0
，

1

g(x)
因为无界而不可积

� 练习 6.7除法增加条件可积 设 f(x)在 [a, b]上函数，证明

(1)若 f(x)可积，且 |f(x)| ≥ m > 0，则
1

f(x)
在 [a, b]可积

(2)若 f(x)在 [a, b]连续且恒不为零，则
1

f(x)
在 [a, b]可积

证明 (1)考虑振幅放缩： ∣∣∣∣ 1

f(x′)
− 1

f(x′′)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f(x′′)− f(x′)

f(x′)f(x′′)

∣∣∣∣ ≤ 1

m2
ωf
i

(2)由于连续，能找到最小值，可转换为 (1)

定理 6.7 (复合 (较难，重点！))

♡
f(x)在 [a, b]连续，φ(t)在 [α, β]可积，且 a ≤ φ(t) ≤ b, t ∈ [α, β]，则 f(φ(t))在 [α, β]可积

证明 f(x)在 [a, b]连续，因此有界且一致连续。设M = max
x∈[a,b]

f(x)，∀ϵ, ∃δ, ∀x′, x′′ ∈ [a, b]，若 |x′ − x′′| < δ就

有 |f(x′)− f(x′′)| < ϵ。由于 φ可积，存在分割 T，使得
∑
ωφ

i ≥δ

∆ti < ϵ，因此

∑
T

ωf◦φ
i ∆ti =

∑
ωφ

i ≥δ

ωf◦φ
i ∆ti +

∑
ωφ

i <δ

ωf◦φ
i ∆ti

≤ 2M
∑
ωφ

i ≥δ

∆ti + ϵ
∑
ωφ

i <δ

∆ti

< 2Mϵ+ (β − α)ϵ = ϵ′

6.1.4 定积分的保号性

定理 6.8 (定积分保号性)

♡
f(x)在 [a, b]连续，f(x) ≥ 0，则

ˆ b

a

f(x)dx ≥ 0，且

ˆ b

a

f(x)dx = 0当且仅当 f(x) ≡ 0

� 练习 6.8等于 0的推广 (1)重点：f(x)在 [a, b]连续，且对任意满足

ˆ b

a

g(x)dx = 0的连续函数 g(x)有

ˆ b

a

f(x)g(x)dx =

0，证明：f(x)为常值函数

(2)重点 (ZJU2020)：f(x)在 [a, b]可导，f(a) = 0，对 ∀x ∈ [a, b]有 |f(x)| ≥ |f ′(x)|，证明：f(x) ≡ 0

证明 (1)取 g(x) = f(x)− 1

b− a

ˆ b

a

f(t)dt，显然

ˆ b

a

g(x)dx = 0满足条件，此时

ˆ b

a

g2(x)dx =

ˆ b

a

g(x)

(
f(x)− 1

b− a

ˆ b

a

f(x)dx

)
= 0

(2)可证明
ˆ x

a

f(t)dt = 0, ∀x ∈ [a, b]，则考虑 g(x) =

ˆ x

a

|f(t)|dt，有

g(x) ≥
ˆ x

a

|f ′(t)|dt ≥
∣∣∣∣ˆ x

a

f ′(t)dt

∣∣∣∣ = |f(x)| = g′(x)

因此得到 (e−xg(x))′ = e−x(g′(x)− g(x)) ≤ 0，即 e−xg(x)单调减，而 e−ag(a) = 0，且 e−xg(x) ≥ 0，综上得到

g(x) ≡ 0
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6.1 定积分理论

� 练习 6.9零点问题 (1)f(x)为 [0, π]上连续函数，且

ˆ π

0

f(x) sinxdx =

ˆ π

0

f(x) cosxdx = 0，证明 f(x)在 (0, π)

上至少有两个零点。

(2)f(x)为 [a, b]上连续函数，

ˆ b

a

f(x)dx =

ˆ b

a

xf(x)dx = · · · =
ˆ b

a

xnf(x)dx = 0，证明 f(x)在 (a, b)上至

少有 n+ 1个零点

证明 (1)反设无零点，则 f(x)在 (0, π)不变号，而 sinx也不变号，因此与

ˆ π

0

f(x) sinxdx = 0矛盾，因此至少

有一个零点。若 f(x)只有一个零点 ξ，则 f(x)在 (0, ξ), (ξ, π)内不变号，由于

ˆ π

0

f(x) sinxdx = 0，因此在上

述两个区间符号相反，而 sin(x− ξ)也仅在 ξ为 0，(0, ξ), (ξ, π)符号相反，因此ˆ π

0

f(x) sin(x− ξ)dx = cos ξ

ˆ π

0

f(x) sinxdx− sin ξ

ˆ π

0

f(x) cosxdx = 0

这与 f(x) sin(x− ξ)非零矛盾，因此 f(x)至少有两个零点

(2)反设 f(x)在 (a, b)上至多 n个零点，则其最多改变 n次符号。由于

ˆ b

a

f(x)dx = 0，得到 f(x)在 (a, b)

至少改变一次符号，一定有能从 n个零点中找出 k个零点 x1, x2, · · · , xk满足 f(x)在 (a, x1), (x1, x2), · · · , (xk, b)
上不变号，且在相邻区间变号，而 g(x) = (x−x1)(x−x2) · · · (x−xk)有同样的性质，于是 f(x)g(x)不变号，但ˆ b

a

f(x)g(x)dx = 0，这显然矛盾。

6.1.5 积分中值定理

定理 6.9 (积分第一中值定理)

♡
f(x), g(x)在 [a, b]连续，g(x)在 [a, b]不变号，则 ∃ξ ∈ (a, b)使得

ˆ b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

ˆ b

a

g(x)dx

证明 不妨设 g(x) ≥ 0，由于 f(x)在 [a, b]连续，设M,m分别是最大值和最小值，则mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤Mg(x)，

因此得到m

ˆ b

a

g(x)dx ≤
ˆ b

a

f(x)g(x)dx ≤M

ˆ b

a

g(x)dx，根据介值性可知 (具体讨论略去)。

推论 6.1 (第一中值定理的推广)

♡

若 f(x), g(x)在 [a, b]可积 (有上下确界但不一定连续)，g(x)在 [a, b]不变号，M,m为 f(x)在 [a, b]的上

下确界，则 ∃η ∈ [m,M ](不一定能为函数值 f(ξ))使得
ˆ b

a

f(x)g(x)dx = η

ˆ b

a

g(x)dx

� 练习 6.10第一中值定理 (技巧较强) f(x)是 [0, 1]连续函数，

ˆ 1

0

f(x)dx =

ˆ 1

0

xf(x)dx，证明：∃ξ ∈ (0, 1)使得

ˆ ξ

0

f(x)dx = 0

证明 考虑 F (x) =

ˆ x

0

f(t)dt，想使用积分第一中值定理可证

ˆ 1

0

F (x)dx = 0，则可推出 F (ξ) = 0。考虑
ˆ 1

0

F (x)dx =

ˆ 1

0

dx

ˆ x

0

f(t)dt，交换积分顺序得到

ˆ 1

0

dt

ˆ 1

t

f(t)dx =

ˆ 1

0

(1− t)f(t)dt = 0

定理 6.10 (积分第二中值定理)
设 f(x)在 [a, b]可积，g(x)在 [a, b]单调，则：(记忆方式：非负情况取最大)

若 g(x)单增非负：∃ξ ∈ [a, b]使得

ˆ b

a

f(x)g(x)dx = g(b)

ˆ b

ξ

f(x)dx

若 g(x)单减非负：∃ξ ∈ [a, b]使得

ˆ b

a

f(x)g(x)dx = g(a)

ˆ ξ

a

f(x)dx
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6.2 三角函数定积分计算

♡
若 g(x)单调：∃ξ ∈ [a, b]使得

ˆ b

a

f(x)g(x)dx = g(a)

ˆ ξ

a

f(x)dx+ g(b)

ˆ b

ξ

f(x)dx

证明 只证明 (3)的特殊情况：设 f(x)连续，g(x)连续可微且单调ˆ b

a

f(x)g(x)dx =

ˆ b

a

g(x)d(F (x)) = g(x)F (x)|ba −
ˆ b

a

F (x)g′(x)dx

= g(b)F (b)− g(a)F (a)− F (ξ)

ˆ b

a

g′(x)dx

= g(a)[F (ξ)− F (a)] + g(b)[F (b)− F (ξ)]

= g(a)

ˆ ξ

a

f(x)dx+ g(b)

ˆ b

ξ

f(x)dx

�
笔记第二中值定理证明过于繁琐，这里不给出全部，只给出最后一种特殊情况的证明。其最大的应用是证明反

常积分的 Abel和 Dirichlet判别法。

6.2 三角函数定积分计算

6.2.1 [0,
π

2
]上三角函数积分公式

定理 6.11 ([0, π
2
]三角函数积分)

♡
设 f(x)是连续函数，则

ˆ π
2

0

f(sinx, cosx)dx =

ˆ π
2

0

f(cosx, sinx)dx

证明 令 x =
π

2
− t，则左侧为

ˆ 0

π
2

f(cos t, sin t)(−dt) =

ˆ π
2

0

f(cos t, sin t)dt

� 练习 6.11重要练习结论 (1)证明：∀k，
ˆ π

2

0

sink x

sink x+ cosk x
dx =

ˆ π
2

0

cosk x

sink x+ cosk x
dx =

ˆ π
2

0

x

1 + tank x
=
π

4

(2)计算
ˆ π

2

0

ln tanxdx

(3)计算
ˆ +∞

0

dx

(1 + x2)(1 + x2022)

(4)计算
ˆ +∞

0

lnx

4 + x2
dx

证明 (1)根据对称性可知 2S =

ˆ π
2

0

dx =
π

2
，因此 S =

π

4

(2)
ˆ π

2

0

ln sinxdx−
ˆ π

2

0

ln cosxdx = 0

(3)设 x = tan t，得到

ˆ π
2

0

1

1 + tan2022 x
dt，用 (1)结论可知为

π

4

(4)令 x = 2 tan t，得到 I =

ˆ π
2

0

ln(2 tan t)

4 sec2 t
2 sec2 tdt =

π

4
ln 2 +

1

2

ˆ π
2

0

ln(tan t)dt =
π

4
ln 2
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6.2 三角函数定积分计算

定理 6.12 (Wallis推广)

♡

I(m,n) =

ˆ π
2

0

cosm x sinn xdx，则 I(m,n) = I(n,m)，且

I(m,n) =
m− 1

m+ n
I(m− 2, n) =

n− 1

m+ n
I(m,n− 2) =


(m− 1)!!(n− 1)!!

(m+ n)!!
, m, n不全为偶数

(m− 1)!!(n− 1)!!

(m+ n)!!

π

2
, m, n均为偶数

� 练习 6.12基础练习 (1)
ˆ π

2

0

cos3 x sin2 xdx

(2)
ˆ π

2

0

cos4 x sin3 xdx

(3)
ˆ π

2

0

sin3 cos5 xdx

(4)
ˆ π

2

0

sin2 x cos4 xdx

解 (1)I(3, 2) =
2!! · 1!!
5!!

=
2 · 1

5 · 3 · 1
=

2

15

(2)I(4, 3) =
3 · 2

7 · 5 · 3
=

2

35

(3)I(3, 5) =
2 · 4 · 2

8 · 6 · 4 · 2
=

1

24

(4)I(2, 4) =
1 · 3 · 1
6 · 4 · 2

π

2
=

π

32

6.2.2 [0, π], [0, 2π]上三角函数积分

定理 6.13 (对称性的积分)

♡

若 f(x)关于 (x0, 0)中心对称，则

ˆ x0+a

x0−a

f(x)dx = 0。若 f(x)关于 x = x0 轴对称，则

ˆ x0+a

x0−a

f(x)dx =

2

ˆ x0

x0−a

f(x)dx = 2

ˆ x0+a

x0

f(x)dx

�
笔记若 f(x), g(x)都关于 x = x0轴对称，则 f(x)g(x)也关于 x = x0轴对称。f(x)轴对称，g(x)中心对称，则

f(x)g(x)中心对称。f(x), g(x)都中心对称，则 f(x)g(x)轴对称。

定理 6.14 ([0, π]上Wallis公式推广)

♡

对任意非负整数m,n，有

J(m,n) =

ˆ π

0

sinm x cosn xdx =

0, n为奇数

2I(m,n), n为偶数

注意这里 J(m,n) ̸= J(n,m)

证明 根据 sinm x cosn x在 n为偶关于
π

2
轴对称，n为奇时中心对称。

定理 6.15 ([0, 2π]上Wallis公式推广)
对任意非负m,n，有

K(m,n) =

ˆ 2π

0

sinm x cosn xdx =

0, m, n不全为偶数

4I(m,n), m, n均为偶数

58



6.2 三角函数定积分计算

♡
这里K(m,n) = K(n,m)

� 练习 6.13(0 ∼ π)上的计算 (1)
ˆ π

0

cos3 x sin2 xdx (2)
ˆ π

0

cos4 x sin3 xdx (3)
ˆ π

0

sin3 x cos5 xdx (4)
ˆ π

0

sin2 x cos4 xdx

解 (1)cosx是奇数幂，因此为 0

(2)偶数幂，因此 2I(4, 3) = 2
3 · 2

7 · 5 · 3
=

4

35
(3)奇数，为 0

(4)偶数幂，但m,n均为偶数，因此结果为
π

16

� 练习 6.14(0 ∼ 2π)上的计算 (1)
ˆ 2π

0

cos3 x sin2 xdx (2)
ˆ 2π

0

cos2 x sin3 xdx (3)
ˆ 2π

0

sin2 x cos4 xdx

解 (1)不全为偶，因此为 0 (2)0 (3)均为偶数，结果为
π

8

�
笔记周期函数的积分区域可以转换至任意周期区间，因此其他区间也可计算。

� 练习 6.15 非标准区间 (1)
ˆ π

−π

cos4 x sin4 xdx (2)
ˆ 3π

−π

sin5 x cos6 xdx (3)
ˆ 0

−π

cos3 x sin2 xdx (4)
ˆ 0

−π

cos4 x sin3 xdx

(5)
ˆ 2π

π

sin2 x cos4 xdx (6)
ˆ π

0

| cos5 x|dx

解 (1)2J(4, 4) = 4I(4, 4) =
3

64
π

(2)先转换到 [0, 4π]，再变成 2倍的 [0, 2π]，非全为偶，因此结果为 0

(3)偶函数，转换为
ˆ π

0

cos3 x sin2 xdx = 0

(4)奇函数，转换为 −
ˆ π

0

cos4 x sin2 xdx = −2I(4, 3) = − 4

35

(5)要看 sin在 x = π的对称性，其是中心对称，因此等价于

ˆ π

0

sin2 x cos4 xdx =
π

16

(6)绝对值肯定轴对称，因此 2I(5, 0) =
16

15

� 练习 6.16其他题目 证明：

ˆ 2π

0

f(a sinx+ b cosx)dx = 2

ˆ π

0

f(
√
a2 + b2 cosx)dx

证明 根据 a sinx+ b cosx =
√
a2 + b2 cos(x+ φ)，这里 cosφ =

b√
a2 + b2

。因此

ˆ 2π

0

f(
√
a2 + b2 cos(x+y))dx =

ˆ 2π+y

y

f(
√
a2 + b2 cos t)dt =

ˆ 2π

0

f(
√
a2 + b2 cosx)dx = 2

ˆ π

0

f(
√
a2 + b2 cosx)dx

6.2.3 区间再现公式

定理 6.16 (区间再现)

♡
f(x)为连续函数，

ˆ π

0

xf(sinx)dx =
π

2

ˆ π

0

f(sinx)dx = π

ˆ π
2

0

f(sinx)dx

证明 令 x = π − t，得到 I =

ˆ 0

π

(π − t)f(sin t)(−dt) = π

ˆ π

0

f(sin t)dt −
ˆ π

0

tf(sin t)dt，因此得到 I =

π

2

ˆ π

0

f(sin t)dt

� 练习 6.17区间再现公式的应用 (1)
ˆ π

0

x ln sinxdx (2)
ˆ π

0

x sinx

1 + cos2 x
dx (3)

ˆ π

0

x

1 + cos2 x
dx
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6.2 三角函数定积分计算

解 (1)变为 I =
π

2

ˆ π

0

ln sinxdx = −π
2

2
ln 2

(2)I =
π

2

ˆ π

0

sinx

1 + cos2 x
dx = −π

2
arctan cosx|π0 =

π2

4

(3)I =

ˆ π

0

x

1 + cos2 x
dx =

π

2

ˆ π

0

1

1 + cos2 x
dx = π

ˆ π
2

0

sec2 x

sec2 x+ 1
dx = π

ˆ π
2

0

d(tanx)

tan2 x+ 2
=

π2

2
√
2

(4)本题区间比较麻烦，不能用区间再现。可尝试用三角变换：I =

ˆ π
4

0

x

2 cos2 x
dx =

1

2

ˆ π
4

0

xd(tanx)，用分

部积分得到
1

2
x tanx

∣∣∣∣π4
0

+
1

2
ln cosx

∣∣∣∣π4
0

=
π

8
+

1

2
ln

√
2

2

�
笔记上面几个虽然并非严格的 xf(sinx)形式，但是也可以使用区间再现。

6.2.4 Euler积分

� 练习 6.18Euler积分 (1)Euler积分：I =

ˆ π
2

0

ln sinxdx = −π
2
ln 2 (2)推论：

ˆ π
2

0

ln cosxdx = −π
2
ln 2,

ˆ π
2

0

ln tanxdx =

0,

ˆ π

0

ln sinxdx = −π ln 2

解 (1)该积分是瑕积分，I =

ˆ π
2

0

ln sinxdx =

ˆ π
2

0

ln cosxdx =
1

2

ˆ π
2

0

ln sinx+ln cosxdx =
1

2

ˆ π
2

0

ln sinx cosxdx，

根据倍角公式得到

I =
1

2

ˆ π
2

0

ln
1

2
sin 2xdx =

1

2

ˆ π
2

0

ln sin 2xdx− π

4
ln 2 =

1

4

ˆ π

0

ln sin tdt− π

4
ln 2 =

1

2
I − π

4
ln 2

因此得到 I = −π
2
ln 2�

笔记要证明 Euler积分收敛，只需证明 lim
x→0+

x ln sinx = 0

� 练习 6.19Euler积分的应用 (1)
ˆ π

2

0

x cotxdx (2)
ˆ 1

0

lnx√
1− x2

dx (3)
ˆ 1

0

arcsinx

x
dx (4)

ˆ π

0

x sinx

1− cosx
dx

解 (1)I =

ˆ π
2

0

xd(ln sin x) = x ln sinx|
π
2
0 −
ˆ π

2

0

ln sinxdx =
π

2
ln 2

(2)令 x = sin t，得到 I =

ˆ π
2

0

ln sin t

cos t
cos tdt = −π

2
ln 2

(3)令 x = sin t，得到

ˆ π
2

0

t

sin t
cos tdt =

ˆ π
2

0

t cot tdt，即 (1)

(4)注意 cot
x

2
=

sinx

1− cosx
(或者可以当场对 1− cosx展开)，因此 I =

ˆ π

0

x cot
x

2
dx = 4

ˆ π
2

0

t cot(t)dt，变

为 (1)

6.2.5 Dirichlet积分

定理 6.17 (Dirichlet积分)

♡

Dirichlet积分
ˆ π

0

sin 2n+1
2 x

2 sin x
2

=
π

2
dx。

推论：

ˆ π

0

sin 2n+1
2 x

sin x
2

dx = π,

ˆ π
2

0

sin(2n+ 1)x

sinx
dx =

π

2
,

ˆ π
2

0

sin(2n)x

sinx
dx = 0,

ˆ π

0

sin(2n+ 1)x

sinx
dx = π
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6.3 积分 (不)等式

证明 (1)Dirichlet：关键在于 cosx+ cos 2x+ · · ·+ cosnx =
sin(n+ 1

2 )x− sin x
2

2 sin x
2

=
sin 2n+1

2 x

2 sin x
2

− 1

2
，从而得到：

ˆ π

0

sin 2n+1
2 x

2 sin x
2

dx =

n∑
k=1

ˆ π

0

cos kxdx+
π

2
=

n∑
k=1

1

k
sin kx

∣∣∣∣π
0

+
π

2
=
π

2

(2)推论：第一个就是把分母 2拿走，第二个 (分子奇数情况)取 t = 2x，第四个用对称性

(3)第三个设 In =

ˆ π

0

sin 2nx

sinx
dx，

In − In−1 =

ˆ π

0

sin 2nx− sin(2n− 2)x

sinx
dx =

ˆ π

0

2

sinx
(cos

4n− 2

2
x · sin 2n− (2n− 2)

2
x)dx

= 2

ˆ π

0

cos(2n− 1)xdx =
2

2n− 1
sin(2n− 1)x

∣∣∣∣π
0

= 0

而 I1 = 0，因此 In = 0

6.2.6 其他几个常见三角积分

� 练习 6.20几个常见三角分数积分 (1)
ˆ π

0

dx

1 + sin2 x
dx (2)

ˆ 2π

0

dx

1 + a cosx
, (−1 < a < 1)

解 (1)上下同乘 sec2 x，得到

ˆ
sec2 x

sec2 x+ tan2 x
dx =

ˆ
d(tanx)

2 tan2 x+ 1
=

1√
2
arctan(

√
2 tanx) + c，注意 tanx在

π

2
是间断的！根据对称性转换为 I = 2

ˆ π
2

0

dx

1 + sin2 x
=

√
2 arctan(

√
2 tanx)|

π
2
0 =

√
2(
π

2
− 0) = 2

π√
2

(2)具体的不定积分计算见不定积分一节，是非常经典的积分。I = 2

ˆ π

0

dx

1 + a cosx
=

4√
1− a2

arctan

√
1− a

1 + a
tan

x

2
|π0，

显然 x = π为间断点，使用对称性非常正确！因此结果为
2π√
1− a2�

笔记一定要注意函数的连续性，用对称性转换。因此能用对称性的一定要优先用对称性。上面两个题目也是重

要的结论。

6.3 积分 (不)等式

6.3.1 整体放缩

� 练习 6.21几个简单积分放缩 证明 (1)1 <
ˆ π

2

0

sinx

x
dx <

π

2
(2)

2

9
π2 <

ˆ π
2

π
6

2x

sinx
dx <

1

3
π2 (3)3

√
e <

ˆ 4e

e

lnx√
x
< 6

证明 (1)根据 f ′(x) =
x− tanx

x2 secx
可知函数单减，因此

f
(π
2

)
=

2

π
≤ sinx

x
< f(0) = 1

(2)根据导数可知单调增，因此

f
(π
6

)
=

2

3
π ≤ 2x

sinx
≤ f

(π
2

)
= π

(3)f ′(x) =
2− lnx

2x
√
x
，因此

1√
e
= f(e) ≤ f(x) ≤ f(e2) =

2

e

6.3.2 同区域单调性放缩

� 练习 6.22几道经典同区域相减 (1)f(x)在 [a, b]上严格增的连续函数，证明：

ˆ b

a

xf(x)dx >
a+ b

2

ˆ b

a

f(x)dx

(2)证明
ˆ π

2

0

cosx

1 + x2
dx >

ˆ π
2

0

sinx

1 + x2
dx (3)证明

ˆ √
2π

0

sinx2dx > 0
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6.3 积分 (不)等式

证明 (1)等价于证明
ˆ b

a

(
x− a+ b

2

)
f(x)dx > 0，进行有目的性的换元，分为两段，用 t表示 x与

a+ b

2
之间

的距离： ˆ b

a

(
x− a+ b

2

)
f(x)dx =

ˆ a+b
2

a

(
x− a+ b

2

)
f(x)dx+

ˆ b

a+b
2

(
x− a+ b

2

)
f(x)dx

=

ˆ 0

b−a
2

(−t)f(a+ b

2
− t)(−dt) +

ˆ b−a
2

0

tf(t+
a+ b

2
)dt

=

ˆ b−a
2

0

t

[
f(t+

a+ b

2
)− f(

a+ b

2
− t)

]
dt > 0

(2)等价于
ˆ π

2

0

sinx− cosx

1 + x2
dx < 0，而 sinx− cosx =

√
2 sin(x− π

4
)关于

(π
4
, 0
)
中心对称，且

1

1 + x2
单

减。因此令 u = x− π

4
：

ˆ π
2

0

sinx− cosx

1 + x2
dx =

ˆ π
2

0

√
2 sin(x− π

4 )

1 + x2
dx =

√
2

ˆ π
4

−π
4

ˆ π
4

−π
4

sinu

1 + (π4 + u)2
du

=
√
2

(ˆ π
4

0

sinx

1 + (π4 + x)2
dx−

ˆ π
4

0

sinx

1 + (π4 − x)2
dx

)

=
√
2

ˆ π
4

0

(
1

(π4 + x)2
− 1

(π4 − x)2

)
sinxdx < 0

� 练习 6.23一道特殊题 (1)证明
ˆ 1

0

cosx√
1− x2

dx >

ˆ 1

0

sinx√
1− x2

dx

6.3.3 利用 Newton-Leibniz公式

定理 6.18 (Newton-Leibniz放缩)

♡

若 f(x)为 [a, b]上连续可微函数，则对 ∀x1, x2 ∈ [a, b]有 f(x2) = f(x1) +

ˆ x2

x1

f ′(x)dx，因此

|f(x2)| ≤ |f(x1)|+
ˆ b

a

|f ′(x)|dx

� 练习 6.24几道经典题 下面均假设 f(x)在区间上连续可微

(1)证明 |f(0)| ≤ 1

a

ˆ a

0

|f(x)|dx+

ˆ a

0

|f ′(x)|dx

(2)经典：证明 |f(x)| ≤

∣∣∣∣∣ 1

b− a

ˆ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣+
ˆ b

a

|f ′(x)|dx

(3)证明 |f(x)| ≤
ˆ 1

0

(|f(x)|+ |f ′(x)|)dx

(4)重点：证明
∣∣∣∣f (1

2

)∣∣∣∣ ≤ ˆ 1

0

|f(x)|dx+
1

2

ˆ 1

0

|f ′(x)|dx

证明 (1)用积分第一中值定理可知
1

a

ˆ a

0

|f(x)|dx = |f(ξ)|，因此得证

(2)(3)同理

(4)设 |f(x0)| = min
x∈[0, 12 ]

|f(x)|，则 |f(x0)| = 2

ˆ 1
2

0

|f(x0)|dx ≤ 2

ˆ 1
2

0

|f(x)|dx，因此

∣∣∣∣f (1

2

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣f(x0) +

ˆ 1
2

x0

f ′(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ 2

ˆ 1
2

0

|f(x)|dx+

ˆ 1
2

0

|f ′(x)|dx
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6.3 积分 (不)等式

同理取 [
1

2
, 1]的部分可得到 ∣∣∣∣f (1

2

)∣∣∣∣ ≤ 2

ˆ 1

1
2

|f(x)|dx+

ˆ 1

1
2

|f ′(x)|dx

因此两式相加除以 2即得到结果。

6.3.4 利用 Cauchy-Schwarz不等式

定理 6.19 (Cauchy-Schwarz不等式)

♡

设 f(x), g(x)在 [a, b]上可积，则(ˆ b

a

f(x)g(x)dx

)2

≤
ˆ b

a

f2(x)dx

ˆ b

a

g2(x)dx

推论 6.2

♡

若 f(x), g(x)非负可积，则

ˆ b

a

f(x)dx

ˆ b

a

g(x)dx ≥

(ˆ b

a

√
f(x)g(x)dx

)2

� 练习 6.25一些经典题目 (1)f(x)在 [0, 1]连续可微，f(1) = f(0) = 1，证明

ˆ 1

0

[f ′(x)]2dx ≥ 1

证明 (1)直接根据 Cauchy-Schwarz不等式得到
ˆ 1

0

[f ′(x)]2dx ≥
[ˆ 1

0

f ′(x)dx

]2
≥ 1

4

6.3.5 利用微分中值定理

� 练习 6.26几道具体分段题 (1)一阶导：f(x)在 [0, 2]上可导，f(0) = f(2) = 1，|f ′(x)| ≤ 1，证明 1 <

ˆ 2

0

f(x)dx < 3

(2)二阶导：
证明 (1)左侧：进行分段处理，对于 [0, 1], [1, 2]分别有f(x) = f(0) + f ′(ξ)x ≥ 1− x, x ∈ [0, 1]

f(x) = f(2) + f ′(η)(x− 2) ≥ x− 1, x ∈ [1, 2]

因此

ˆ 2

0

f(x)dx ≥
ˆ 1

0

(1−x)dx+
ˆ 2

1

(x−1)dx = 1，且等号取到时在 1处不可导，故严格。同理可证明 f(x) ≥ h(x)，

其中 h(x)为

h(x) =

1 + x, x ∈ [0, 1]

3− x, x ∈ [1, 2]

因此

ˆ 2

0

f(x)dx ≤ 3

� 练习 6.27利用一阶导数研究积分 f(x)在 [a, b]连续可微，M = max
x∈[a,b]

|f ′(x)|，证明

(1)若 f(a) = 0或 f(b) = 0，则

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
ˆ b

a

|f(x)|dx ≤ M

2
(b− a)2

(2)若 f(a) = f(b) = 0，则

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
ˆ b

a

|f(x)|dx ≤ M

4
(b− a)2
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6.3 积分 (不)等式

(3)若 f

(
a+ b

2

)
= 0

证明 (1)设 f(a) = 0，则 f(x) = f ′(ξ)(x− a)，因此

ˆ b

a

|f(x)|dx ≤M

ˆ b

a

(x− a)dx =
M

2
(b− a)2

(2)若 f(a) = f(b) = 0，则分两段在 a, b展开
ˆ a+b

2

a

|f(x)|dx ≤ M

2
· (b− a)2

4ˆ b

a+b
2

|f(x)|dx ≤ M

2
· (b− a)2

4

(3)若 f

(
a+ b

2

)
= 0，则分两段在 f

(
a+ b

2

)
展开，和 (2)类似可得到结果

� 练习 6.28利用二阶导数研究积分 f(x)在 [a, b]二阶可微，|f ′′(x)| ≤M，证明

(1)若 f

(
a+ b

2

)
= 0，则

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ M

24
(b− a)3

(2)若 f(a) = f(b) = 0，则

∣∣∣∣∣
ˆ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ M

12
(b− a)3

证明 (1)在
a+ b

2
处展开：

f(x) = f

(
a+ b

2

)
+ f ′

(
a+ b

2

)(
x− a+ b

2

)
+
f ′′(ξ)

2

(
x− a+ b

2

)2

显然一阶导数项中心对称，故消去，二阶导数项用积分第一中值定理可以得到：

ˆ b

a

f(x)dx = (b−a)f
(
a+ b

2

)
+

f ′′(η)

24
(b− a)3，经过放缩即结论。
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第 7章 反常积分

一般的定积分都定义于闭区间中，但很多实际问题中的积分可能区间无穷或者某点不连续，这就需要引出

无穷积分和瑕积分的概念。

7.1 反常积分理论

7.1.1 无穷积分与瑕积分概念

定义 7.1 (无穷积分与瑕积分)

♣

无穷积分：设 f 在 [a,+∞)有定义，若极限 lim
b→+∞

ˆ b

a

f(x)dx存在，则记其为

ˆ +∞

a

f(x)dx。

瑕积分：f 在 (a, b]有定义，且 lim
x→a+

f(x) = ∞，若 lim
ϵ→0+

ˆ b

a+ϵ

f(x)dx收敛，则记其为

ˆ b

a

f(x)dx，

�
笔记如果 lim

x→a+
f(x) ̸= ∞，则不能称 a为 f(x)的瑕点，比如

ˆ 1

0

x

1− ex
dx，0不是其瑕点，其就是个定积分。

定理 7.1 (反常积分 Leibniz公式)

♡

无穷积分：设

ˆ +∞

a

f(x)dx存在，且 f 有原函数 F，则

ˆ +∞

a

f(x)dx = F (+∞)− F (a)

瑕积分：若 F 是 f 在 (a, b]的一个原函数，a是瑕点，则

ˆ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a+ 0)

定理 7.2 (定义判敛)

♡

无穷积分：

ˆ +∞

a

f(x)dx收敛当且仅当 ∀ϵ, ∃A, ∀u ≥ A，|
ˆ +∞

u

f(x)dx| < ϵ

瑕积分：

ˆ b

a

f(x)dx收敛当且仅当 ∀ϵ, ∃δ, ∀u ∈ (a, a+ δ)有 |
ˆ u

a

f(x)dx| < ϵ

证明 根据收敛的定义可知。

定理 7.3 ( 1

xp
的反常积分)

♡

ˆ 1

0

dx

xp
在 p < 1时收敛，p ≥ 1时发散。

ˆ +∞

1

dx

xp
在 p > 1时收敛，p ≤ 1时发散

证明 只讨论 [1,+∞)上的，直接积分：

ˆ u

1

dx

xp
=


1

1− p
(u1−p − 1), p ̸= 1

lnu, p = 1
⇒ lim

u→+∞

ˆ u

1

dx

xp
=


1

p− 1
, p > 1

+∞, p ≤ 1



7.1 反常积分理论

7.1.2 反常积分比较判别法

定理 7.4 (Cauchy收敛准则)

♡

无穷积分：

ˆ ∞

a

f(x)dx收敛当且仅当 ∀ϵ, ∃G ≥ a, ∀u1, u2 > G，满足

|
ˆ u2

u1

f(x)dx| < ϵ

瑕积分：

ˆ b

a

f(x)dx的瑕点为 a，则其收敛当且仅当 ∀ϵ, ∃δ, ∀u1, u2 ∈ (a, a+ δ)满足

|
ˆ u2

u1

f(x)dx| < ϵ

定义 7.2 (绝对收敛与条件收敛)

♣

若

ˆ b

a

|f(x)|dx收敛 (b可以为∞)，则称
ˆ b

a

f(x)dx绝对收敛；若

ˆ b

a

f(x)dx收敛但不绝对收敛，则称其

条件收敛。

定理 7.5 (绝对收敛)

♡

无穷积分：若

ˆ +∞

a

|f(x)|dx收敛，则
ˆ +∞

a

f(x)dx也收敛，且有下述等式

|
ˆ +∞

a

f(x)dx| ≤
ˆ +∞

a

|f(x)|dx

瑕积分：设 f 瑕点为 a，f 在 (a, b]任一内闭区间上可积，则当

ˆ b

a

|f(x)|dx收敛时，
ˆ b

a

f(x)dx也

收敛，且

|
ˆ b

a

f(x)dx| ≤
ˆ b

a

|f(x)|dx

证明 用 Cauchy收敛准则转换至有限区间，再根据积分绝对值放缩可得到结论。

定理 7.6 (比较判别法)

♡

下面考虑 f(x)非负，则有

无穷积分：f, g在任意有限区间可积，且 0 ≤ f(x) ≤ g(x)，当

ˆ +∞

a

g(x)dx收敛时，

ˆ +∞

a

f(x)dx

必收敛

瑕积分：f, g在内包有限闭区间可积，且 0 ≤ f(x) ≤ g(x)，当

ˆ b

a

g(x)dx收敛时，

ˆ b

a

f(x)dx必收

敛

推论 7.1 (等价无穷小判别)

♡

无穷积分：f 在任意有限闭区间可积，且 x→ ∞时 f(x) ∼ λ

xp
，若 p > 1则收敛，p ≤ 1则发散

瑕积分：f 在任意闭区间可积，x→ a时 f(x) ∼ λ

(x− a)p
，若 p < 1则收敛，p ≥ 1则发散

� 练习 7.1基础训练 判断 (1)
ˆ +∞

0

x arctanx

1 + xp
dx (2)

ˆ +∞

0

1

xp + xq
dx (3)

ˆ +∞

0

xp

1 + xq
dx

解 (1) 0不是瑕点，只需考虑∞。若 p > 0，
x arctanx

1 + xp
∼ π

2

1

xp−1
，因此要求 p > 2，此时 x不是瑕点。若 p = 0，

显然发散。若 p < 0，∞显然发散。
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7.1 反常积分理论

(2)0,+∞均有可能是瑕点。先考虑 p = q，此时
1

xp + xq
=

1

2xp
，∞处要求 p > 1，但是 0处要求 p < 1，因

此不可能成立。若 p < q，则 x→ 0时
1

xp + xq
∼ 1

xp
，要求 p < 1，同理 x→ ∞时要求 q > 1

(3)
xp

1 + xq
=

1

x−p + xq−p
，当 −p < 1 < q − p或者 q − p < 1 < −p时收敛，其余情况发散。

推论 7.2 (对数、指数比较判别法)

♡

对 ∀α > 0， lim
x→0+

xα lnx = 0, lim
x→∞

lnx

xα
= 0, lim

x→+∞
xαe−x = 0：

x→ ∞时，等价视为 lnx ∼ xϵ, ex ∼ x+∞

x→ 0时，ln(1 + x) ∼ x, ex − 1 ∼ x, lnx ∼ 1

xϵ
, ex ∼ 1

� 练习 7.2对数、指数比较判别训练 判断收敛性：(1)
ˆ +∞

0

x

1− ex
dx (2)

ˆ +∞

0

ln(1 + x)

xp
dx (3)

ˆ +∞

0

lnx

ex
dx(重点！

)
解 (1)由于 0处极限为 1，不是瑕点。∞处 ex ∼ x∞，因此 lim

x→∞
x2

x

1− ex
= 0，根据比较判别法可知收敛

(2)0处等价于
1

xp−1
，要求 p < 2，+∞处等价于 1

xp
，要求 p > 1，因此 1 < p < 2时收敛

(3) lim
x→0

lnx · x1/2

ex
= 0，因此 0处收敛。∞处 lim

x→∞
x2

lnx

ex
= 0，因此∞处也收敛。

� 练习 7.3对数比较判别进阶 判断
ˆ +∞

3

dx

xp(lnx)q(ln lnx)r
的敛散性

解 p > 1肯定收敛，p < 1肯定发散。若 p = 1，则积分变为

ˆ +∞

3

d(lnx)

(lnx)q(ln lnx)r
，要求 q > 1。若 p = q = 1，

则同理要求 r > 1。

� 练习 7.4变号情况：绝对收敛 +比较判别法 判断敛散性：(1)
ˆ +∞

1

cosx sin 1
x

x
dx

解 (1)|
cosx sin 1

x

x
| ∼ 1

x2
，因此绝对收敛

� 练习 7.5三角双瑕点训练 重点：|q| < 1，判断

ˆ π

0

sinp−1 x

|1 + q cosx|p
dx的敛散性

解 0 处
sinp−1 x

|1 + q cosx|p
∼ xp−1

|1 + q|p
，要求 p − 1 < 1。π 处

sinp−1 x

|1 + q cosx|p
=

sinp−1(π − x)

|1 + q cosx|p
∼ (π − x)p−1

|1 + q|p
，要求

p− 1 < 1

7.1.3 Dirichlet与 Abel判别法

定理 7.7 (Dirichlet与 Abel判别法)

♡

Dirichlet判别法：若 (1)F (x) =
ˆ x

a

f(t)dt在 [a,+∞)有界 (2)g(x)在 [a,+∞)上当 x→ ∞时单调趋

于 0，则

ˆ +∞

a

f(x)g(x)dx收敛。

Abel判别法：若 (1)
ˆ +∞

a

f(x)dx收敛 (2)g(x)单调有界，则
ˆ +∞

a

f(x)g(x)dx收敛

� 练习 7.6在 sinx反常积分判敛的应用 判断以下带三角函数的反常积分的绝对收敛性与条件收敛性：

1.
ˆ +∞

1

sinx

xp
dx,

ˆ +∞

1

cosx

xp
dx：p > 0就收敛，p > 1绝对收敛，0 < p ≤ 1条件收敛

2.
ˆ +∞

0

sinx

xp
dx：1 < p < 2时绝对收敛，0 < p ≤ 1时条件收敛，其余发散
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7.1 反常积分理论

3.
ˆ +∞

0

cosx

xp
dx：1 < p < 2时绝对收敛，0 < p ≤ 1时条件收敛，其余发散

4. 换元：
ˆ +∞

0

sinx2dx,

ˆ +∞

0

cosx2dx,

ˆ +∞

0

x sinx4dx,

ˆ 1

0

1

xp
sin

1

x
dx

5.
ˆ +∞

0

xp sinxqdx

6.
ˆ +∞

0

sinx

xp + xq
dx

证明 (1)p > 1时 | sinx
xp

| ≤ 1

xp
因此绝对收敛。0 < p ≤ 1时根据 Dirichlet判别法可知收敛，下证不绝对收敛，根

据 | sinx| ≥ sin2 x，得到 ∣∣∣∣ sinxxp
∣∣∣∣ ≥ sin2 x

xp
=

1

2

(
1

xp
− cos 2x

xp

)

而

ˆ +∞

1

1

xp
dx不收敛，故

ˆ +∞

1

∣∣∣∣ sinxxp
∣∣∣∣在 0 < p ≤ 1时不收敛。p ≤ 0时，取 u1 = 2kπ, u2 = 2kπ +

π

2
，则∣∣∣∣ˆ u2

u1

sinx

xp
dx

∣∣∣∣ ≥ ˆ u2

u1

sinxdx = 1

显然发散。

(2)分两段，这里考虑
ˆ 1

0

sinx

xp
dx，当 x→ 0时

sinx

xp
∼ 1

xp−1
，因此 p < 2时收敛且绝对收敛，p ≥ 2时发

散。结合 (1)得到 1 < p < 2时绝对收敛，0 < p ≤ 1时条件收敛，其余发散

(3)
cosx

xp
∼ 1

xp
，结合 (1)得到 0 < p < 1时条件收敛，其余发散。

(4)前三个做 t = x2 换元，第一个变成
1

2

ˆ +∞

0

sin t√
t
dt，因此条件收敛。第二个

ˆ +∞

0

cosx2dx同理条件收

敛。第三个换元得到
1

2

ˆ +∞

1

sin t2dt，变成第一个，故条件收敛。第四个做 t =
1

x
换元得到

ˆ 1

+∞
−tp−2 sin tdt =

ˆ +∞

1

sin t

t2−p
dt，2− p > 1时绝对收敛，0 < 2− p ≤ 1条件收敛。

(5)q = 0时显然无法保证 0,+∞同时收敛，原因在于 0要求 p < 1，∞要求 p > 1。q > 0时，令 t = xq，得

到 ˆ +∞

0

xp sinxqdx =
1

q

ˆ +∞

0

sin t

t1−
p+1
q

dt

转换为前面的问题。�
笔记

ˆ +∞

0

sinx

xp
dx,

ˆ +∞

0

cosx

xp
dx的收敛情况要当作结论背下来。

� 练习 7.7三角有理式敛散性判别 判断如下几道三角函数有理式的敛散性 (难度较高)：

(1)判断
ˆ +∞

0

sinx

2x+ 3 sinx
dx的敛散性

(2)判断
ˆ +∞

a

sinx

xp + sinx
dx的敛散性

(3)证明
ˆ +∞

0

dx

1 + x2 sinx2
dx发散

解 (1)该积分没有瑕点，只需要考虑∞，其敛散性等价于
ˆ ∞

2

sinx

2x+ 3 sinx
dx。这里必须拆项 (不能直接放缩原

因在于分母阶数不够)
sinx

2x+ 3 sinx
=

2x sinx

2x(2x+ 3 sinx)
=

(2x+ 3 sinx) sinx− 3 sin2 x

2x(2x+ 3 sinx)
=

sinx

2x
− 3 sin2 x

2x(2x+ 3 sinx)

考虑前者，显然
1

2x
单调递减趋于 0，而∣∣∣∣ˆ u

2

sin dx

∣∣∣∣ = |cos 2− cosu| ≤ 2
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7.1 反常积分理论

根据 Dirichlet判别法知前者收敛。后者先进行放缩

0 ≤ 3 sin2 x

2x(2x+ 3 sinx)
≤ 3

2x(2x− 3)

在无穷处等价于
1

x2
，根据比较原则得到收敛。综上收敛

7.1.4 函数在无穷远处的性质

一、若极限存在，则必为 0

� 练习 7.8 f(x)在 [a, u]可积，

ˆ +∞

a

f(x)dx收敛，若 lim
x→+∞

f(x) = A，则 A = 0

证明 若 A ̸= 0，不妨设 A > 0，则 ∃M ≥ a, ∀x ≥ M, f(x) ≥ A

2
，而

ˆ +∞

a

A

2
dx发散，根据比较判别法可知

ˆ +∞

a

f(x)dx发散

� 练习 7.9 f(x)在 [a,+∞)上连续可微，且

ˆ +∞

a

f(x)dx,

ˆ +∞

a

f ′(x)dx收敛，则 lim
x→+∞

f(x) = 0

证明 由于

ˆ +∞

a

f ′(x)dx收敛，因此 lim
u→+∞

ˆ u

a

f ′(x)dx = lim
u→+∞

f(u) − f(a)存在，根据极限存在可知极限为

0(前一题结论)。

� 练习 7.10 f(x)在 [a,+∞)上连续，

ˆ +∞

a

f(x)dx收敛，则存在递增趋于 +∞的数列 xn，使得 lim
n→∞

f(xn) = 0

证明 根据 Cauchy收敛准则，取 ϵ1 = 1, ∃A′
1, A

′′
1 = A′

1 +1，使得 |
ˆ A′′

1

A′
1

f(x)dx| < ϵ1 = 1。同理对 ϵ2 =
1

2
, ∃A′

2 ≥

A′′
1 , A

′′
2 = A′

2 + 1，使得 |
ˆ A′′

2

A′
2

f(x)dx| < ϵ2 =
1

2
。以此类推，根据积分第一中值定理 ∃xi ∈ [A′

i, A
′′
i ] 使得

|f(xn)| = |
ˆ A′′

n

A′
n

f(x)dx|，显然 xn 单增，|f(xn)| <
1

n
→ 0。

二、极限不一定存在：光满足非负、连续、可导等并不能说明极限存在，甚至不一定有界

� 练习 7.11举例说明 f(x)在任意有限区间 [a, u]非负可积，

ˆ +∞

a

f(x)dx收敛，则 f(x)不一定有界。

解 f(x) =

x, x为整数

0, x不为整数
，如果要求恒正则取 g(x) = f(x) + e−x

� 练习 7.12举例说明 f(x)为 [a,+∞)上连续函数，

ˆ +∞

a

f(x)dx收敛，不一定有 lim
x→+∞

f(x) = 0

解例如

ˆ +∞

1

sinx2dx，令 t = x2 以及 Dirichlet判别法可知收敛，但是极限不为 0。

� 练习 7.13举例说明 [a,+∞)恒正的连续可微函数，

ˆ +∞

a

f(x)dx收敛，则 f(x)不一定有界

解

ˆ +∞

1

x

1 + x6 sin2 x
dx

三、获得极限存在：虽然非负、连续、可导不能推出 lim
x→+∞

f(x) = 0，但一致连续和单调可以推出该性质。

� 练习 7.14经典老题：一致连续 f(x)在 [a,+∞)上一致连续，

ˆ +∞

a

f(x)dx收敛，则 lim
x→+∞

f(x) = 0
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证明 反设 lim
x→+∞

f(x) ̸= 0，则 ∃ϵ0以及趋于无穷的 xn使得 |f(xn)| ≥ ϵ0，对上述 ϵ0，根据一致连续 ∃δ, ∀x′, x′′ ∈

[a,+∞)只要 |x′ − x′′| ≤ δ，就有 |f(x′)− f(x′′)| < ϵ0
2
。对每个 xn，当 x ∈ [xn, xn + δ]时，|f(x)− f(xn)| <

ϵ0
2
，

从而 f(x)在 [xn, xn + δ]不变号，且

|f(x)| ≥ |f(xn)| − |f(x)− f(xn)| >
ϵ0
2

对 ∀M > a, ∃N, xN > M 满足 |
ˆ xN+δ

xN

f(x)dx| =
ˆ xN+δ

xN

|f(x)|dx ≥
ˆ xN+δ

xN

ϵ0
2
dx =

ϵ0δ

2
不趋于 0，根据 Cauchy

收敛准则逆否命题可知

ˆ +∞

a

f(x)dx发散，矛盾。

� 练习 7.15单调 f(x)在 [a,+∞)单调，且

ˆ +∞

a

f(x)dx收敛，则 lim
x→+∞

f(x) = 0，且 lim
x→+∞

xf(x) = 0。

�
笔记反之不一定，即使有 lim

x→+∞
xf(x) = 0，也不一定有

ˆ +∞

a

f(x)dx收敛，例如 f(x) =
1

x lnx

7.2 反常积分的计算

7.2.1 两个常用的基础反常积分

� 练习 7.16计算
ˆ +∞

0

e−ax cos bxdx,

ˆ +∞

0

e−ax sin bxdx，其中 a > 0

解直接写不定积分即可 (具体计算见配对积分法一节)，I1 =
e−ax

a2 + b2
(a cos bx+ b sin bx)

∣∣∣∣+∞

0

=
a

a2 + b2
，同理得

到 I2 =
b

a2 + b2

� 练习 7.17对数配对积分 (1)计算 In =

ˆ 1

0

(lnx)ndx (2)计算 I(m,n) =

ˆ 1

0

xm(lnx)ndx

解 (1)做一次分部积分得到 In = x(lnx)n
∣∣∣∣1
0

−
ˆ 1

0

n(lnx)n−1dx = −nIn−1，而 I1 =

ˆ 1

0

lnxdx = x lnx

∣∣∣∣1
0

− x

∣∣∣∣1
0

=

−1，综上得到 In = (−1)nn!

(2)I(m,n) = − n

m+ 1
I(m,n− 1)，结合 I(m, 0) =

1

m+ 1
可得 I(m,n) =

(−1)nn!

(m+ 1)n+1

7.2.2 富如兰尼积分

定理 7.8 (两侧极限存在则无穷积分收敛)

♡

重点：f(x)在任意有限区间可积， lim
x→+∞

f(x) = A, lim
x→−∞

f(x) = B，给定 a ∈ R，则下面积分收敛，且

值为 a(A−B) ˆ +∞

−∞
[f(a+ x)− f(x)]dx

证明 根据定义，

ˆ +∞

−∞
f(x)dx = lim

M→+∞
lim

m→−∞

ˆ M

m

[f(a+ x)− f(x)]dx，对有限区域积分做如下变换：

I =

ˆ M

m

[f(a+ x)− f(x)]dx =

ˆ M+a

m+a

f(x)dx−
ˆ M

m

f(x)dx =

ˆ M+a

M

f(x)dx−
ˆ m+a

m

f(x)dx

代入 A,B，得到 I =

ˆ M+a

M

[f(x)−A]dx−
ˆ m+a

m

[f(x)−B]dx+ a(A−B)，根据极限 lim
M→+∞

[f(x)−A]dx = 0，

同理 lim
N→+∞

[f(x)−B]dx = 0，因此取极限得到收敛，且值为 a(A−B)
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7.2 反常积分的计算

定理 7.9 (富如兰尼积分)

♡

f(x)为 [0,+∞)连续函数，a, b > 0，则

1. 若 lim
x→+∞

f(x)存在，则

ˆ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = [f(0)− f(+∞)] ln

b

a

2. 若 ∃A > 0，使得

ˆ +∞

A

f(x)

x
dx收敛，则

ˆ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = f(0) ln

b

a

证明 下面对 I =

ˆ M

m

f(ax)− f(bx)

x
dx进行化简：

I =

ˆ M

m

f(ax)

x
dx−

ˆ M

m

f(bx)

x
dx =

ˆ aM

am

f(x)

x
dx−

ˆ bM

bm

f(x)

x
dx =

ˆ bm

am

f(x)

x
dx−

ˆ bM

aM

f(x)

x
dx

(1)根据积分第一中值定理得到
ˆ bm

am

f(x)

x
dx = f(ξ)

ˆ bm

am

1

x
dx = f(ξ) ln

b

aˆ bM

aM

f(x)

x
dx = f(η)

ˆ bM

aM

1

x
dx = f(η) ln

b

a

当m→ 0+,M → +∞时可代入极限，因此结果为 [f(0)− f(+∞)] ln
b

a

(2) 由于
ˆ +∞

A

f(x)dx 收敛，因此第二项 lim
M→+∞

f(x)

x
dx = 0，同时第一项用积分中值定理取极限得到

f(0) ln
b

a

� 练习 7.18富如兰尼积分的应用 计算以下反常积分

(1)
ˆ +∞

0

arctan ax− arctan bx

x
dx (2)

ˆ +∞

0

e−ax − e−bx

x
dx (3)

ˆ +∞

0

cos ax− cos bx

x
dx

解 (1)arctan 0 = 0, arctan(+∞) =
π

2
，因此积分为 −π

2
ln
b

a

(2)e0 = 1, e−∞ = 0，因此积分为 ln
b

a

(3)cos 0 = 1,

ˆ +∞

A

cosx

x
dx收敛，因此积分为 ln

b

a

7.2.3 Dirichlet积分

引理 7.1

♡
设 p > 0，则含参积分

ˆ +∞

0

e−px sin bx− sin ax

x
dx = arctan

b

p
− arctan

a

p

证明 首先
sin bx− sin ax

x
=

ˆ b

a

cosxydy，因此

I =

ˆ +∞

0

dx

ˆ b

a

e−px cosxydy

由于 |e−px cosxy| ≤ e−px，显然

ˆ +∞

0

e−pxdx绝对收敛，因此

ˆ +∞

0

e−px cosxydx, y ∈ [a, b]一致收敛，交换积
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分顺序得到

I =

ˆ b

a

dy

ˆ +∞

0

e−px cosxydx

根据表格法得到：ˆ +∞

0

e−px cosxydx = −1

p
e−px cosxy

∣∣∣∣+∞

0

+
y

p2
e−px sinxy

∣∣∣∣+∞

0

−
ˆ +∞

0

y2

p2
e−px cosxydx

因此得到
y2 + p2

p2

ˆ +∞

0

cosxydy =
1

p

I =

ˆ b

a

p

p2 + y2
dy = arctan

b

p
− arctan

a

p

定理 7.10 (Dirichlet积分)

♡
积分

ˆ +∞

0

sinx

x
dx =

π

2
，进一步地，

ˆ +∞

0

sin px

x
dx =

π

2
sgn(p)

证明 令引理中 a = 0，将 p看成参数，G(p) =

ˆ +∞

0

e−px sin bx

x
dx = arctan

b

p
，由于

ˆ +∞

0

sin bx

x
dx条件收敛，

e−px 在固定 x时关于 p单调，且一致有界，根据 Abel判别法可知 G(p)在 [0, 1]上一致收敛，从而

G(0) = lim
p→0+

G(p) = lim
p→0+

arctan
b

p
=
π

2
sgn(b)

特别地，b = 1得到

ˆ +∞

0

sinx

x
dx =

π

2

� 练习 7.19Dirichlet积分的应用 计算以下反常积分：(1)重点：
ˆ +∞

0

sinx2

x
dx (2)重点：

ˆ +∞

0

sin2 x

x2
dx

(3)
ˆ +∞

0

sin4 x

x2
dx (4)

ˆ +∞

0

sin4 x

x4
dx (5)

ˆ +∞

0

x− sinx

x3
dx

解 (1)做 t = x2，得到
1

2

ˆ +∞

0

sin t

t
dt =

π

4

(2)
ˆ +∞

0

sin2 x

x2
dx = −

ˆ +∞

0

sin2 xd

(
1

x

)
，用分部积分得到

I = − sin2 x

x

∣∣∣∣+∞

0

+

ˆ +∞

0

sin 2x

2x
d2x =

π

2

(3)先分部积分得到ˆ +∞

0

sin4 x

x2
dx = −

ˆ +∞

0

sin4 xd

(
1

x

)
=

ˆ +∞

0

4 sin3 x cosx

x
dx

根据 4 sin3 x cosx = sin 2x(1− cos 2x) = sin 2x− 1

2
sin 4x得到

I =

ˆ +∞

0

sin 2x

2x
d(2x)− 1

2

ˆ +∞

0

sin 4x

4x
d(4x) =

π

4
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第 8章 数项级数

8.1 数项级数基本理论

定义 8.1 (数项级数收敛)

♣

给定数项级数
∞∑

n=1

un，定义 Sn =

n∑
k=1

un为部分和函数，若 lim
n→∞

Sn = S收敛，则称
∞∑

n=1

un收敛，否则称

数项级数发散。

定理 8.1 (数项级数收敛的各种条件)

♡

给定数项级数
∞∑

n=1

un，其收敛的条件：

必要条件 (一定能推出)： lim
n→∞

un = 0

充要条件 (Cauchy准则)：∀ϵ, ∃N, ∀m,m+ p > N 有 |um+1 + · · ·+ um+p| < ϵ

�
笔记一般证明发散要么不满足必要条件，要么用 Cauchy准则逆否命题

� 练习 8.1Cauchy收敛准则 (1)证明
∞∑

n=1

1

n
发散 (2)用 Cauchy收敛准则证明

∞∑
n=1

1

n2
收敛

证明 (1)∃ϵ0 = 0, ∀N,m = N + 1,m+ p = 2N，则
1

m+ 1
+

1

m+ 2
+ · · · + 1

2m
≥ 1

2
= ϵ0，根据 Cauchy逆否命

题可证 (也可以用积分判别法证明)
(2)用

1

n2
<

1

n(n− 1)
，直接求和或者用 Cauchy收敛准则都行

定理 8.2 (子列问题)

♡

对于数项级数
∞∑

n=1

un，若 lim
n→∞

un = 0，Sn =

n∑
k=1

uk 有一个子列 Snp(p为固定整数)收敛，则
∞∑

n=1

un收敛

� 练习 8.2交错子列 证明 1 +
1

2
+ (

1

3
− 1) +

1

4
+

1

5
+ (

1

6
− 1

2
) + · · · = ln 3

证明 S3n =

3n∑
k=1

uk = (1+
1

2
+ · · ·+ 1

3n
)− (1+

1

2
+ · · ·+ 1

n
)，配合 Euler常数可知 S3n = ln 3n+γ− lnn−γ = ln 3

定理 8.3 (去除有限项)

♡去掉、增加、改变级数的有限项并不改变数项级数的收敛性。



8.2 正项级数

8.2 正项级数

8.2.1 比较原则

定理 8.4 (比较原则)

♡

∞∑
n=1

un,

∞∑
n=1

vn 是两个正项级数，

非极限形式：若 ∃N > 0使得 ∀n > N 满足 un ≤ vn，则根据
∞∑

n=1

vn 收敛推出
∞∑

n=1

un 收敛；根据

∞∑
n=1

un 发散，则
∞∑

n=1

vn 也发散

极限形式： lim
n→∞

un
vn

= λ。当 0 < λ <∞，同敛散。λ = 0则
∞∑

n=1

vn敛推
∞∑

n=1

un敛。λ = ∞时
∞∑

n=1

vn

发散推
∞∑

n=1

vn 发散

�
笔记比较原则极限形式的 0 < λ <∞情况即可以使用等价无穷小。但在一些特殊情况下也需要用 λ = 0, λ = ∞
的形式。

例题 8.1常用比较对象
∞∑

n=0

1

np
在 p > 1时收敛，在 p ≤ 1时发散

证明 用积分判别法

� 练习 8.3使用等价无穷小 判断敛散性：(1)
∞∑

n=1

1√
n2 + 1

(2)
∞∑

n=1

2n sin
π

3n

(3)重点：
∞∑

n=1

(
n
√
2− 1) (4)重点：

∞∑
n=1

(a
1
n + a−

1
n − 2)(a > 1)

解 (1)
1√

n2 + 1
∼ 1

n
，发散

(2)和等比级数比，等价于 (
2

3
)nπ，收敛

(3)根据 2
1
n − 1 ∼ 1

n
ln 2，发散 (注意这里用的是 ax ∼ x ln a− 1)

(4)根据 a
1
n + a−

1
n − 2 = (a

1
2n − a−

1
2n )2 = a−

1
n (a

1
n − 1)2 ∼ ln2 a

n2
收敛

� 练习 8.4含对数与指数 (1)重点：
∞∑

n=1

1

3lnn
(2)重点：

∞∑
n=2

1

(lnn)lnn
(3)

∞∑
n=3

1

(ln lnn)lnn
(4)特殊：

∞∑
n=2

1

(lnn)n

(5)重点：
∞∑

n=1

1

n2n sin 1
n

(6)重点：
∞∑

n=1

ln(n+ 1)

en
(7)

∞∑
n=1

(e
1
n2 − cos

π

n
)

解对数需要用到恒等式 aln b = bln a(两侧取对数即可证明)
(1)

1

3lnn
=

1

nln 3
收敛

(2)
1

(lnn)lnn
=

1

nln(lnn)
<

1

n2
收敛

(3)
1

(ln lnn)lnn
=

1

nln ln lnn
<

1

n2
，收敛

(4)
1

(lnn)n
<

1

2n
，收敛

(5)
1

n2n sin 1
n

<
1

n
3
2

，因此收敛。
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(6) lim
n→∞

n2
ln(n+ 1)

en
→ 0

(7)Taylor展开：e
1
n2 − cos

π

n
= 1 +

1

n2
− 1 +

π2

2n2
+ o(

1

n2
) = (1 +

π2

2
)
1

n2
收敛�

笔记要灵活使用比较判别法。有时用等价无穷小，有时直接放缩，有时乘上 n2(一般在分母极大)，有时 Taylor
展开

� 练习 8.5等价无穷小的进一步应用 (1)an > 0，证明 (1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)与

∞∑
n=1

an 敛散性相同

(2)an = (1− p lnn

n
)n，讨论

∞∑
n=1

bn 的敛散性

(3)f(x)在 [−1, 1]二阶连续可微，且 lim
x→0

f(x)

x
= 0，证明

∞∑
n=1

f(
1

n
)绝对收敛

证明 (1)取对数即
∞∑

n=1

ln(1 + an)， lim
n→∞

an = 0时， lim
n→∞

ln(1 + an)

an
= 1，故同敛散。若 lim

n→∞
an ̸= 0时，

∞∑
n=1

an

发散，显然 lim
n→∞

ln(1 + an) ̸= 0，故也发散。

(2)an = en ln(1− p lnn
n ) = en[−

p lnn
n +o( 1

n )] = e−p lnn ∼ 1

np
，当 p > 1时收敛，p ≤ 1时发散。

(3)根据 lim
x→0

f(x)

x
= 0得到 f ′(0) = 0，根据 Lagrange余项得到 f(

1

n
) = f ′(ξ)

1

n2
，因此收敛

定理 8.5 (比式比较判别法)

♡

∞∑
n=1

un,

∞∑
n=1

vn为正项级数，∃N, ∀n ≥ N 有
un+1

un
≤ vn+1

vn
，则

∞∑
n=1

vn收敛可推出
∞∑

n=1

un收敛，
∞∑

n=1

un发

散可推出
∞∑

n=1

vn 发散

证明 根据
un
uN

=
uN+1

uN

uN+2

uN+1
· · · un

un−1
≤ vN+1

vN

vN+2

vN+1
· · · vn

vn+1
=

vn
vN
，由此推出 un ≤ uN

vN
vn 只相差一个常数，

因此根据一般的比较判别法可得到结论。

� 练习 8.6比式比较判别法基本应用 an > 0, 0 < α ≤ 1, β > 1，证明：(1)若
an+1

an
≥ (1− 1

n
)α，则

∞∑
n=1

an发散 (2)

若
an+1

an
≤ (1− 1

n
)β，则

∞∑
n=1

an 收敛

证明 (1)根据
an+1

an
≥ (

n− 1

n
)α =

1
nα

1
(n−1)α

，因此根据结论发散 (2)同理

8.2.2 比式判别法与根式判别法

前面比较判别法常用的比较对象是
1

np
，而根式判别法与比式判别法的比较对象是等比级数。

定理 8.6 (比式判别法与根式判别法)
∞∑

n=1

un 是正项级数，则

比式判别法：若 lim
n→∞

un+1

un
= q < 1，则

∞∑
n=1

un 收敛，若 lim
n→∞

un+1

un
> 1则发散。

75



8.2 正项级数

♡

根式判别法：若 lim
n→∞

n
√
un = l < 1则

∞∑
n=1

un 收敛， lim
n→∞

n
√
un > 1则发散。(双上极限)

证明 (1)若 lim
n→∞

un+1

un
= q < 1，则对 ∀r ∈ (q, 1)，∃N, ∀n > N 有

un+1

un
< r =

rn+1

rn
，而

∞∑
n=1

rn 收敛，根据比

式比较判别法可知。另一侧同理。

(2.1)若 lim
n→∞

n
√
un = l < 1，则 ∀r ∈ (l, 1)，∃N, ∀n > N 有 n

√
un < r，即 un < rn，由于

∞∑
n=1

rn收敛，因此

∞∑
n=1

un 收敛。

(2.2)另一侧若 lim
n→∞

n
√
un = l > 1，则 ∀r ∈ (1, l)，存在子列 nk

√
unk

≥ r，unk
≥ rnk → ∞，因此

∞∑
n=1

un 发

散。�
笔记理论上根式判别法证明发散只需要证上极限，比比式条件更弱，因此更好用。而且由于 lim

n→∞

un+1

un
≤ lim

n→∞
n
√
un ≤

lim
n→∞

n
√
un ≤ lim

n→∞

un+1

un
可知能用比式的一定能用根式，一定要记住

n
√
n! ∼ n

e

� 练习 8.7使用根式判别法 用根式判别法法证明 (1)
∞∑

n=1

n2

(2 + 1
n )

n
(2)

∞∑
n=1

n!

nn
(3)

∞∑
n=1

n!3n

nn

(4)重点：
∞∑

n=1

(n!)2

(2n)!
(5)重点：

∞∑
n=1

(2n− 1)!!

n!
(6)讨论

∞∑
n=1

xnn!

nn
的收敛性，x ≥ 0

解 (1)极限为
1

2
，收敛

(2)极限为
n/e

n
=

1

e
，收敛

(3)极限为
3

e
> 1，发散

(4)极限为 n

√
(n!)2

(2n)!
=

(ne )
2

2n

√
( 2ne )2

∼ 1

4

(5)
∞∑

n=1

(2n− 1)!!

n!
=

∞∑
n=1

(2n)!

n!(2n)!!
=

∞∑
n=1

(2n)!

n!2nn!
，因此根据根式判别法等价于 2 > 1。

(7) lim
n→∞

n

√
xnn!

nn
=
x

e
，x ∈ (0, e)收敛，x ∈ (e,+∞)发散。当 x = e则

an+1

an
=

e

(1 + 1
n )

n
> 1，极限不趋于

0。

� 练习 8.8仅能用根式判别法 (1)证明
∞∑

n=1

1

2n+(−1)n
收敛

(2)讨论
∞∑

n=1

xn

1 + x2n
的敛散性

证明 (1) lim
n→∞

n

√
1

2n+(−1)n
=

1

2
< 1因此收敛

(2)分母 lim
n→∞

n
√
1 + x2n = max{1, x2}，因此

lim
n→∞

n
√
un =

x

max{1, x2}
=

< 1, x ̸= 1

= 1, x = 1

因此 x ̸= 1时收敛，x = 1时发散。

� 练习 8.9根式判别法上下极限 (1)判断 b+ c+ b2 + c2 + · · ·+ bn + cn + · · · 的敛散性，这里 0 < b < c < 1

解 (1) n
√
un 在偶数项为

√
c，奇数项为

√
b，因此上极限为

√
c，故收敛

76



8.3 任意项级数

8.2.3 积分判别法和拉贝判别法

定理 8.7 (积分判别法与拉贝判别法)

♡

∞∑
n=1

un 收敛最本质的充要条件为部分和函数 Sn 有界，其推论为

拉贝判别法 (常用于
an+1

an
→ 1)： lim

n→∞
n(1− un+1

un
) = r > 1，则

∞∑
n=1

un收敛。若 r < 1则发散，r = 1

需要具体判定

积分判别法：f 是 [1,+∞)上非负减函数，则
∞∑

n=1

f(n)与

ˆ +∞

1

f(x)dx同时收敛与发散

证明 (1)拉贝判别法：

收敛情况：根据条件，∃N, ∀n > N 使得 n

(
1− un+1

un

)
> r得到

un+1

un
< 1− r

n
，根据伯努利不等式：

(1 + x)r ≥ 1 + rx, x > −1, r > 1 ⇒
(
1− 1

n

)r

≥ 1− r

n

因此
un+1

un
≤
(
1− 1

n

)r

=

(
n− 1

n

)r

=
1
nr

1
(n−1)r

，显然
∞∑

n=1

1

nr
收敛，因此

∞∑
n=1

un 收敛

发散情况：
un+1

un
≥ 1− 1

n
=
n− 1

n
=

1
n
1

n−1

，而
∞∑

n=1

1

n
发散，因此发散。

�
笔记拉贝判别法更多地用于比式和根式判别法都失效的情况下。

� 练习 8.10拉贝判别法 判断敛散性 (1)
∞∑

n=1

nn

enn!

解 (1)显然根式判别法失效。因此设 un =
nn

enn!
，使用拉贝判别法以及 (1 +

1

n
)n = e − e

2n
(用 (1 + x)

1
x 在 0处

Taylor展开)得到

lim
n→∞

n

(
1− un+1

un

)
= lim

n→∞
n

[
1−

(1 + 1
n )

n

e

]
= lim

n→∞
n

[
1

2n
+ o(

1

n
)

]
=

1

2
< 1

根据拉贝判别法可知发散。

8.2.4 放缩证明敛散性

� 练习 8.11两个简单放缩 (1)an ≥ 0，讨论

∞∑
n=1

an 与

∞∑
n=1

√
anan+1 收敛性的关系

(2)设
∞∑

n=1

a2n,

∞∑
n=1

b2n 收敛，证明

∞∑
n=1

anbn,

∞∑
n=1

(an + bn)
2 均收敛

证明 (1)
√
an + bn ≤ 1

2
(an + bn)，根据比较定理可知

(2)根据 Cauchy不等式，
N∑

n=1

anbn ≤

(
N∑

n=1

a2n

)(
N∑

n=1

b2n

)
，因此收敛。

N∑
n=1

(an + bn)
2 =

N∑
n=1

a2n + 2anbn + b2n

即可
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8.3 任意项级数

8.3 任意项级数

8.3.1 交错项级数

定理 8.8 (Leibniz判别法)

♡

若 an 单减趋于 0，那么交替项级数
∞∑

n=1

(−1)n−1an 收敛

证明 设 an 单减趋于 0，Sn =

n∑
k=1

(−1)k−1ak，下面考虑奇偶部分和：S2n = (a1 − a2) + (a3 − a4) + · · ·+ (a2n−1 − a2n)

S2n+1 = (a1)− (a2 − a3)− (a4 − a5)− · · · − (a2n − a2n+1)

显然 S2n单增，S2n+1单减，a1 − a2 ≤ S2n ≤ S2n + a2n+1 = S2n+1 ≤ a1，因此 S2n, S2n+1均有界，根据单调有

界定理可知收敛，而奇偶子列均收敛说明 Sn 收敛。

� 练习 8.12讨论下面级数的条件收敛与绝对收敛性：

(1)重点：
∞∑

n=1

(−1)n

np+
1
n

(2)
∞∑

n=2

(−1)n

np lnq n
(3)

∞∑
n=1

(−1)n sin
x

n

(4)
∞∑

n=1

(−1)n
arctann

nx
(5)重点：

∞∑
n=1

sin(nπ +
1

np
) (6)重点：

∞∑
n=1

sin(π
√
n2 + p2)

解 (1)
1

np+
1
n

∼ 1

np
因此 p > 1 时绝对收敛。条件收敛性只需要看是否单调，考虑 1 ≥ p > 0，f(x) = xp+

1
x，

f ′(x) = pxp−1x
1
x + xpx

1
x
1− lnx

x2
= xp−1x

1
x (p +

1− lnx

x
) > 0(x 足够大时)，因此整体单减趋于 0。p ≤ 0 时

lim
n→∞

(−1)n

np+
1
n

̸= 0，因此发散。

(2)加绝对值后可以用积分判别法，在 p > 1时绝对收敛，p = 1, q > 1绝对收敛。p > 0，构造 g(x) = xp lnq x，

得到 g′(x) = xp−1 lnq−1 x(p lnx+ q) > 0(x足够大)，从而 p = 1, q ≤ 1时，0 < p < 1条件收敛 p = 0时 q > 0条

件收敛，q ≤ 0发散。p < 0发散。

(3)x = 0则绝对收敛。x ̸= 0时 |(−1)n sin
x

n
| ∼ |x|

n
发散。而 sin

x

n
在 n足够大时单调，因此条件收敛

(4)加绝对值时等价于
1

nx
，因此 x > 1时绝对收敛。不加绝对值时，x < 0一定发散，x > 0时，取 g(y) =

arctan y

yx
，求导发现小于 0，因此收敛

(5)等于
∞∑

n=1

(−1)n sin
1

np
，p > 1绝对收敛，0 < p ≤ 1条件收敛，p ≤ 0发散。

(6)等于
∞∑

n=1

(−1)n sin(π
√
n2 + p2 − nπ) =

∞∑
n=1

(−1)n sin
p2π√

n2 + p2 + n
，因此 p = 0时绝对收敛，p ̸= 0条

件收敛。�
笔记单调性常常使用求导辅助。
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8.4 数项级数理论

8.3.2 Dirichlet与 Abel判别法

定理 8.9 (Dirichlet判别法)

♡

ak, bk 为两个数列，且满足 (1)
k∑

i=1

ai 有界 (2)bk 单调趋于 0，则
∞∑
k=1

akbk 收敛

定理 8.10 (Abel判别法)

♡

ak, bk 满足 (1)
∞∑
i=1

ai 收敛 (2)bk 单调有界，则
∞∑
k=1

akbk 收敛

�
笔记 Leibniz判别法本质只是 Dirichlet和 Abel判别法的一个特例

� 练习 8.13常用三角结论 (1)重点：an 单减趋于 0，x ̸= 2kπ，证明：

∞∑
n=1

an cosnx,

∞∑
n=1

an sinnx收敛

(2)重点：x ̸= kπ，讨论

∞∑
n=1

cosnx

np
,

∞∑
n=1

sinnx

np
的条件收敛和绝对收敛性

(3)重点：讨论
∞∑

n=1

(−1)n
sinn

n
与

∞∑
n=1

(−1)n
sin2 n

n
的条件收敛与绝对收敛性

证明 (1) 根据 |
n∑

k=1

cos kx| = |
sin(n+ 1

2 )x− sin x
2

2 sin x
2

| ≤ 1

| sin x
2 |
，同理 |

∞∑
k=1

sin kx| = |
cos x

2 − cos(n+ 1
2 )x

2 sin x
2

| ≤

1

| sin x
2 |
，根据 Dirichlet判别法可知。

(2)p > 1时 |cosnx
np

| ≤ 1

np
，因此绝对收敛。p > 0时根据 Dirichlet可知条件收敛，p ≤ 0时 lim

n→∞

cosnx

np
̸= 0

发散。

下面证明 0 < p ≤ 1时不绝对收敛：∣∣∣cosnx
np

∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣cos2 nxnp

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣1− sin2 x

np

∣∣∣∣
而

∞∑
n=1

1

np
发散，因此发散。

(3)这种双交错要把 (−1)n吸收进三角。sin(x+nπ) = (−1)n sinx, cos(n+nπ) = (−1)n cosx，因此
∞∑

n=1

(−1)n
sinn

n
=

∞∑
n=1

sin(1 + π)n

n
条件收敛 (根据 (1)结论)。第二个转换为

1

2

∞∑
n=1

(−1)n

n
− 1

2

∞∑
n=1

cos(2 + π)n

n
条件收敛。绝对值发

散的原因是
∞∑

n=1

sin2 n

n
=

1

2

∞∑
n=1

1

n
− 1

2

∞∑
n=1

cos 2n

n

� 练习 8.14具体例子 讨论

∞∑
n=1

cos 3n

n
(1 +

1

n
)n 的收敛性

解
∞∑

n=1

cos 3n

n
根据前面结论收敛，(1 +

1

n
)n → e单调有界，因此由 Abel可知收敛

8.4 数项级数理论

8.4.1 级数的加括号

级数的加括号本质是数列收敛及其子列收敛的关系
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8.4 数项级数理论

定理 8.11 (加括号收敛)

♡

∞∑
n=1

un 收敛，则
∞∑

n=1

un 中任意加括号得到级数
∞∑

n=1

vn 也收敛，且
∞∑

n=1

un =

∞∑
n=1

vn(即加括号既不改变收

敛性，又不改变和)

证明 显然 Sn =

n∑
k=1

uk 收敛，从而 S′
k =

m∑
k=1

vk 是 Sn 子列，从而收敛且极限相同。

�
笔记若级数发散，则加括号得到的新级数可能收敛，例如

∞∑
n=1

(−1)n。若级数加括号以后发散，则原级数一定收

敛。

定理 8.12 (加括号收敛反推级数收敛)

♡

若
∞∑

n=1

un 加括号后
∞∑

n=1

vn 收敛，

若 lim
n→∞

un = 0且每个括号里项个数小于固定值 L，则
∞∑

n=1

un 收敛

若每个括号里符号相同，则
∞∑

n=1

un 收敛

8.4.2 级数的重排

定义 8.2 (重排)

♣

考虑级数
∞∑

n=1

un，f 是 [n] → [n]的映射，则称

∞∑
n=1

vn =

∞∑
n=1

uf(n)

为
∞∑

n=1

un 的一个重排

定理 8.13 (正项级数的重排)

♡

正项级数
∞∑

n=1

un 收敛，则其任意重排
∞∑

n=1

uf(n) 也收敛，且

∞∑
n=1

un =

∞∑
n=1

uf(n)

证明 记 Sn =

n∑
k=1

uk, S
′
n =

n∑
k=1

uf(k)，记M = max{f(1), · · · , f(n)}，则显然 S′
n ≤ SM，根据 lim

n→∞
Sn存在可知

lim
n→∞

S′
n 存在，且

lim
n→∞

S′
n ≤ lim

n→∞
S′
n

反之也可以将 Sn 看作 S′
n 的重排，因此也满足 lim

n→∞
Sn ≤ lim

n→∞
S′
n
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8.4 数项级数理论

定理 8.14 (一般项级数的重排)

♡

f 是重排映射，若 ∃M ∈ Z+ 使得 |f(n)− n| ≤M，则
∞∑

n=1

un 收敛当且仅当
∞∑

n=1

uf(n) 收敛，且

∞∑
n=1

un =

∞∑
n=1

uf(n)

定理 8.15 (绝对收敛级数的重排)

♡

设
∞∑

n=1

un 绝对收敛，则其任意重排
∞∑

n=1

uf(n) 绝对收敛，且

∞∑
n=1

un =

∞∑
n=1

uf(n)

证明 正负部分开即可

定理 8.16 (Riemann定理：条件收敛级数的重排)

♡

设数项级数
∞∑

n=1

un 条件收敛，则对 ∀S ∈ R ∪ {±∞}，存在重排
∞∑

n=1

vn 收敛到 S

8.4.3 正部与负部

对于任意数列 un，考虑非负数列 pn =
|un|+ un

2
, qn =

|un| − un
2

，分别为 un的正部与负部，下面研究它们

之间的关系。

定理 8.17 (正负部)

♡

若
∞∑

n=1

un 绝对收敛，则
∞∑

n=1

pn,

∞∑
n=1

qn 均收敛。若
∞∑

n=1

un 条件收敛，则
n∑

k=1

pk,

n∑
k=1

qk 发散到正无穷，且

lim
n→∞

n∑
k=1

pk

n∑
k=1

qk

= 1

证明 (1)0 ≤ pn, qn ≤ |un|，因此根据比较原则可发现
∞∑

n=1

pn, qn 都收敛，且极限可拆开

(2)
∞∑

n=1

un条件收敛，则
∞∑

n=1

(pn − qn)收敛，但
∞∑

n=1

(pn + qn) = +∞，假设
∞∑

n=1

pn收敛，则
∞∑

n=1

qn收敛，这

与
∞∑

n=1

(pn + qn)发散矛盾。

� 练习 8.15 an 单减，an ≥ 0，

∞∑
n=1

an 发散，证明 lim
n→∞

a2 + a4 + · · ·+ a2n
a1 + a3 + · · ·+ a2n−1

= 1

证明 极限小于等于 1显然。而
a2 + · · ·+ a2n
a1 + · · ·+ a2n−1

≥ a3 + a5 + · · ·+ a2n−1

a1 + a3 + · · ·+ a2n−1
= 1− a1

a1 + · · ·+ a2n−1
，根据单减以

及发散可知 2(a1 + a3 + · · ·+ a2n−1) ≥ a1 + a2 + · · ·+ a2n → ∞，因此大于等于 1。
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8.4 数项级数理论

8.4.4 级数的乘积

8.4.5 级数的相互控制

定理 8.18 (级数相互控制)

♡

设 an ≤ cn ≤ bn 则

数列 an, bn 收敛不能得出 cn 收敛

级数
∞∑

n=1

an,

∞∑
n=1

bn 收敛可得出
∞∑

n=1

cn 收敛

证明 (1)例如：an = −2− 1

n
, bn = 2 +

1

n
, cn = (−1)n

(2)此时 0 ≤ cn − an ≤ bn − an，显然
∞∑

n=1

bn − an 收敛，根据比较原则得到
∞∑

n=1

cn − an 收敛，因此得到

∞∑
n=1

cn 收敛。

推论 8.1 (控制是相互的)

♡

若 an ≤ bn ≤ an+1，则显然推出 bn−1 ≤ an ≤ bn，因此
∞∑

n=1

an,

∞∑
n=1

bn 同敛散。

� 练习 8.16相互控制练习 (1)重点：an 每一项都非零， lim
n→∞

an = a ̸= 0，证明

∞∑
n=1

|an+1 − an|,
∞∑

n=1

∣∣∣∣ 1

an+1
− 1

an

∣∣∣∣
敛散性相同

(2)an 是单调减的正数列，证明
∞∑

n=1

an 与

∞∑
m=1

2ma2m 同敛散

证明 (1)根据极限保号性，∃N, ∀n > N 有
1

2
a ≤ an ≤ 3

2
a，而

∣∣∣∣ 1

an+1
− 1

an

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣an − an+1

anan+1

∣∣∣∣因此
4

9a2
|an+1 − an| ≤

|an+1 − an|
|anan+1|

≤ 4

a2
|an+1 − an|

从而相互控制，同敛散

(2)根据 an 单调减可得

2k−1a2k ≤ a2k−1+1 + a2k−1+2 + · · ·+ a2k ≤ 2k−1a2k−1

对 k求和得到

1

2

n∑
k=1

2ka2k ≤ a1 + a2 + · · ·+ a2n ≤ a1 +

n−1∑
k=0

2ka2k

这说明两者部分和等价，因此同敛散。

� 练习 8.17比较原则对于一般项级数不成立的反例 (1)an, bn 满足 lim
n→∞

an
bn

= l > 0，此时显然

∞∑
n=1

|an|,
∞∑

n=1

|bn|敛

散性相同，但举例说明

∞∑
n=1

an,

∞∑
n=1

bn 敛散性可以不同。

(2) lim
n→∞

an
bn

= 0，根据

∞∑
n=1

bn 绝对收敛可推出

∞∑
n=1

an 绝对收敛，举例

∞∑
n=1

bn 收敛推不出

∞∑
n=1

an 收敛

(3)举例说明
∞∑

n=1

an 收敛，

∞∑
n=1

a2n 不一定收敛
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8.4 数项级数理论

解 (1)例如 an =
(−1)n√

n
, bn =

(−1)n√
n

+
1

n
，显然 lim

n→∞

an
bn

= 1，但 an 收敛，bn 发散

(2)比如 an =
1

n
, bn =

(−1)n√
n

(3)例如 an =
(−1)n√

n
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第 9章 函数列与函数项级数

9.1 函数列的一致收敛

9.1.1 一致收敛的概念

定义 9.1 (一致收敛)

♣
fn 是 I 上的函数列，若对 ∀ϵ, ∃N, ∀x, ∀n > N 有 |fn(x)− f(x)| < ϵ，则称 fn 一致收敛至 f

�
笔记一致收敛与点态收敛的区别：一致收敛的 N 不受 x影响，因此当 n > N 时，所有 x都会在 f(x)± ϵ带中。

� 练习 9.1定义说明不一致收敛 (1)
x

n
在 (0, a]一致收敛到 0，但在 (0,+∞)不一致收敛 (2)说明 xn在 (0, 1)上收敛

但不一致收敛

证明 (1)∃ϵ0 =
1

2
, ∀N, ∃n0 = N + 1, ∃x0 = n0 使得 |x0

n0
− 0| = 1 > ϵ0，因此不一致收敛

(2)点态收敛显然。不一致收敛的原因在 1处，因此考虑 xn = 1 − 1

n
，则 lim

n→∞
|xnn − 0| = lim

n→∞
(1 − 1

n
)n =

e−1 ̸= 0�
笔记

x

n
, xn 是极度重要的不一致收敛反例，在很多反例里都会用到它

定理 9.1 (Cauchy收敛准则)

♡
fn是 I上的函数列，fn在 I上一致收敛于 f 的充要条件为 ∀ϵ, ∃N, ∀n,m > N 满足 sup

x∈I
|fm(x)−fn(x)| < ϵ

�
笔记 Cauchy判别法一般用于证明其他判别法，本身对于证明具体一致收敛用处较少 (因为具体函数列的极限一
般容易算出)

定义 9.2 (内闭一致收敛)

♣
若函数列 fn(x)在区间 D任意一个闭区间都一致收敛，则称 fn(x)在 D上内闭一致收敛。

�
笔记内闭一致收敛的意义在于大部分不一致收敛都是在区间端点出现了问题，因此内闭一致收敛反应了区间整

体的性质，不受个别端点影响。

9.1.2 一致收敛的基本判别法

定理 9.2 (Weiestrass判别法)

♡
若存在 lim

n→∞
an = 0的正项数列 an，使得 I 上有 |f(x)− fn(x)| ≤ an，则 fn(x)一致收敛到 f(x)

证明 根本原因是 an 收敛的 N 与 x无关，用 Cauchy收敛准则易证。

� 练习 9.2M判别法的使用 (1)重点：证明
√
x2 +

1

n2
在任意区间 I 上一致收敛

(2)重点：f(x)为 [a, b]上的连续函数，f0(x) = f(x)，fn+1(x) =

ˆ x

a

fn(t)dt，证明 fn(x)在 [a, b]一致收敛

证明 (1)

∣∣∣∣∣
√
x2 +

1

n2
− |x|

∣∣∣∣∣ = 1
n2√

x2 + 1
n2 + |x|

≤ 1

n
→ 0



9.1 函数列的一致收敛

(2)由于连续，因此 |f(x)| ≤M，因此 |f1(x)| ≤
ˆ x

0

|f1(t)|dt ≤M(x− a)(暂时不要进一步放缩)，同理得到

|f2(x)| ≤
ˆ x

a

M(t− a)dt =
(x− a)2

2!
M，因此 |fn(x)| ≤

(x− a)n

n!
M ≤ (b− a)n

n!
M → 0(最后再放缩)

定理 9.3 (确界判别法)

♡

fn 为 I 上函数列，则

fn(x)一致收敛到 f(x)的充要条件为 lim
n→∞

sup
x∈I

|fn(x)− f(x)| = 0。

fn(x)不一致收敛于 f(x)的充要条件是存在 xn，使得 fn(xn)− f(xn)不收敛到 0(极度重要)

证明 左推右：对 ∀ϵ, ∃N, ∀x, ∀n > N 有 |fn(x)− f(x)| < ϵ，根据上确界定义可知 sup
x∈I

|fn(x)− f(x)| ≤ ϵ

右推左：∀ϵ, ∃N, ∀n > N 有 sup
x∈I

|fn(x)− f(x)| < ϵ，而对 ∀x ∈ I 有 |fn(x)− f(x)| ≤ sup
x∈I

|fn(x)− f(x)|，因

此 ∀x, |fn(x)− f(x)| < ϵ，即一致收敛。�
笔记一般一致收敛用Weiestrass判别法判定，不一致收敛用确界判别法第二条判定

9.1.3 一致收敛判别练习

� 练习 9.3三角相关 求下列函数列的收敛区间、极限函数与一致收敛区间：

(1)fn(x) =
sinx

n
(2)fn(x) = sin

x

n
(3)fn(x) =

x

n
sin

x

n
(4)fn(x) = n sin

x

n

解 (1)根据 |fn(x)| ≤
1

n
→ 0，显然

(2)先求极限函数，∀x ∈ (−∞,+∞)， lim
n→∞

fn(x) = 0，因此点态收敛到 0。取 xn = n，则 sin
xn
n

= sin 1不

趋于 0，因此在 (−∞,+∞)不一致收敛。但是任意 [a, b] ⊆ (−∞,+∞)，显然 |x| ≤M，| sin x
n
| ≤ |x

n
| ≤ M

n
→ 0，

因此内闭一致收敛

(3)点态收敛到 f(x) = 0，取 xn = n，则 lim
n→∞

fn(xn) = sin 1 ̸= 0。取 [a, b] ⊆ (−∞,+∞)，则 |fn(x)− 0| ≤

|x
n
| → 0因此内闭一致收敛。

(4)极限函数为 1，考虑 xn = n，则 lim
n→∞

|fn(xn)− xn| = |n sin 1− n| ̸= 0，因此在 (−∞,+∞)不一致收敛。

取 [a, b] ⊆ (−∞,+∞)，则 |fn(x)− x| ≤ |n(sin x
n
− x

n
)| ≤ n(

x

n
)2 ≤ M2

n
→ 0，中间的不等式使用了 Taylor展开，

因此内闭一致收敛。

� 练习 9.4分式相关 判断在 [0,+∞)的一致收敛性

(1)fn(x) =
x

1 + n2x2
(2)fn(x) =

x

1 + nx
(3)fn(x) =

1

1 + nx
(4)fn(x) =

nx

1 + n2x2

解 (1)fn(x) ≤
x

2nx
=

1

2n
(x ̸= 0) → 0，而 x = 0时 fn(0) = 0，因此一致收敛

(2)x = 0显然，x ̸= 0时 fn(x) ≤
1

n
→ 0，一致收敛

(3)先考虑极限函数 x = 0时，极限函数为 1，x ̸= 0时，极限函数为 0。考虑 (0,+∞)，取 xn =
1

n
，fn(x)−f(x) =

1

2
̸= 0，因此不一致收敛。在 [a,+∞)有 fn(x)− 0 =

1

1 + nx
≤ 1

1 + na
→ 0一致。

(4) 极限函数为 0。取 xn =
1

n
，显然 fn(x) − 0 =

1

2
不趋于 0，因此不一致收敛。在 [a,+∞) 时 fn(x) ≤

nx

n2x2
≤ 1

nx
≤ 1

na
→ 0

� 练习 9.5 导数与积分一致收敛 (1)f(x) 在 R 上有连续导函数，an 为单调趋于 +∞ 的正数列，证明 fn(x) =

an

[
f

(
x+

1

an

)
− f(x)

]
在任意有限闭区间 [a, b]上一致收敛到 f ′(x)
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(2)特例：证明 fn(x) = n

(√
x+

1

n
−
√
x

)
在任意有限闭区间 [a, b]上一致收敛到

1

2
√
x

(3)f(x) 为 R 上连续函数，记 fn(x) =
1

n

n∑
k=1

f

(
x+

k

n

)
，证明 fn(x) 在任意有限区间 [a, b] 上一致收敛于

F (x) =

ˆ 1

0

f(x+ t)dt

(4)特例：证明 fn(x) =

n∑
k=1

1

n
cos

(
x+

k

n

)
在任意有限区域 [a, b]上一致收敛到 sin(x+ 1)− sinx

证明 (1)给定 n，根据 Lagrange中值定理，fn(x) = f ′(x+ ξn)，这里 ξn <
1

an
。由于 f ′(x)在 [a, b+1]连续，因

此一致连续，∀ϵ, ∃δ ∈ (0, 1)当 |x1 − x2| < δ，|f ′(x1)− f ′(x2)| < ϵ，而 ∃N, ∀n > N, ξn <
1

an
< δ，此时

|fn(x)− f ′(x)| = |f ′(xn + ξn)− f ′(x)| < ϵ

因此一致收敛

(2)即 (1)的特例

(3)F (x) =
n∑

k=1

ˆ k
n

k−1
n

f(x+ t)dt，因此

|fn(x)− F (x)| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ˆ k
n

k−1
n

f

(
x+

k

n

)
−

n∑
k=1

ˆ k
n

k−1
n

f(x+ t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

ˆ k
n

k−1
n

∣∣∣∣f (x+
k

n

)
− f(x+ t)

∣∣∣∣ dt
显然 f(x) 在 [a, b + 1] 一致连续，∀ϵ, ∃δ, |x1 − x2| < δ 时 |f(x′) − f(x′′)| < ϵ。而 ∃N, ∀n > N,

1

n
< δ，对于

∀x ∈ [a, b], t ∈
[
k − 1

n
,
k

n

]
，有 ∣∣∣∣(x+

k

n

)
− (x+ t)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣kn − t

∣∣∣∣ ≤ 1

n
< δ

综上得到

∀x ∈ [a, b], |fn(x)− F (x)| <
n∑

k=1

ˆ k
n

k−1
n

ϵdt = ϵ

9.1.4 四则运算、复合极限的一致收敛性

定义 9.3 (一致有界)

♣
∃M, ∀n, ∀x ∈ I 有 |fn(x)| ≤M

引理 9.1 (极限的有界性)

♡

设 fn(x)在区间 I 上点态收敛到 f(x)，则

若一致收敛，且每个 fn(x)有界，则 f(x)有界，fn(x)一致有界

若一致收敛，且 f(x)有界，则 fn(x)除去至多有限项外一致有界

若 fn(x)一致有界，则 f(x)有界

证明 (1) 设 |fn(x)| ≤ Mn。根据一致收敛，取 ϵ = 1, ∃N, ∀n > N, ∀x ∈ I 有 |fn(x) − f(x)| ≤ 1。因此得到

|f(x)| ≤MN + 1 :=M。而 n ≥ N 时，∀x ∈ I 有 |fn(x)| ≤ |f(x)|+ 1 =M + 1，前面有限项取最大即可，因此

一致有界

(2)包含于 (1)的推导过程中
(3)若 ∃M, ∀n, |fn(x)| ≤M，根据 lim

n→∞
fn(x) = f(x)，则 ∀x ∈ I, ∃ϵ0 = 1, ∃N,n ≥ N 有 |f(x)− fn(x)| ≤ 1，

因此 |f(x)| ≤ |fn(x)|+ 1 ≤M + 1，因此有界。
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定理 9.4 (四则运算)

♡

fn, gn 在 I 上分别一致收敛到 f(x), g(x)，则

数乘：kfn(x)一致收敛到 kf(x)

加法：fn(x) + gn(x)一致收敛到 f(x) + g(x)

乘法：若每个 fn(x), gn(x)均有界，则 fn(x)gn(x)一致收敛到 f(x)g(x)

乘法推论：若 fn(x), gn(x)为连续函数列且 I 为闭区间，则 fn(x)gn(x)一致收敛到 f(x)g(x)

除法：若 ∃M 使得 |f(x)| ≥M，则 ∃N,n > N 时 fn(x)在 I 上无零点，且
1

fn(x)
一致收敛到

1

f(x)

证明 (1,2)显然
(3)用 |fn(x)gn(x)− f(x)g(x)| ≤ |fn(x)||gn(x)− g(x)|+ |g(x)||fn(x)− f(x)|

(4)取 ϵ =
M

2
, ∃N, ∀n > N, ∀x有 |fn(x)− f(x)| ≤ M

2
，因此 |fn(x)| ≥ |f(x)| − M

2
≥ M

2
，因此无零点。第

二个结论用 | 1

fn(x)
− 1

f(x)
| = |fn(x)− f(x)

fn(x)f(x)
| ≤ |fn(x)− f(x)|

M · M
2

< ϵ

� 练习 9.6反例 (1)举例说明 fn(x), gn(x)分别一致收敛到 f(x), g(x)，但 fn(x)gn(x)不一致收敛到 f(x)g(x)

解 (1)根据定理函数列要无界，取 fn(x) =
1

n
, gn(x) =

1

x
，显然 fn(x)一致收敛到 0，gn(x)一致收敛到

1

x
，但

fn(x)gn(x) =
1

nx
不一致收敛到 0，因为取 xn =

1

n
即可。

定理 9.5 (复合)

♡

fn(x) 在 I 上一致收敛到 f(x)，且每个 fn(x) 均有界，g(x) 为 R 上连续函数，则 g(fn(x)) 一致收敛到

g(f(x))

证明 根据一致收敛以及个个有界得到 fn(x)一致有界，不妨设对 ∀n, ∀x ∈ I 有

|fn(x)| ≤M

由于 g(x)在 [−M,M ]上一致连续，∀ϵ, ∃δ, |x1 − x2| < δ时，|g(x1)− g(x2)| < ϵ，对上述 δ，由于 fn(x)一致收

敛，∃N, ∀n > N 有

|fn(x)− f(x)| < δ, ∀x ∈ I

从而 n > N 时，∀x ∈ I 满足 |g(fn(x))− g(f(x))| < ϵ

9.2 函数列极限的性质

9.2.1 极限函数的连续性

定理 9.6 (极限顺序交换)

♡

fn(x)在 (a, x0) ∪ (x0, b)上一致收敛于 f(x)，且 ∀n，极限 lim
x→x0

fn(x) = an 存在，则

lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x) = lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x)

证明 由于 fn(x)一致收敛到 f(x)，则对 ∀ϵ, ∃N, ∀m,n > N, ∀x ∈ (a, b)有 |fn(x)− fm(x)| < ϵ，让 x → x0，则

|an − am| < ϵ，因此 an 收敛，设 lim
n→∞

an = A。下证右侧 lim
x→x0

f(x) = A，根据

|f(x)−A| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− an|+ |an −A| < 3ϵ

第一个要求 N 足够大，第二个要求 δ足够小，第三个要求 N 足够大。
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推论 9.1 (局部连续性)

♡
若 fn(x)在 x0 邻域 U(x0, δ)内一致收敛，fn(x)在 x0 处连续，则极限函数 f(x)也在 x0 处连续

证明 根据 lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x) = lim
n→∞

fn(x0) = f(x0)

推论 9.2 (整体连续性)

♡若连续函数列在 I 上内闭一致收敛于 f，则 f 在 I 上连续

证明 原因在于单点的连续性仅与小邻域有关 (甚至可以只有半边)，因此内闭的一致收敛即可推出极限函数的连
续

例题 9.1例如 xn 在 (0, 1)内闭一致收敛，因此极限函数 0在 (0, 1)连续。

定理 9.7 (一致连续性)

♡
若 fn(x)在 I 中一致收敛，每一项都一致连续，则极限函数 f(x)在 I 上也一致连续

证明 思路：|f(x1)− f(x2)| ≤ |f(x1)− fn(x1)|+ |fn(x1)− fn(x2)|+ |fn(x2)− f(x2)| < 3ϵ，中间一项用 fn(x)

的一致连续性，左右两项用一致收敛性。

� 练习 9.7函数列连续性练习 (1)fn(x)在 [a, b]一致收敛到 f(x)，数列 xn ∈ [a, b]， lim
n→∞

xn = x0，若 f(x)在 x0处

连续，证明 lim
n→∞

fn(xn) = f(x0)

(2)fn(x)在 [a, b]收敛到连续 f(x)，证明 fn(x)在 [a, b]一致收敛到 f(x)的充要条件为任意满足 lim
n→∞

xn = x0

的数列，都有 lim
n→∞

fn(xn) = f(x0)

证明 (1)注意与定理的区别，这里有双重 n。思路为 |fn(xn)− f(x0)| ≤ |fn(xn)− f(xn)|+ |f(xn)− f(x0)|，前
者用一致收敛，后者用连续性。

根据一致收敛性，∀ϵ, ∃N1, ∀n > N1, ∀x ∈ [a, b]有 |fn(x)−f(x)| < ϵ，根据 f(x)在 x0连续以及 lim
n→∞

xn = x0

可知 ∃N2, ∀n > N2, |f(xn)− f(x)| < ϵ，取 N = max{N1, N2}，∀n > N 有

|fn(xn)− f(x0)| ≤ |fn(xn)− f(xn)|+ |f(xn)− f(x0)| < 2ϵ

(2)左推右：思路：|fn(xn)− f(x0)| ≤ |fn(xn)− f(xn)|+ |f(xn)− f(x0)|，注意不要写成 |fn(xn)− fn(x0)|+
|fn(x0)− f(x0)|！原因在于 fn(x)不一定连续。

右推左：反设不一致收敛，则 ∃ϵ0, ∀N, ∃n > N, ∃xn ∈ [a, b]满足 |fn(xn)− f(xn)| ≥ ϵ0，由于 xn 有界，因

此存在收敛子列，不妨就设 xn → x0 ∈ [a, b]，则 lim
n→∞

|fn(xn)− f(xn)| = lim
n→∞

|fn(xn)− f(x0)| ≥ ϵ0，与所给条

件矛盾。�
笔记反设法下不一致收敛常用的讨论即存在 xn，使得 |fn(xn)− f(xn)| ≥ ϵ0

9.2.2 极限函数的可积性

定理 9.8 (可积性)

♡

fn(x)在 [a, b]上一致收敛到 f(x)，fn(x)均在 [a, b]上可积，则 f(x)在 [a, b]可积，且

lim
n→∞

ˆ b

a

fn(x)dx =

ˆ b

a

f(x)dx =

ˆ b

a

lim
n→∞

fn(x)dx

证明 (1)先说明可积：∀ϵ, ∃N 使得 ∀x, |f(x)− fN (x)| < ϵ

b− a
，做划分 T，取 x1, x2 于同一区间，考虑振幅：

|f(x1)− f(x2)| ≤ |f(x1)− fN (x1)|+ |fN (x1)− fN (x2)|+ |fN (x2)− f(x2)| ≤
ϵ

b− a
+ ωfN

i +
ϵ

b− a
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得到 f(x)的振幅 ωf
i ≤ 2ϵ

b− a
+ ωfN

i ，因此∑
T

ωf
i ∆xi ≤

∑
T

2ϵ

b− a
∆xi +

∑
T

ωfN
i ∆xi < 3ϵ

(2)求积分值：考虑 |
ˆ b

a

fn(x)dx−
ˆ b

a

f(x)dx| ≤
ˆ b

a

|fn(x)− f(x)|dx <
ˆ b

a

ϵ

b− a
dx = ϵ

�
笔记该定理在 ZJU2020中出现过。

� 练习 9.8不可积反例 举例连续函数列 fn(x)在 [a, b]收敛到连续函数 f(x)，但无 lim
n→∞

ˆ b

a

fn(x)dx =

ˆ b

a

f(x)dx

解 fn(x) = nxn(1 − xn), x ∈ [0, 1]，极限函数为 f(x) = 0，此时

ˆ 1

0

f(x)dx = 0，但是

ˆ 1

0

fn(x)dx =
n

n+ 1
−

n

2n+ 1
=

1

2
。

� 练习 9.9可积性的应用 fn(x)每项都在 [a, b]连续可微，g(x)为 [a, b]连续函数，若存在M > 0，使得 ∀n ∈ N+，

x′, x′′ ∈ [a, b]有 |fn(x′)− fn(x
′′)| ≤ M

n
|x′ − x′′|，证明： lim

n→∞

ˆ b

a

f ′n(x)g(x)dx = 0

证明 根据条件得到 |fn(x)− fn(y)

x− y
| ≤ M

n
，令 y → x得到 |f ′n(x)| ≤

M

n
→ 0。由于 g(x)有界，因此 f ′n(x)g(x)

一致收敛到 0，根据一致收敛性质可将极限和积分互换位置，从而结论成立。

推论 9.3 (可积性推广)

♡

fn(x)在 [a, b]一致收敛到 f(x)，且 fn(x)均可积，则 f(x)在 [a, b]可积，且对任意可积 g(x)和 x0 ∈ [a, b]，ˆ x

x0

fn(t)g(t)dt在 [a, b]上一致收敛到

ˆ x

x0

f(t)g(t)dt

证明 考虑

∣∣∣∣ˆ x

x0

fn(t)g(t)dt−
ˆ x

x0

f(t)g(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ˆ x

x0

|fn(t)− f(t)||g(t)|dt
∣∣∣∣ ≤M

ˆ b

a

|fn(x)− f(x)|dx < ϵ

�
笔记上述推论常用的特例：

ˆ x

x0

fn(t)dt在 [a, b]上一致收敛到

ˆ x

x0

f(t)dt

9.2.3 极限函数的可微性

定理 9.9 (可微性)

♡

fn(x)的每项在 [a, b]有连续导函数，f ′n(x)在 [a, b]一致收敛到 g(x)，若 ∃x0 ∈ [a, b]使得 fn(x0)收敛，则

fn(x)在 [a, b]一致收敛于一个连续可微函数 f(x)，且 f ′(x) = g(x)，即

( lim
n→∞

fn(x))
′ = lim

n→∞
f ′n(x)

证明 (1)极限函数存在：根据 Newton-Leibniz公式可知 fn(x) = fn(x0) +

ˆ x

x0

f ′n(t)dt，根据条件 fn(x0)收敛且

与 x无关。根据前面可积性推论可知

ˆ x

x0

f ′n(t)dt一致收敛到

ˆ x

x0

g(t)dt，根据一致收敛的四则运算可知 fn(x)本

身也一致收敛至 f(x) = lim
n→∞

fn(x0) +

ˆ x

x0

g(t)dt

(2)导数：由于 f ′n(x)在 [a, b]连续，g(x)连续，从而 f(x)可导且 f ′(x) = g(x)。�
笔记定理中 fn(x)存在 x0 这个收敛点的条件必不可少，这为使用 Leibniz公式奠定了基础。在实际使用中，往
往可以直接看出 fn(x), f

′
n(x)都一致收敛，则可直接得出 ( lim

n→∞
fn(x))

′ = lim
n→∞

f ′n(x)的结论，不用管 x0。

� 练习 9.10具体计算 (1)已知 un(x) =
cosnx

n
√
n
，判定其在 (0, 2π)上是否逐项可导，若可导则求出 S′(x)
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9.3 函数项级数的一致收敛性

解 (1)考虑 u′n(x) = − sinnx√
n
，根据 Dirichlet判别法可知一致收敛，因此逐项可导，S′(x) = −

∞∑
n=1

sinnx√
n

9.2.4 连续 +单调：推出一致收敛

定理 9.10 (关于 x单调)

♡

函数列 fn(x)在 [a, b]收敛到连续函数 f(x)，且每个 fn(x)在 [a, b]上关于 x单调增，则 fn(x)一致收敛到

f(x)

证明

定理 9.11 (Dini定理：关于 n单调)

♡

连续函数列 fn(x)在 [a, b]收敛于连续函数 f(x)，若固定 x，每个 fn(x)关于 n单调，则 fn(x)在 [a, b]上

一致收敛到 f(x)

证明 (1)先证明在小区间成立：固定 x0 ∈ [a, b]，fn(x0)− f(x0)单调趋于 0，∀ϵ, ∃N 有 |fN (x0)− f(x0)| < ϵ。固

定 N，由于 fN (x)− f(x)连续，因此根据保号性 ∃δ, ∀x ∈ U(x0, δ)有 |fN (x)− f(x)| < ϵ。重新根据单调性得到

∀n > N, ∀x ∈ U(x0, δ)有

|fn(x)− f(x)| ≤ |fN (x)− f(x)| < ϵ

(2)再证明在整个区间成立：显然区间集 {U(x0, δ) : x0 ∈ [a, b]}是 [a, b]的开覆盖，根据有限覆盖定理得到

存在有限个点 x1, · · · , xk 的邻域覆盖 [a, b]，每个对应着 Ni, δi 使得

∀n > Ni, ∀x ∈ U(xi, δi), |fn(x)− f(x)| < ϵ

因此取N = max{N1, · · · , Nk}，∀n > N 时，对 ∀x ∈ [a, b]，总能找到 xi使得 x ∈ U(xi, δi)，且 |fn(x)−f(x)| < ϵ�
笔记 ZJU2020默写了 Dini定理的证明

9.3 函数项级数的一致收敛性

9.3.1 一致收敛的基本性质与判别

定理 9.12 (一致收敛性质)

♡

∞∑
n=1

un(x)在 D上一致收敛，则 un(x)在 D上一致收敛到 0。

� 练习 9.11收敛但不一致收敛的级数 说明

∞∑
n=1

n

1 + n3x
在 (0, 1)收敛但不一致收敛

证明 (1)收敛：根据
n

1 + n3x
∼ 1

n2x
，若 x固定，则作为数项级数收敛，因此函数项级数收敛

(2)不一致收敛：xn =
1

n3
，则

n

1 + n3xn
=
n

2
不趋于 0，因此不一致收敛

定理 9.13 (一致收敛充要条件)
∞∑

n=1

un(x)在 D上一致收敛到 S(x)的充要条件为：
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9.3 函数项级数的一致收敛性

♡

Cauchy收敛准则：∀ϵ, ∃N, ∀n > m > N, ∀x ∈ D有 |
n∑

k=m+1

uk(x)| < ϵ

确界： lim
n→∞

sup
x∈D

|
∞∑

k=n+1

uk(x)| = 0

� 练习 9.12 I上函数列 un(x)满足 ui(x)uj(x) = 0, i ̸= j, ∀x ∈ I，若存在正数列 an满足 |un(x)| ≤ an， lim
n→∞

an = 0，

证明：

∞∑
n=1

un(x)在 I 一致收敛

证明 根据条件 ∀x ∈ I，u1(x), · · · , un(x), · · · 中至多只有一个非零，因此根据确界条件 sup
x∈I

|
∞∑

k=n+1

uk(x)| ≤

sup
n
{an+1, an+2, · · · } → 0。

定理 9.14 (M判别法)

♡

∞∑
n=1

un(x)为 D 上的函数项级数，若存在收敛的数项级数
∞∑

n=1

Mn 满足 ∀x ∈ D，|un(x)| ≤ Mn，则得到

∞∑
n=1

un(x)在 D上一致收敛

� 练习 9.13讨论一致收敛性：(1)
∞∑

n=1

arctan
2x

x2 + n3
在 (−∞,+∞) (2)

∞∑
n=1

x2n

1 + x2n+1
在 x ≥ 0

解 (1)| arctan 2x

x2 + n3
| ≤ | 2x

x2 + n3
| ≤ |2x|

2|x|n3/2
=

1

n3/2
，因此一致收敛

(2)x ≥ 1时， lim
n→∞

x2n

1 + x2n+1
=

1

x
，发散。0 ≤ 1 < 1时根据

x2n

1 + x2n+1
≤ x2n 点态收敛，但是感觉出 1处

会导致一致收敛出问题，因此取 xn = 1− 1

n
，

x2nn
1 + x2n+1

n

→ e−2

1 + e−2
̸= 0，因此不一致收敛。

� 练习 9.14积分格式 f(x)在 [a, b]上连续函数，f0(x) = f(x)，fn+1(x) =

ˆ x

a

fn(t)dt，证明
∞∑

n=1

fn(x)在 [a, b]一

致收敛。

证明 同前面，|fn(x)| ≤
(b− a)n

n!
M，根据根式或者比式判别法易知。

9.3.2 Dirichlet与 Abel判别法

定理 9.15 (Dirichlet与 Abel判别法)

♡

对于 I 上的函数项级数
∞∑

n=1

un(x)vn(x)，若满足下面任意一条，则一致收敛

Dirichlet：(1)
n∑

k=1

uk(x)在 I 上一致有界 (2)vn(x)固定 x ∈ I 关于 n单调，且在 I 上一致收敛到 0

Abel：(1)
∞∑

n=1

un(x)一致收敛 (2)vn(x)固定 x ∈ I 关于 n单调，且在 I 上一致有界

�
笔记单调都是关于 n，一致都是关于 x
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9.4 函数项级数极限函数的性质

� 练习 9.15经典一致收敛题 (1)an 单调收敛于 0，证明：

∞∑
n=1

an cosnx在 [α, 2π − α]上一致收敛

证明 (1)首先判断一致有界性：∣∣∣∣∣
n∑

k=1

cos kx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ sin

(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

− 1

2

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2
∣∣sin x

2

∣∣ + 1

2
≤ 1

2 sin α
2

+ 1

因此
∑

cosnx一致有界，而 an 固定 x时单调趋于 0，因此根据 Dirichlet判别法可知一致收敛。

9.4 函数项级数极限函数的性质

定理 9.16 (端点法)

♡

∞∑
n=1

un(x)在 (a, b)一致收敛，且每个 un(x)在 [a, b)连续，则
∞∑

n=1

un(x)在 [a, b)一致收敛，特别的，
∞∑

n=1

un(a)

收敛

�
笔记开区间一致收敛的函数列往往能延拓到闭区间，因此题目中开区间的函数列往往是不一致收敛的 (除非无
定义)。

定理 9.17 (逐项单向极限)

♡

∞∑
n=1

un(x)在 (a, b)一致收敛， lim
x→a+

un(x) = an,

∞∑
n=1

an 收敛，则

lim
x→a+

∞∑
n=1

un(x) =

∞∑
n=1

lim
x→a+

un(x) =

∞∑
n=1

an

定理 9.18 (连续性)

♡

∞∑
n=1

un(x)在 U(x0, δ)内一致收敛到 S(x)，且每个 un(x)均在 x0 处连续，则 S(x)也在 x0 处连续，即

∞∑
n=1

( lim
x→x0

un(x)) = lim
x→x0

∞∑
n=1

un(x)

定理 9.19 (逐项积分)

♡

若
∞∑

n=1

un(x)在 [a, b]一致收敛到 S(x)，且每个 un(x)在 [a, b]可积，则 S(x)也在 [a, b]可积，且

∞∑
n=1

ˆ b

a

un(x)dx =

ˆ b

a

∞∑
n=1

un(x)dx

定理 9.20 (逐项可微)

♡

∞∑
n=1

un(x)的每个 un(x)在 [a, b]有连续偏导数，
∞∑

n=1

u′n(x)在 [a, b]一致收敛到 g(x)，若存在 x0 ∈ [a, b]使

得
∞∑

n=1

un(x0)收敛，则
∞∑

n=1

un(x)在 [a, b]上一致收敛，和函数 S(x)可导，S′(x) = g(x)，即

(

∞∑
n=1

un(x))
′ =

∞∑
n=1

u′n
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第 10章 幂级数

10.1 幂级数概念及其收敛区间

定义 10.1 (幂级数)

♣

∞∑
n=0

an(x− x0)
n 称为幂级数，但一般只研究

∞∑
n=0

anx
n

10.1.1 收敛区间与收敛半径

定理 10.1 (Abel定理)

♡

若幂级数
∞∑

n=1

anx
n在 x0 ̸= 0收敛，则对 ∀x, |x| < |x0|，

∞∑
n=1

anx
n绝对收敛；若 x0处发散，则 ∀x, |x| > |x0|

均发散。

证明 若
∞∑

n=0

anx
n
0 收敛，则 |anxn| = |anxn0 | · |

x

x0
|n ≤Mrn，这里 r = | x

x0
| ∈ [0, 1)。另一侧同理

定义 10.2 (收敛半径)

♣

根据 Abel定理可知 ∃R ∈ R，使得 |x| < R时幂级数绝对收敛 (若 R = 0则仅在 x = 0处收敛)，对一切
|x| > R均发散，称 R为幂级数收敛半径，(−R,R)为收敛区间。

定理 10.2 (收敛半径的计算)

♡

幂级数收敛半径 R(可以为 0,∞)的计算有以下几种方式：
根式 (柯西-阿达马)： lim

n→∞
n
√
|an| =

1

R
(可以为 0,∞)

比式 (一般用得少)：若 lim
n→∞

|an+1|
|an|

=
1

R
，也能推出 lim

n→∞
n
√
an =

1

R

证明 (1)根式：只需要考虑
∞∑

n=0

|anxn|，用数项级数的根式判别法为 lim
n→∞

n
√

|anxn| = lim
n→∞

n
√

|an| · |x|，因此若

记 lim
n→∞

n
√
|an| = ρ，则 |x| < 1

ρ
则收敛，

1

ρ
为收敛半径。

� 练习 10.1计算收敛半径 计算收敛半径与收敛域 (1)
∞∑

n=1

xn

n2
(2)

∞∑
n=1

xn

n
(3)

∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!
xn

解 (1) lim
n→∞

n

√
1

n2
= 1，收敛半径 1，收敛域 [−1, 1]

(2) lim
n→∞

n

√
1

n
= 1，收敛半径 1，收敛域 [−1, 1)

(3)an =
(2n− 1)!!

(2n)!!
，用Wallis+根式或者比式 lim

n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

2n+ 1

2n+ 2
= 1得到收敛半径为 1。而

(2n− 1)!!

(2n)!!
∼

1√
nπ
，因此发散。

∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!
(−1)n 根据 Leibniz可知收敛。故收敛域为 [−1, 1)

�
笔记上述题目也说明在逐项求导后，端点处收敛域可能发生变换



10.1 幂级数概念及其收敛区间

� 练习 10.2常规格式幂级数 (1)求收敛域：
∞∑

n=1

(1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
)xn

∞∑
n=1

xn

1 + 1
2 + · · ·+ 1

n

(2)0 < a < b，求

∞∑
n=1

xn

an + bn
,

∞∑
n=1

(an + bn)xn 收敛域

(3)
∞∑

n=1

x2n

n− 32n
,

∞∑
n=1

xn
2

2n
收敛域

(4)
∞∑

n=1

3n + (−2)n

n
(x+ 1)n

解 (1)要么根据 Euler常数得到 n

√
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
∼ n

√
lnn = 1，要么用 1 ≤ 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
≤ n得到收敛半径

为 R = 1，显然收敛域为 (−1, 1)第二个同理得到收敛域为 [−1, 1]

(2)第一个 lim
n→∞

n

√
1

an + bn
=

1

b
，收敛半径为 b，x = ±b都震荡发散。第二个 lim

n→∞
n
√
an + bn = b，收敛半

径 b，x = ±b震荡发散

(3)由于不是 xn因此开 2n次根号， lim
n→∞

2n

√
| 1

n− 32n
| = 1

3
，半径为 3，x = ±3时通项不趋于 0，因此发散。

lim
n→∞

n2

√
1

2n
= 1，而 x = ±1均收敛

(4) 将 x + 1 视为 y 即可， lim
n→∞

n

√
3n + (−2)n

n
= 3，收敛半径为

1

3
，y =

1

3
时为

∞∑
n=1

(
1

n
+

1

n
(−2

3
)n) 前者

发散，后者收敛，因此整体发散。y = −1

3
时为

∞∑
n=1

(
(−1)n

n
+

1

n
(
2

3
)n)收敛，因此收敛域为 [−1

3
− 1,

1

3
− 1)即

x ∈ [−4

3
,−2

3
)

� 练习 10.3非常规格式幂级数 (1)
∞∑

n=1

(x2 + x+ 1)n

3n
的收敛域 (2)

∞∑
n=1

1

2n

(
x− 1

2x+ 1

)n2

(3)
∞∑

n=1

1n + 2n + · · ·+ 2022n

n2022

(
1− x

1 + x

)n

解 (1)设 y = x2 + x+1，考虑 lim
n→∞

n

√
1

3n
= 1，R = 1，而 y = 1发散，y = −1收敛，计算 x2 + x+1 ∈ [−1, 1)，

即 x2 + x ∈ [−2, 0)，注意最终得到 x ∈ (−1, 0)两侧都是开的！

(2)考虑 y =
x− 1

2x+ 1
，计算得到 y的收敛域为 [−1, 1]，计算 −1 ≤ x− 1

2x+ 1
≤ 1，直接讨论分母容易出错，因

此这里看成两个不等式。
x− 1

2x+ 1
+ 1 =

3x

2x+ 1
≥ 0 以及

x− 1

2x+ 1
− 1 =

−x− 2

2x+ 1
≤ 0，第一个要求 x ≥ 0 或者

x < −1

2
，第二个要求 x ≤ −2或者 x ≥ −1

2
，求交得到 x ∈ (−∞,−2] ∪ [0,+∞)

(3)y =
1− x

1 + x
得到收敛半径为

1

2022
且端点收敛，考虑 − 1

2022
≤ 1− x

1 + x
≤ 1

2022
，分为两部分，得到

2023− 2021x

1 + x
≥ 0 以及

2021− 2023x

1 + x
≤ 0，前者解出 −1 < x ≤ 2023

2021
，后者解出 x < −1 或者 x ≥ 2021

2023
，

得出结果为 x ∈ [
2021

2023
,
2023

2021
]

10.1.2 幂级数的一致收敛性

下面考虑幂级数

∞∑
n=1

anx
n的一致收敛性，假设其收敛半径为 R，收敛域在端点处需要讨论，下面开始分析。

定理 10.3 (Abel第二定理)

♡

若幂级数收敛半径为 R，
∞∑

n=1

anx
n 在 ⟨−R,R⟩内闭一致收敛 (端点未确定)
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10.2 幂级数展开式求和

证明 设
∞∑

n=0

anx
n
0 收敛，(1)若 x0 > 0，则 ∀x ∈ [0, x0]有

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anx
n
0

(
x

x0

)n

，根据 Abel判别法可证。

(2)若 x0 < 0，则 ∀x ∈ [x0, 0]有
∞∑

n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anx
n
0

(
x

x0

)n

，根据 Abel可证。进而任选闭区间都一致收敛。

定理 10.4 (连续性)

♡

幂级数的和函数
∞∑

n=0

anx
n 在收敛域 ⟨−R,R⟩是连续的。

定理 10.5 (区间不变性)

♡

幂级数
∞∑

n=0

anx
n 的收敛半径为 R，则其逐项求导和逐项积分后得到的幂级数的收敛半径仍为 R，不过端

点处的一致收敛情况可能改变！

证明 考虑
∞∑

n=0

anx
n的逐项求导与逐项积分，得到

∞∑
n=1

nan和
∞∑

n=0

an
n+ 1

xn+1，根据 lim
n→∞

n
√

|an| = lim
n→∞

n−1
√

|nan| =

lim
n→∞

n−1

√
| an
n+ 1

|可知收敛半径相同

�
笔记端点处一致收敛性不保证，例如

∞∑
n=1

xn

n
收敛域为 [−1, 1)，而

∞∑
n=1

xn−1 收敛域为 (−1, 1)

定理 10.6 (求导与求积)

♡

设 (−R,R)上 f(x) =

∞∑
n=0

anx
n，则对 ∀x ∈ (−R,R)有：

f ′(x) =

∞∑
n=1

nanx
n−1,

ˆ x

0

f(t)dt =

∞∑
n=0

an
n+ 1

xn+1

�
笔记幂级数的逐项求导和逐项积分要注意其只能保证在收敛区间成立，但不保证在收敛域上成立！

10.1.3 缺项幂级数的收敛区域

� 练习 10.4缺项幂级数的收敛范围 (1)求
∞∑

n=1

nn
2

xn
3

的收敛范围

解令 ak =

n
n2

, k = n3

0, k ̸= n3
，则

∞∑
n=1

nn
2

xn
3

=

∞∑
k=1

akx
k，此时

1

R
= lim

k→∞
k
√
|ak| = lim

n→∞

n3√
nn2 = lim

n→∞
(nn

2

)
1
n3 = 1

10.2 幂级数展开式求和

定理 10.7 (必备幂级数展开)
以下的幂级数展开会经常使用，基本上是分母较为简单的 Taylor展开式

1.
1

1− x
=

∞∑
n=0

xn
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10.2 幂级数展开式求和

♡

2. ex =

∞∑
n=0

xn

n!

3. ln(1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n

4. arctanx =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+ 1

�
笔记具体用哪个主要看 (−1)的指数次和分母的关系。

10.2.1 等比级数

定理 10.8 (等比级数)

♡

根据 f(x) =

∞∑
n=0

xn =
1

1− x
可以推出：

1.
∞∑

n=1

nxn =
x

(1− x)2
，方法为对

∞∑
n=0

xn 求导，再同乘 x

2.
∞∑

n=1

n2xn =
x(1 + x)

(1− x)3
，方法为对

∞∑
n=1

nxn 求导，再乘 x

� 练习 10.5等比级数 (1)
∞∑

n=1

n2 + 3n

2n
(2)

∞∑
n=1

xn

n(n+ 1)

解 (1)这里展示正推，进行公式推导：

f1(x) =

∞∑
n=0

xn =
1

1− x
⇒ f ′1(x) =

∞∑
n=1

nxn−1 =
1

(1− x)2

f2(x) =

∞∑
n=1

nxn =
x

(1− x)2
⇒ f ′2(x) =

∞∑
n=1

n2xn−1 =
1 + x

(1− x)3

f3(x) =

∞∑
n=1

n2xn =
x(1 + x)

(1− x)3

因此 I = f3(
1

2
) + 3f2(

1

2
) = 6 + 6 = 12

(2)这里展示反推：
f1(x) =

∞∑
n=1

xn

n(n+ 1)

f2(x) =

∞∑
n=1

xn+1

n(n+ 1)
⇒ f ′2(x) =

∞∑
n=1

xn

n
⇒ f ′′2 (x) =

∞∑
n=1

xn−1 =

∞∑
n=0

xn =
1

1− x

因此推出 f ′2(x) = − ln(1− x), f2(x) = (1− x) ln(1− x) + x，因此 f1(x) =
1− x

x
ln(1− x) + 1

10.2.2 arctan x级数

� 练习 10.6arctanx (1)重点：求
∞∑

n=1

(−1)n−1

n(2n+ 1)
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10.3 幂级数求和式展开

解 (1)相差较大，选择裂项：
∞∑

n=1

(−1)n−1

n(2n+ 1)
= 2

∞∑
n=1

(
(−1)n−1

2n
− (−1)n−1

2n+ 1

)
，两者均收敛，且


ln(1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1xn

n

arctanx =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+ 1

因此结果为 ln 2 +
π

2
− 2

10.2.3 ex级数

� 练习 10.7ex (1)计算 lim
n→∞

[
1 +

1

2!
+

1

4!
+ · · ·+ 1

(2n)!

]
解 (1)由于 ex =

∞∑
n=0

xn

n!
，因此 e−x =

∞∑
n=0

(−1)nxn

n!
，故

ex + e−x

2
=

∞∑
n=0

x2n

(2n)!

取 x = 1，得到
∞∑

n=0

1

(2n)!
=
e+ e−1

2

10.3 幂级数求和式展开

10.3.1 基本理论与直接展开

定理 10.9 (幂级数展开)

♡

若 f(x)在 (x0 −R, x0 +R)上存在任意阶导数，且 ∃M,N > 0，当 n > N 时，∀x ∈ (x0 −R, x0 +R)，均

有 |f (n)(x0)| ≤M，则

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n, ∀x ∈ (x0 −R, x0 +R)

� 练习 10.8幂级数直接展开 (1)
ax+ b

cx+ d
型：f(x) =

x− 3

x+ 1
在 x = 1处的幂级数展开

(2)f(x) =
1

x(x+ 1)
在 x = 1处幂级数展开

(3)f(x) =
1

1− 3x+ 2x2
在 x = 0处展开

(4)f(x) =
x

1 + x− 2x2
在 x = 0处展开

解 (1)首先 f(x) = 1− 4

1 + x
，设 t = x−1，则 f(x) = g(t) = 1− 4

2 + t
，因此 f(x) = 1−2· 1

1 + t
2

= 1−2

∞∑
n=0

(
−t
2
)n，

因此得到

f(x) = 1−
∞∑

n=0

(
−t
2

)n

(2)设 t = x− 1，可以得到 f(x) =

∞∑
n=0

(−1)n
(
1− 1

2n+1

)
(x− 1)n

97



10.3 幂级数求和式展开

10.3.2 求导与求积

� 练习 10.9几个经典的积分与求导法 (1)计算 f(x) =
1

(1 + x)2
在 x = 0处的幂级数展开

(2)计算 f(x) = arcsin x在 x = 0处的幂级数展开

(3)计算 f(x) =

ˆ x

0

sin t

t
t在 x = 0处的幂级数展开

解 (1)积分得到
ˆ x

0

f(t)dt = − 1

1 + t

∣∣∣∣x
0

= 1− 1

1 + x
= 1−

∞∑
n=0

(−x)n，因此 f(x) =

(ˆ x

0

f(t)dt

)′

=

∞∑
n=1

(−1)n+1nxn−1

(2)f ′(x) =
1√

1− x2
，而

(1− x2)−
1
2 = 1 +

∞∑
n=1

(− 1
2 )(−

3
2 ) · · · (−

1
2 − n+ 1)

n!
(−x2)n = 1 +

∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!
x2n

因此 f(x) = f(0) +

ˆ x

0

f ′(t)dt = x+

∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n+ 1)(2n)!!
x2n+1

� 练习 10.10arctan经典题目 求幂级数展开：

(1)f(x) = arctan x

(2)重点 (ZJU2021)：g(x) = arctan
1− kx

1 + kx

(3)重点：h(x) = arctan
2x

1− x2
，求导结果很简单

解 (1)f ′(x) =
1

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−x2)n，因此

f(x) = f(0) +

∞∑
n=0

ˆ x

0

(−1)nt2ndt =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1

(2)arctan
1− kx

1 + kx
= arctan 1− arctan kx，因此

g(x) =
π

4
−

∞∑
n=0

(−1)nk2n+1

2n+ 1
x2n+1

(3)h′(x) =
2

1 + x2
(别怕求导！)，因此 h′(x) = 2

∞∑
n=0

(−x2)n，积分得到

h(x) = 2

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1
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第 11章 傅里叶级数

11.1 以 2π为周期的傅里叶级数

定义 11.1 (2π周期傅里叶展开)

♣

对于 2π周期函数 f(x)，定义其傅里叶展开为 f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)，其中
an =

1

π

ˆ π

−π

f(x) cosnxdx n = 0, 1, 2, · · ·

bn =
1

π

ˆ π

−π

f(x) sinnxdx n = 1, 2, · · ·

�
笔记计算时一定要注意第一项是

a0
2
！

定理 11.1 (收敛定理)

♡

若以 2π为周期的函数 f 在 [−π, π]上按段光滑，则对 ∀x ∈ [−π, π]，傅里叶级数收敛于 f 在 x左右极限的

算术平均值。

推论 11.1 (连续特殊情况)

♡
若 f 是以 2π为周期的连续函数，且在 [−π, π]上按段光滑，则 f 的傅里叶级数在 (−∞,+∞)上收敛于 f

� 练习 11.1几个经典展开 (1)求 f(x) = x2 在 (−π, π)上的傅里叶级数，并求
∞∑

n=1

1

n2

解 (1)计算得到 a0 =
2

3
π2，an =

1

π

ˆ π

−π

x2 cosnxdx = (−1)n
4

n2
，因此得到

x2 =
1

3
π2 +

∞∑
n=1

(−1)n
4

n2

令 x = π得到

π2 =
1

3
π2 +

∞∑
n=1

4

n2
⇒

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6

�
笔记注意 cosnπ = (−1)n。

11.2 以 2l为周期的傅里叶级数

定义 11.2 (2l周期的傅里叶级数)

♣

f(x)以 2l为周期，则其傅里叶级数为 f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(an cos
nπx

l
+ bn sin

nπx

l
)，其中


an =

1

l

ˆ l

−l

f(x) cos
nπx

l
dx, n = 0, 1, 2, · · ·

bn =
1

l

ˆ l

−l

f(x) sin
nπx

l
dx, n = 1, 2, · · ·



11.3 Parseval等式

11.3 Parseval等式

定理 11.2 (Parseval等式)

♡

1

π

ˆ π

−π

[f(x)]2dx =
a20
2

+

∞∑
n=1

(a2n + b2n)

� 练习 11.2计算数项级数 (1)对 f(x) = x2 展开，并证明

∞∑
n=1

1

n4
=
π4
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第 12章 多元极限与连续

12.1 累次极限与重极限

12.1.1 基本概念

定义 12.1 (重极限)

♣

a ∈ Rn，f : Rn → R 在 a 的去心邻域中有定义，若 ∃A, ∀ϵ, ∃δ 当 x ∈ Rn 满足 |x − a| < δ 时，有

|f(x)−A| < ϵ，则称 lim
x→a

f(x) = A

�
笔记计算重极限的方法：

放缩 +迫敛：例如
∣∣∣∣(x+ y) sin

1

x
sin

1

y

∣∣∣∣ ≤ |x+ y| = 0

极坐标变换：例如

∣∣∣∣x3 + y3

x2 + y2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣r3 cos3 θ + r3 sin3 θ

r2

∣∣∣∣ = r| cos3 θ + sin3 θ| ≤ 2r → 0

�
笔记证明重极限不存在的常用方法：

两个累次极限存在但不相等

找特殊的趋近方式，如 y = kx，使得获得的重极限不同

� 练习 12.1重极限的计算 (1)已知 f(x, y)如下，计算 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)

f(x, y) =

xy
x2 − y2

x2 + y2
, (x, y) ̸= 0

0, (x, y) = 0

解 (1)设 x = r cos θ, y = r sin θ，则

|f(x, y)| =
∣∣∣∣r2 sin θ cos θ(r2 cos2 θ − r2 sin2 θ)

r2

∣∣∣∣ = 1

4
r2 |sin 4θ| ≤ 1

4
r2 → 0

因此极限为 0

定义 12.2 (累次极限)

♣
设 f(x, y)在 x0, y0 的某去心邻域中有定义，则称 lim

y→y0

lim
x→x0

f(x, y), lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y)称为累次极限。

�
笔记重极限是多个分量同时趋近于 x0，而累次极限相当于依次取极限的极限。

定理 12.1 (重极限与累次极限的关系)

♡
若重极限 lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = A存在，且累次极限存在 (累次极限可能不存在)，则累次极限的值为 A

证明 ∀ϵ, ∃δ, |x−x0| < δ时，|f(x, y)−A| < ϵ，两侧取极限 x→ x0，得到 | lim
x→x0

f(x, y)−A| < ϵ，当 |y− y0| < δ

时显然结论成立。

定理 12.2 (重极限的任意性)

♡

设 (x, y)沿着任意路径趋于 (x0, y0)时，f(x, y) → A，则

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = A



12.2 多元函数连续性

证明 反设 lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) ̸= A，则∃ϵ0和 {xn}使得 lim
n→∞

xn = (x0, y0)，但 |f(xn)−A| ≥ ϵ0，将x1,x2, · · · ,xn, · · ·

连接成折线，折线趋近于 (x0, y0)，但 f(x, y)不趋于 A，这与已知矛盾。

� 练习 12.2常用反例 讨论 (0, 0)处的重极限与累次极限

(1)重点：f(x, y) =
xy

x2 + y2

(2)f(x, y) =
x− y

x+ y

(3)f(x, y) = x sin
1

y

(4)f(x, y) = x sin
1

y
+ y sin

1

x

(5)重点：f(x, y) =

1, 0 < y < x2,−∞ < x < +∞

0, 其他

解 (1)累次都是 0。重极限若选择 y = kx，则得到 f(x, y) =
kx2

(k2 + 1)x2
=

k

k2 + 1
，重极限不存在。

(2)累次为 ±1。重极限考虑 y = kx，则 f(x, y) =
x− kx

x+ kx
=

1− k

1 + k
，不存在

(3)先 x后 y极限为 0，先 y后 x不存在。重极限 x sin
1

y
< |x| → 0，因此重极限为 0

(4)累次极限不存在。而 |f(x, y)| ≤ |x|+ |y| → 0，重极限为 0。

(5)画出图像，发现沿着直线逼近都是 0，沿着抛物线 y = kx2(0 < k < 1)时趋于 1，因此极限不存在。

� 练习 12.3反例应用 上述反例可作为以下问题的解答：

1. 累次极限存在但不相等：
x− y

x+ y

2. 累次极限存在且相等，但重极限不存在：
xy

x2 + y2

3. 累次极限不存在，但重极限存在：x sin
1

y
+ y sin

1

x

4. 重极限与双累次极限都不存在：
1

x
+

1

y

12.1.2 重极限的计算

� 练习 12.4 多元分式 讨论 (0, 0) 处的重极限：(1)f(x, y) =
xy

x+ y
(2)f(x, y) =

xy

x2 + y2
(3)f(x, y) =

x2y2

(x2 + y2)2

(4)f(x, y) =
x6y8

(x2 + y4)5
(5)f(x, y) =

x2y2

x2y2 + (x− y)2
(6)f(x, y) =

x2y2

x3 + y3

解 (1)不齐次，一方面将分子次数升高，y = x得到极限为 0。另一方面常数消去公因式，将分母变简单，例如

y = x2 − x化简为 x− 1 → −1，因此重极限不存在

(2)齐次，y = kx，不存在

(3)齐次，y = kx，不存在

(4)尝试将分母变齐次，x = ky2，得到
k6y20

(k2 + 1)5y20
，不存在

(5)尝试化简 x = y得到 1，其他想不到办法，尝试取零，x = 0得到极限为 0。不存在

(6)分子次数高：y = x显然极限为 0。另一方面化简分母，设 y3 = x4 − x3，得到
x2(x4x3)

2
3

x4
，极限不是 0。

� 练习 12.5指数形式 (1) lim
(x,y)→(0+,0+)

xy

解 (1)用累次极限看出一个 0，一个 1，显然重极限不存在
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12.2 多元函数连续性

12.2 多元函数连续性

12.2.1 多元函数连续性

定义 12.3 (多元函数连续)

♣
若 f(x, y)在 (x0, y0)处满足 lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = f(x0, y0)，则称 f(x, y)在 (x0, y0)处连续。

例题 12.1关于 x, y连续，不多元连续 举例说明 f(x, y)关于 x, y均连续，但不多元连续。

解不一定，例如：

f(x, y) =


xy

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

f(x, y)关于 x, y均连续，但是 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)不存在。

� 练习 12.6加强条件 若 f(x, y)在 D中关于 x, y连续，且增加任意条件可证明 f(x, y)连续：

1. 一致连续条件：y的连续是关于 x一致的

2. Lip条件：f(x, y)关于 x满足 Lip条件，则 f(x, y)连续

3. 单调条件：关于 x或 y单调

证明 (1)(2)用 |f(x, y)− f(x0, y0)| ≤ |f(x, y)− f(x, y0)|+ |f(x, y0)− f(x0, y0)| < 2ϵ即可，注意第一个绝对值放

缩要求 y的连续关于 x一致！

(3)设关于 y单调增。考虑一点 (x0, y0)，用 (x, y)逼近，设 y0 − δ1 < y < y0 + δ1，首先根据 y的单调性可

知 f(x, y) ≤ f(x, y0 + δ1)根据 y的连续性可知 f(x, y0 + δ1) ≤ f(x, y0) + ϵ。进一步地根据 x的连续性可知

f(x, y) ≤ f(x, y0) + ϵ ≤ f(x0, y0) + 2ϵ

同理可证得 f(x, y) ≥ f(x0, y0)− 2ϵ，综上可证 |f(x, y)− f(x0, y0)| ≤ 2ϵ。

12.2.2 多元函数的一致连续性

引理 12.1 (多元三角不等式)

♡
对 ∀x,y ∈ Rn，有 ||x| − |y|| ≤ |x− y|

证明 |x| = |(x− y) + y| ≤ |x− y|+ |y|，因此移项得到 |x| − |y| ≤ |x− y|。同理可得 |y| − |x| ≤ |x− y|

� 练习 12.7多元一致连续 (1)f(x) = |x|，证明 f(x)在 Rn 上一致连续 (2)f(x, y) = sin(xy)在 R2 的一致连续性

(3)f(x, y) =
1

1− xy
在 (0, 1)× (0, 1)的一致连续性

证明 (1)∀ϵ, ∀x,y ∈ Rn，若 |x− y| < ϵ，则根据三角不等式可知 |f(x)− f(y)| = ||x| − |y|| ≤ |x− y| < ϵ，因此

取 δ = ϵ即可。

(2)选 an = (
√
2nπ,

√
2nπ), bn = (

√
2nπ +

π

2
,

√
2nπ +

π

2
)，得到 |bn − an| → 0，但 |f(bn)− f(an)| ̸→ 0，因

此不一致连续

(3)由于是在 (1, 1)处出问题，可以考虑 an = (1− 1

n
, 1− 1

n
), bn = (1− 1

n+ 1
, 1− 1

n+ 1
)，显然 |an−bn| → 0，

|f(an)− f(bn)| =
∣∣∣∣n2 − 3n2 + o(n2)

4n2 − 1

∣∣∣∣→ 1

2
，因此不一致连续。
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12.2 多元函数连续性

定理 12.3 (多元 Lip连续与一致连续)

♡

f(x, y)是二元函数，若对 ∀(x1, y), (x2, y), (x, y1), (x, y2) ∈ R2 有

|f(x1, y)− f(x2, y)| ≤ L|x1 − x2|, |f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2|

则 f(x, y)在 R2 上一致连续

证明 考虑 |f(x′, y′)− f(x′′, y′′)| ≤ |f(x′, y′)− f(x′, y′′)|+ |f(x′, y′′)− f(x′′, y′′)|，用 Lip条件放缩即可。

104



第 13章 多元微分学

13.1 多变量导数与微分

13.1.1 全微分与偏导数

定义 13.1 (偏导数)

♣
f 在 x0 ∈ D的偏导数定义为

∂f

∂xi
:= lim

t→0

f(x0 + tei)− f(x0)

t

�
笔记计算偏导 fx(x0, y0)时，预先将 y = y0 代入，得到 f(x, y0)，再对 x求导更加方便。

定义 13.2 (可微)

♣

若 z = f(x, y)在 P0(x0, y0)邻域 U(P0)中有定义，且对于 U(P0)中任意点 (x, y)，∃A,B 使得

f(x, y)− f(x0, y0) = A(x− x0) +B(y − y0) + o(
√

(x− x0)2 + (y − y0)2)

则称 f(x, y)在 P0 可微。可知这里 A =
∂f

∂x
,B =

∂f

∂y
，因此记 df(x0, y0) =

∂f

∂x
(x0, y0)dx+

∂f

∂y
(x0, y0)dy

�
笔记可微定义中的范数可以更改，例如 ∆z = A∆x + B∆y + α∆x + β∆y，在 (∆x,∆y) → (0, 0)时 α, β → 0，

该条件也等价于可微。

推论 13.1 (偏导与可微)

♡
若 f 在 (x0, y0)可微，则 fx(x0, y0), fy(x0, y0)一定存在

�
笔记判断是否可微分两步：

1. 看看 fx, fy 是否都存在，不存在则不可微

2. 计算
f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y)− fx∆x− fy∆y√

(∆x)2 + (∆y)2
是否极限为 0，是则可微

� 练习 13.1计算全微分 (1)求 u = xeyz + e−z + y在原点处的全微分

解 (1)原点处 ux = 1, uy = 1, uz = −1，因此原点处 du = dx+ dy − dz

� 练习 13.2判断可微性 判断 f(x, y) =


xy√
x2 + y2

, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

在原点的可微性

解首先计算偏导，计算 x偏导时将 y固定为 0(而不是固定为一个很小的值！)

fx(0, 0) =
f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= 0

同理可知 fy(0, 0) = 0，再考虑极限

lim
ρ→0

f(∆x,∆y)− f(0, 0)− 0∆x− 0∆y√
∆x2 +∆y2

= lim
ρ→0

∆x∆y

∆x2 +∆y2

极限不存在，因此不可微。

13.1.2 可微性的证明

� 练习 13.3判断可微性 (1)讨论 f(x, y) =

y ln(x
2 + y2), (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
在原点的可微性



13.1 多变量导数与微分

(2)α > 0，讨论 f(x, y) = |xy|α 在原点的可微性

(3)α > 0，讨论 f(x, y) =


|x|αy
x2 + y2

, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

在原点处的可微性

解 (1)先看看偏导数，fx(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
=

0

x
= 0，fy(0, 0) = lim

y→0

y ln(y2)− 0

y
= −∞，因此不可微

(2)先看看偏导数 fx(0, 0) = lim
x→0

0

x
= 0，fy(0, 0) = lim

y→0

0

y
= 0，考虑：

f(x, y)− f(0, 0)− fx(0, 0)x− fy(0, 0)y√
x2 + y2

=
|xy|α√
x2 + y2

考察上述分式是否趋于 0，用极坐标变换即可得出若 α >
1

2
，则可微，若 0 < α ≤ 1

2
，则不可微

(3)fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0，而
f(x, y)√
x2 + y2

=
|x|αy

(x2 + y2)
3
2

，使用极坐标变换得到 rα−2| cos θ|α sin θ。因此 α > 2

时可微，0 < α ≤ 2时不可微 (例如取 θ =
π

4
)。

13.1.3 梯度与方向导数

定义 13.3 (梯度)

♣
对于 f : Rn → R，定义梯度 ∇f := [

∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, · · · , ∂f

∂xn
]T

定义 13.4 (方向导数)

♣
开集 D ⊂ Rn, f : D → R，u ∈ Rn 为单位向量，x0 ∈ D，定义

∂f

∂u
:= lim

t→0

f(x0 + tu)− f(x0)

t

�
笔记 要计算方向导数，则可取方向为 (cosα, cosβ)，且 cos2 α + cos2 β = 1。原因在于

(x− x0, y − y0)

|(x− x0, y − y0)|
=

1

r
(x− x0, y − y0) = (cosα, cosβ)

� 练习 13.4常用反例 (1)证明 f(x, y) = 3
√
x2 + y2 在原点连续，但不存在任意方向导数和偏导数

证明 (1)考虑方向 l = (cosα, cosβ)，则 fl(0, 0) = lim
r→0+

f(r cosα, r cosβ)− f(0, 0)

r
= lim

r→0+

1

r1/3
= ∞

定理 13.1 (可微函数方向导数的梯度表达)

♡

若 f(x, y)在 P0(x0, y0)可微，则 f(x, y)在 P0 沿任一方向 l的方向导数存在，且

fl(P0) = fx(P0) cosα+ fy(P0) cosβ = ∇f · n

这里 n = (cosα, cosβ)是 l方向的单位向量

证明 考虑方向导数 fl(P0) = lim
r→0+

f(x0 + r cosα, y0 + r cosβ)− f(x0, y0)

r
，可化简为：

lim
r→0+

fx(x0, y0)r cosα+ fy(x0, y0)r cosβ + o(r)

r
= fx(x0, y0) cosα+ fy(x0, y0) cosβ

�
笔记设 θ是 ∇f 与 l的夹角，则 fl(x0) = |∇f ||n| cos θ = |∇f | cos θ。可知梯度方向是增长最快的方向。

� 练习 13.5梯度与方向导数计算 (1)计算 u = xyz在 A(5, 1, 2)朝向 B(9, 4, 14)的方向导数

(2)u(x, y, z) = xy2z3，求 u(x, y, z)在 (1, 1, 1)处函数值增长最快的方向
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13.1 多变量导数与微分

解 (1)可微函数具体计算方向导数时一般用 ∇f · n计算。
−−→
AB = (4, 3, 12)，因此 n =

1

13
(4, 3, 12)，A处梯度为

(2, 10, 5)，因此 ∇f · n =
1

13
(8 + 30 + 60) =

98

13
(2)即梯度方向，ux = y2z3, uy = 2xyz3, uz = 3xy2z2，因此梯度为 (1, 2, 3)

� 练习 13.6方向导数的应用 已知 f(x, y)可微，若 l1, l2是 R2上一组线性无关的向量，若 fl1(x, y) = fl2(x, y) ≡ 0，

证明 f(x, y)为常值函数。

证明 不妨设 nl1 = (cosα, sinα), nl2 = (cos β, sinβ)，此时根据条件fl1 = fx cosα+ fy sinα ≡ 0

fl2 = fx cosβ + fy sinβ ≡ 0

根据线性无关条件可解出 fx ≡ fy ≡ 0，因此为常值函数。

13.1.4 可微、偏导、方向导数、连续关系总结

定理 13.2 (可微的性质)

♡

若 f 在 x0 可微，则

f 在 x0 处连续

f 在 x0 处存在偏导数和任意方向导数

证明 (1)根据定义显然 ||h|| → 0时，f(x+ h)− f(x) → 0，因此连续

定理 13.3 (可微充分条件)

♡
若 f(x, y)偏导数 fx, fy 在 (x0, y0)连续，则 f(x, y)在 (x0, y0)可微

证明 首先写为∆z = [f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0 +∆y)] + [f(x0, y0 +∆y)− f(x0, y0)]，根据 Lagrange中值
定理得到

∆z = fx(x0 + θ1∆x, y0 +∆y)∆x+ fy(x0, y0 + θ2∆y)∆y

根据偏导连续，∃α, β 在 (∆x,∆y) → (0, 0)时 α, β → 0，满足fx(x0 + θ1∆x, y0 +∆y) = fx(x0, y0) + α

fy(x0, y0 +∆y) = fy(x0, y0) + β

得到 ∆z = fx(x0, y0)∆x+ fy(x0, y0)∆y + α∆x+ β∆y，即可微。�
笔记若 fx, fy 连续，则一般称 f(x, y)连续可微。

定理 13.4 (偏导与方向导的性质)

♡

偏导与方向导数相关性质：

若 f 偏导数在 (x0, y0)邻域有界，则 f 在 (x0, y0)连续

f 的偏导数存在或任意方向导数存在并不能推出连续或可微

证明 (1)首先 f(x, y)− f(x0, y0) = f(x, y)− f(x0, y) + f(x0, y)− f(x0, y0)，根据 Lagrange中值定理得到

f(x, y)− f(x0, y) = fx(ξ, y)(x− x0), f(x0, y)− f(x0, y0) = fy(x0, η)(y − y0)

根据偏导有界条件，因此 |f(x, y)− f(x0, y0)| → 0，因此连续。

(2)均见下面的重要反例
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13.1 多变量导数与微分

� 练习 13.7方向导数、偏导数存在，但不可微，不连续例子 证明下面的 f(x, y)在原点不连续，但是 fx(0, 0) =

fy(0, 0) = 0，任何方向 l满足 fl(0, 0) = 0，

f(x, y) =

1, 0 < y < x2,−∞ < x <∞

0, 其他

证明 不连续的原因是可以选择 0趋近，也可以选择 1趋近。但方向导数都为 0的原因是 y = x2 在原点处切线

是水平的，无论原点处切线取什么，都会经过 0区域。

13.1.5 复合求导：链式法则

定理 13.5 (链式法则)

♡

若 x = φ(x, t), y = ψ(s, t)在 (s, t) ∈ D 可微，z = f(x, y)在 (x, y) = (φ(s, t), φ(s, t))可微，则复合函数

z = f(φ(s, t), ψ(s, t))在 (s, t)可微，且
∂z

∂s

∣∣∣∣
(s,t)

=
∂z

∂x

∣∣∣∣
(x,y)

∂x

∂s

∣∣∣∣
(s,t)

+
∂z

∂y

∣∣∣∣
(x,y)

∂y

∂s

∣∣∣∣
(s,t)

∂z

∂t

∣∣∣∣
(s,t)

=
∂z

∂x

∣∣∣∣
(x,y)

∂x

∂t

∣∣∣∣
(s,t)

+
∂z

∂y

∣∣∣∣
(x,y)

∂y

∂t

∣∣∣∣
(s,t)

� 练习 13.8链式法则练习 (1)设 z = uv + sin t，其中 u = et, v = cos t，计算
dz

dt
(2)计算 xx 的导数

解 (1)展开后如下：
dz

dt
=
∂z

∂u

du

dt
+
∂z

∂v

dv

dt
+
∂z

∂t

= vet + u(− sin t) + cos t = et(cos t− sin t) + cos t

(2)可以两边取对数隐函数求导。或者令 y = uv，则
dy

dx
= uv lnu+ v(uv−1) = xx(1 + lnx)

� 练习 13.9高阶偏导 (1)设 z = f

(
x,
x

y

)
，求

∂2z

∂x2
,
∂2z

∂x∂y
。

解把每个位置当作一层参数即可，注意偏导的参数仍保持一致

(1)
∂z

∂x
= f1(x,

x

y
) + f2(x,

x

y
)
1

y
，因此

∂2z

∂x2
= f11 + f12

1

y
+

[
f21 + f22

1

y

]
1

y
= f11 +

2

y
f12 +

1

y2
f22

13.1.6 混合偏导

定理 13.6 (混合偏导定理)

♡

若 fxy(x, y), fyx(x, y)均在 x0, y0 邻域连续，则

fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0)

证明 定义 F (∆x,∆y) = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0 +∆y) + f(x0, y0)，则

F (∆x,∆y) =

[fx(x0 + θ1∆x, y0 +∆y)− fx(x0 + θ1∆x, y0)]∆x

[fy(x0 +∆x, y0 + θ2∆y)− fy(x0, y0 + θ2∆y)]∆y
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13.2 多元中值定理与泰勒展开

再根据 Lagrange中值定理：

F (∆x,∆y) =

fxy(x0 + θ1∆x, y0 + θ3∆y)∆x∆y

fyx(x0 + θ4∆x, y0 + θ2∆y)∆x∆y

因此
F (∆x,∆y)

∆x∆y
= fxy(x0 + θ1∆x, y0 + θ3∆y) = fyx(x0 + θ4∆x, y0 + θ2∆y)，令 ∆x,∆y → 0即可得到结果。

� 练习 13.10混合偏导不相同的例子 对于下面的函数，fxy(0, 0) ̸= fyx(0, 0)：

f(x, y) =

xy
x2 − y2

x2 + y2
(x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

解直接计算可以得到 fxy(0, 0) = −1, fyx(0, 0) = 1

� 练习 13.11混合偏导相关练习 (1)设 fx, fy, fyx在 (x0, y0)邻域存在，fyx在 (x0, y0)连续，证明 fxy(x0, y0)也存

在，且 fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0)

(2)设 fx, fy 在 (x0, y0)某邻域存在且在 (x0, y0)可微，证明：fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0)

13.2 多元中值定理与泰勒展开

13.2.1 多元中值定理

定义 13.5 (凸区域)

♣

区域 D ⊂ R2，若 ∀P1(x1, y1), P2(x2, y2) ∈ D和 ∀λ ∈ [0, 1]满足

(x1 + λ(x2 − x1), y1 + λ(y2 − y1)) ∈ D

即任意两点的连线都含于 D，则称 D为凸区域。

图 13.1: 凸区域

定理 13.7 (多元中值定理)

♡

二元函数 f(x, y)在凸开域D ⊂ R2连续，在D内点均可微，则对 ∀P (a, b), Q(a+h, b+k) ∈ D，∃θ ∈ (0, 1)

满足

f(a+ h, b+ k)− f(a, b) = fx(a+ θh, b+ θk)h+ fy(a+ θh, b+ θk)k

证明 令 Φ(t) = f(a+ th, b+ tk)，根据 Lagrange中值定理得到 ∃θ ∈ (0, 1)使得 Φ(1)− Φ(0) = Φ′(θ)，而

Φ′(θ) = fx(a+ θh, b+ θk)h+ fy(a+ θh, b+ θk)k

由于 D是凸区域，因此 (a+ θh, b+ θk) ∈ D，从而结论成立。
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13.3 隐函数定理

13.2.2 多元 Taylor展开

定理 13.8 (多元 Taylor展开)

♡

多元泰勒 f(x+∆x, y +∆y)展开的公式如下：

f(x, y)+

n∑
l=1

1

l!

((
l

0

)
∂lf

∂yl
(x, y)∆yl +

(
l

1

)
∂lf

∂x∂yl−1
(x, y)∆x∆yl−1 + · · ·+

(
l

l

)
∂lf

∂xl
(x, y)∆xl

)
+R(∆x,∆y)

证明 设 Φ(t) = f(x0 + th, y0 + tk)，用一元 Taylor公式证明。

13.3 隐函数定理

13.3.1 隐函数存在定理与可微定理

隐函数研究的问题是给定一个二维曲线表达式 F (x, y) = 0，希望研究 y = y(x)的存在性，并计算 y′(x)，而

计算 y′(x)其实不需要得到 y(x)的具体表达式，因此隐函数求导大幅度简化了求导过程，因此作为多元微分学

的一部分。

定义 13.6 (隐函数)

♣

E ⊂ R2，F : E → R，对于方程 F (x, y) = 0，若存在集合 I, J ⊂ R使得 ∀x ∈ I 存在唯一 y ∈ R，满足
F (x, y) = 0，则称 F (x, y) = 0定义了隐函数。

定理 13.9 (隐函数存在唯一性定理)

♡

若 F (x, y)满足

1. F 在 P0(x0, y0)为内点的某一区域 D存在 x, y连续偏导

2. F (x0, y0) = 0，且 Fy(x0, y0) ̸= 0

则：

1. F (x, y) = 0唯一定义了 ∀x ∈ U(x0, δ)上的连续函数 y = f(x)

2. f(x)在 U(x0, δ)上连续可微，且 f ′(x) = −Fx(x, y)

Fy(x, y)
(这里 Fx 求导时把 y当作常数而非函数！)

3. 特别地，对于 F (x1, · · · , xn, y) = 0，y = f(x1, · · · , xn)，得到 fxi(x1, · · · , xn) = −Fxi

Fy

证明 (2)F (x, y) = 0两侧对 x求导得到 Fx(x, y) + Fy(x, y)y
′ = 0，因此 y′ = −Fx(x, y)

Fy(x, y)�
笔记如果只希望得到 f(x)连续，则条件可减弱为 F (x, y)在 P0(x0, y0)某邻域连续，F (x0, y0) = 0，固定 x时

F (x, y)关于 y严格单调。�
笔记若要求高阶导，则可以对 y′ = −Fx

Fy
两边求导，再将 y′(x)表达式带进去，或者实际计算时可以 F (x, y) = 0

直接两边求两次导。

� 练习 13.12隐函数求导 (1)y = y(x)由 ln
√
x2 + y2 = arctan

y

x
确定，求

dy

dx
(2)z = z(x, y)由 F (x− y, y − z) = 0所确定的隐函数，求 zx, zy, zxy

(3)F (x, y, z) = 0可以确定 z = z(x, y), y = y(z, x), x = x(y, z)，证明：
∂x

∂y
· ∂y
∂z

· ∂z
∂x

= −1

解 (1)可以用隐函数求导公式，此时 F 对 x, y求导时，将它们视为彼此无关的：
Fx =

x

x2 + y2
−

− y
x2

1 +
(
y
x

)2 =
x+ y

x2 + y2

Fy =
y − x

x2 + y2

⇒ dy

dx
=
x+ y

x− y
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13.3 隐函数定理

或者直接两侧求导，此时视 y = y(x)与 x有关：
x

x2 + y2
+

y

x2 + y2
· y′ + y

x2 + y2
+

x

x2 + y2
· y′ = 0

(2)比较难用隐函数求导公式，只能两边求导。视 z = z(x, y)，x, y彼此无关，则两侧分别对 x, y求导得到：
F1 + F2(−zx) = 0 ⇒ zx =

F1

F2

−F1 + F2(1− zy) = 0 ⇒ zy = 1− F1

F2

要求 zxy，可以对 F1(x− y, y − z)− zxF2(x− y, y − z) = 0两侧对 y求导，得到

(−F11 + F12(1− zy))− (F21(−1) + F22(1− zy)) zx − F2zxy = 0 ⇒ zxy =
2F1F2F12 − F11F

2
2 − F22F

2
1

F 3
2

(3)注意这里的符号含义，不能简简单单乘起来变成 1。例如
∂x

∂y
的含义为

∂x(y, z)

y
，因此根据隐函数定理即

−Fy

Fx
· −Fz

Fy
· −Fx

Fz
= −1

13.3.2 隐函数组存在定理与微分定理

定理 13.10 (隐函数组定理)

♡

若 F (x, y, u, v), G(x, y, u, v)满足：

在 P0(x0, y0, u0, v0)邻域中对所有变量有连续偏导

F (P0) = G(P0) = 0，J =
∂(F,G)

∂(u, v)

∣∣∣∣
P0

̸= 0

则方程组 F (x, y, u, v) = 0

G(x, y, u, v) = 0

在 P0 邻域中唯一确定了两个二元连续隐函数 u = f(x, y), v = g(x, y)，设 J =
∂(F,G)

∂(u, v)
，则

ux = − 1

J

∂(F,G)

∂(x, v)
, uy = − 1

J

∂(F,G)

∂(y, v)
, vx = − 1

J

∂(F,G)

∂(u, x)
, vy = − 1

J

∂(F,G)

∂(u, y)

记忆口诀为求什么就换什么，例如求 ux 就把
∂(F,G)

∂(u, v)
中的 u换成 x，得到

∂(F,G)

∂(x, v)

证明 求导结论使用了 Cramer法则�
笔记一般而言有几个方程就有几个因变量，其余的为自变量。

� 练习 13.13容易分不清的题 (1)错过：已知 x = φ(t), y = ϕ(x)，φ′(t) = et + 1,
d3y

dx3
= et + 2t，求

d4y

dx4
解 (1)直接求：

d4y

dx4
=

(
d3y
dx3

)
/dt

dx/dt
=
et + 2

et + 1

� 练习 13.14隐函数组求导 (1)证明 x
2 + y2 + u2 − v2 = 2

x+ y + u+ v = 0

在 P0(1, 1,−1,−1)的某邻域中能确定隐函数组 u = u(x, y), v = v(x, y)，并求
∂u

∂x
,
∂v

∂y
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13.4 多元无条件极值问题

(2)设 u = u(x, y), v = v(x, y)由方程组 u = f(ux, v + y)

v = g(u− x, v2y)

给出的隐函数，求 ux, vx

(3)已知如下方程组，求 zx： 
x = u+ v

y = u2 + v2

z = u3 + v3

(4)令 u = f(x− ut, y − ut, z − ut), g(x, y, z) = 0，求 ux, uy

解 (1)F = x2+y2+u2−v2−2, G = x+y+u+v，则显然 F,G对每个分量都有连续偏导数，F (P0) = G(P0) = 0，

方便起见，直接求出所有偏导：[
Fx Fy Fu Fv

Gx Gy Gu Gv

]
=

[
2x 2y 2u −2v

1 1 1 1

]
⇒ ∂(F,G)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣ 2u −2v

1 1

∣∣∣∣∣ = 2v + 2u

因此 J(P0) ̸= 0，隐函数组存在，根据隐函数组求导：

∂u

∂x
= − 1

J

∂(F,G)

∂(x, v)
= − 1

2u+ 2v
· (2x+ 2v) = −x+ v

u+ v
,
∂v

∂y
= −y − u

u+ v

(2)直接两侧求导，得到ux = f1 · (uxx+ u) + f2vx ⇒ (1− xf1)ux − f2vx = uf1

vx = g1 · (ux − 1) + g22vvxy ⇒ g1ux + (2vyg2 − 1)vx = g1

解线性方程组得到

ux =
(2vyg2 − 1)uf1 + f2g1

(1− xf1)(2vyg2 − 1) + f2g1
, vx =

(1− xf1)g1 − uf1g1
(1− xf1)(2vyg2 − 1) + f2g1

(3)令 x, y为自变量，u, v, z为因变量，则

zx = −
∂(F,G,H)
∂(x,u,v)

∂(F,G,H)
∂(z,u,v)

13.4 多元无条件极值问题

定义 13.7 (极值与极值点)

♣

开集 D ⊂ Rn，函数 f : D → R，x0 ∈ D，若存在球 Br(x0) ⊂ D使得 ∀x ∈ Br(x0)有 f(x) ≥ f(x0)，则

称 x0 为 f 的一个极小值点。

定义 13.8 (驻点、稳定点)

♣
若 P0(x0, y0)满足 fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0，则称其为 f(x, y)的驻点/稳定点。
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13.4 多元无条件极值问题

定义 13.9 (Hesse矩阵)

♣

f : Rn → R，则其 Hesse矩阵为：

H =



∂2f

∂x21

∂2f

∂x1∂x2
· · · ∂2f

∂x1∂xn
∂2f

∂x2∂x1

∂2f

∂x22
· · · ∂2f

∂x2∂xn
...

...
. . .

...
∂2f

∂xn∂x1

∂2f

∂xn∂x2
· · · ∂2f

∂x2n



定义 13.10 (正定、负定、不定)

♣

矩阵 A是对称矩阵，考虑 Q(x) = xTAx，分为以下三种情况：

正 (负)定：对 ∀x, Q(x) ≥ (≤)0

不定：∃p,q ∈ Rn，Q(p) ≤ 0 ≤ Q(p)

定理 13.11 (正定的判别法)

♡A为对称矩阵，则 A严格正定当且仅当其各阶顺序主子式均大于 0

13.4.1 无条件极值

定理 13.12 (极值点必要条件)

♡
若 f(x, y)在 P0(x0, y0)存在偏导数，且在 P0 取到极值，则 fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0

证明 用反证法即可。

定理 13.13 (极值点充分条件)

♡

f : R2 → R，(x0, y0)为其驻点，且 f 在 (x0, y0)某一邻域中有二阶连续导数，

若 Hesse矩阵 H 是严格正 (负)定矩阵，则 x0 是 f 的严格极小 (大)值点
若 Hesse矩阵 H 可逆但为不定方阵，则 x0 不是 f 的极值点

若 Hesse矩阵 H 不可逆，则不能判别

证明 根据 Taylor公式：

f(x, y) = f(x0, y0) +
1

2

(
∆x ∆y

)( fxx(P0) fxy(P0)

fxy(P0) fyy(P0)

)(
∆x

∆y

)
+ o((∆x)2 + (∆y)2)

因此如果黑塞矩阵为正定，则 f(x, y) > f(x0, y0)，若负定则 f(x, y) < f(x0, y0)，若不定则不取极值，若黑塞矩

阵行列式为 0，则不能判别

推论 13.2 (二元极值判别法)

♡

(x0, y0)是 f : R2 → R的驻点，f 在 (x0, y0)某个邻域中有连续二阶偏导，记

a =
∂2f

∂x2
(x0, y0), b =

∂2f

∂x∂y
(x0, y0), c =

∂2f

∂y2
(x0, y0)

ac− b2 > 0且 a > 0：极小值

ac− b2 > 0且 a < 0：极大值

ac− b2 < 0：无极值

ac− b2 = 0：不确定
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13.5 条件极值

证明 极小值即顺序主子式大于 0；极大值需要负定，而负定等价于所有元素取负号后为正定，因此注意 ac−b2 > 0。

ac− b2 < 0等价于不负定也不正定，而 ac− b2 = 0等价于不可逆。

� 练习 13.15无穷极大、无极小 证明 f(x, y) = (1 + ey) cosx− yey 有无穷个极大值点，但无极小值点。

证明 (1)先计算驻点：fx = −(1 + ey) sinx = 0, fy = ey cosx− ey − yey = 0，需要 sinx = 0, y = cosx− 1，即

x = nπ, y = (−1)n − 1

(2)判断极值类型：fxx = −(1+ey) cosx, fxy = −ey sinx, fyy = ey(cosx−2−y)，考虑n = 2m时，Pm(2mπ, 0)，

fxx(Pm) = −2, fxy = 0, fyy = −1，fxxfyy−f2xy = 2 > 0，因此为极大值点。考虑 n = 2m+1，Pm((2m+1)π,−2)，

fxx(Pm) = 1 + e−2 > 0，fxy = 0，fyy = −e−2，fxxfyy − f2xy = −e−2(1 + e−2) < 0不取极值。

当无法直接使用 Hesse矩阵进行判断时，可以先求出驻点，再使用配方等方法判断驻点是否最小，下面的题
目便有用到

� 练习 13.16计算极值点与极值 (1)求 f(x, y) =
1

2
x2 + xy +

1

2
y2 − 2x− 2y + 5的全部极值点与极值

(2)求 f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − xz − yz − 3x+ y + 4z + 7的极值点与极值

解 (1)先算驻点：fx = fy = x+ y− 2，因此 x+ y = 2的点为驻点。再判断极值性：fxx = 1, fxy = 1, fyy = 1，因

此 fxxfyy − f2xy = 0，无法判断用 Hesse矩阵判断。而 f(x, y) =
1

2
(x+ y)2 − 2(x+ y) + 5 =

1

2
[(x+ y)− 2]

2
+ 3，

因此 x+ y = 2时不仅是极值点，而且是最值点。

(2)先算驻点：fx = 2x−z−3, fy = 2y−z+1, fz = 2z−x−y+4，解线性方程组得到 x = 0, y = −2, z = −3。

先尝试用 Hesse矩阵：fxx = 2, fxy = 0, fxz = −1, fyy = 2, fyz = −1, fzz = 2，即

H =


2 0 −1

0 2 −1

−1 −1 2


顺序主子式都大于 0，因此为极小值点。

13.4.2 最值问题：极值点 +边界

要求某区域内函数的最值，只需要考虑区域内部的极值点以及边界即可。

13.4.3 多元极值理论证明

� 练习 13.17 f(x, y)在 D上连续且有连续偏导，若 fx + fy = f，f

∣∣∣∣
∂D

= 0，证明 f(x, y)在 D上恒等于 0

证明 反证：若 f(x, y)不恒为 0，则 ∃(x0, y0) ∈ Do满足 f(x0, y0) ̸= 0，不妨设 f(x0, y0) > 0，设 f 在 (x0, y0)处

取正最大值，由于在区域内部，最大值一定是极值点，即 fx(x0, y0) = fx(x0, y0) = 0，则与 f(x0, y0) > 0矛盾。

� 练习 13.18构造辅助函数 设 f(x, y)在单位圆盘 D : {x2 + y2 ≤ 1}内具有连续一阶偏导，且对 ∀(x, y) ∈ D，有

|f(x, y)| ≤ 1，证明：∃(x0, y0) ∈ Do 使得 f2x(x0, y0) + f2y (x0, y0) < 16

证明 构造 g(x, y) = f(x, y) + 2(x2 + y2)，g(0, 0) = f(0, 0) ≤ 1，而在边界上 g(x, y) = f(x, y) + 2 ≥ 1，因

此要么 g(x, y) 在 D 上恒等于 1，要么在 Do 某点取极小值，总 ∃(x0, y0) 使得 gx(x0, y0) = gy(x0, y0) = 0，即

fx(x0, y0) = −4x0, fy(x0, y0) = −4y0，进而 f2x(x0, y0) + f2y (x0, y0) ≤ 16(x20 + y20) ≤ 16
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13.5 条件极值

13.5 条件极值

13.5.1 Lagrange乘数法

下面考虑目标函数为 y = f(x1, x2, · · · , xn)，条件组 φk(x1, x2, · · · , xn) = 0, k = 1, 2, · · · ,m(m < n)

定义 13.11 (Lagrange函数)

♣

针对上述目标函数与条件组，定义 Lagrange函数

L(x1, x2, · · · , xn, λ1, λ2, · · · , λm) = f(x1, x2, · · · , xn) +
m∑

k=1

λkφk(x1, x2, · · · , xn)

定理 13.14 (Lagrange乘数法)

♡

若 f, φi在D上有一阶连续偏导，P0(x
(0)
1 , · · · , x(0)n )是 f 极值点，Jacobi矩阵

(
∂φk

∂xi
(P0)

)
m×n

秩为m，则

存在 λ
(0)
1 , λ

(1)
2 , · · · , λ(0)m ，使得 (x

(0)
1 , x

(0)
2 , · · · , x(0)n , λ

(0)
1 , · · · , λ(0)m )是 Lagrange函数的稳定点：Lx1 = Lx2 = · · · = Lxn = 0

Lλ1 = Lλ2 = · · · = Lλm = 0

� 练习 13.19Lagrange乘数法的直接使用 (1)讨论 f(x, y, z) = xyz 在条件 x2 + y2 + z2 = 1和 x+ y + z = 0条件

下的最值。

� 练习 13.20Lagrange乘数法证明不等式 (1)用 Lagrange乘数法证明 n
√
x1x2 · · ·xn ≤ x1 + · · ·+ xn

n

(2)x, y > 0，证明
xn + yn

2
≥
(
x+ y

2

)n

证明 (1) 设 x1 + · · · + xn = a，目标即求 f = x1 · · ·xn 在 x1 + · · · + xn = a 条件下的最值。则构造 L =

x1x2 · · ·xn + λ(x1 + · · ·+ xn − a)，解方程组：

Lx1
=
x1 · · ·xn

x1
+ λ = 0

...

Lxn =
x1 · · ·xn
xn

+ λ = 0

Lλ = x1 + x2 + · · ·+ xn − a = 0

解得 x1 = x2 = · · · = xn =
a

n
。f 在区域边界上取到最小值，在极值点取到最大值，因此

x1 · · ·xn ≤
(a
n

)n
=

(
x1 + · · ·+ xn

n

)n

� 练习 13.21Lagrange乘数法的应用 (1)抛物面 x2 + y2 = z被平面 x+ y + z = 1截成一个椭圆，求椭圆到原点的

最近和最远距离

解 (1)目标函数 f(x, y, z) = x2+ y2+ z2，条件为 x2+ y2− z = 0与 x+ y+ z− 1 = 0。根据 Lagrange乘数法，令

L(x, y, z, λ, µ) = x2 + y2 + z2 + λ(x2 + y2 − z) + µ(x+ y + z − 1)
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13.5 条件极值

对 L求一阶偏导数，且令它们都为零，则有

Lx = 2x+ 2xλ+ µ = 0

Ly = 2y + 2yλ+ µ = 0

Lz = 2z − λ+ µ = 0

Lλ = x2 + y2 − z = 0

Lµ = x+ y + z − 1 = 0

首先前两个方程有对称性，因此相减得到 2(x− y) + 2(x− y)λ = (x− y)(1 + λ) = 0，要求 x = y或者 λ = −1。

若 λ = −1，代入第一个式子得到 µ = 0，代入第三个式子得到 z = −1

2
，而第四个式子要求 x2 + y2 = z，因此

无解。若 x = y，则 z = 2x2, z = −2x+ 1，解出 x = y =
−1±

√
3

2
，z = 2∓

√
3，而

f

(
−1±

√
3

2
,
−1±

√
3

2
, 2∓

√
3

)
= 9∓ 5

√
3

最大值为 9 + 5
√
3，最小值为 9− 5

√
3
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第 14章 含参积分

14.1 含参正常积分

14.1.1 含参正常积分基本概念与定理

定义 14.1 (含参正常积分)

♣

f(x, t)是定义于 G = {α(t) ≤ x ≤ β(t), a ≤ t ≤ b}区域的二元函数，当对 x积分时，该积分为 t的函数：

F (t) =

ˆ β(t)

α(t)

f(x, t)dx, t ∈ [a, b]

定理 14.1 (规则区域含参正常积分性质)

♡

若 f(x, t)在 [a, b]× [c, d]连续，则

连续性：含参积分连续，即对 ∀t0 ∈ [c, d]有 lim
t→t0

ˆ b

a

f(x, t)dx =

ˆ b

a

f(x, t0)dx

积分交换：

ˆ d

c

dt

ˆ b

a

f(x, t)dx =

ˆ b

a

dx

ˆ d

c

f(x, t)dx

可导：若 ft(x, t)在 [a, b]× [c, d]也连续，则
d

dt

(ˆ b

a

f(x, t)dx

)
=

ˆ b

a

ft(x, t)dx

定理 14.2 (不规则区域的连续与可微性)

♡

若 f(x, t)在 [α(t), β(t)]× [c, d]连续，α(t), β(t)在 [c, d]上连续，则

连续性：φ(t) =

ˆ β(t)

α(t)

f(x, t)dx在 [c, d]上连续，即

∀t0 ∈ [c, d], lim
t→t0

φ(t) =

ˆ β(t0)

α(t0)

f(x, t0)dx

可微性：若 ft(x, t)在 [a, b]× [c, d]上连续，α(t), β(t)在 [c, d]上可导，则 (将被积分变量用上下限代
替)

φ′(t) = f(β(t), t)β′(t)− f(α(t), t)α′(t) +

ˆ β(t)

α(t)

ft(x, t)dx

� 练习 14.1含参积分求导 (1)重点：已知 f(x) ∈ C[a, b]，F (y) =

ˆ b

a

f(x)|y − x|dx, y ∈ [a, b]，计算 F ′′(y)

解 (1)首先得改写为不规则区域积分：F (y) =
ˆ y

a

f(x)(y − x)dx+

ˆ b

y

f(x)(x− y)dx，因此

F ′(y) = f(y)(y − y) · 1 +
ˆ y

a

f(x)dx− f(y)(y − y)−
ˆ b

y

f(x)dx =

ˆ y

a

f(x)dx−
ˆ b

y

f(x)dx

进而得到 F ′′(y) = f(y) + f(y) = 2f(y)

� 练习 14.2含参积分求导的应用 (1)计算极限 lim
x→0

´ x2

0

√
1 + t2dt

ex sinx− sinx
解 (1)方法一：使用含参积分求导，分母等价于 (1 + x)x− x = x2，使用洛必达法则得到 (注意分子是含参积分
求导)：

lim
x→0

2x
√
1 + x4

2x
= lim

x→0

√
1 + x4 = 1



14.2 含参反常积分与一致收敛

方法二：Taylor展开 +直接积分：分母等价于 x2，分子用
√

1 + t2 = 1 +
t2

2
+ o(t2)得到：

I = lim
x→0

´ x2

0
1 + t2

2 + o(t2)dt

x2
= lim

x→0

x2 + x6

6 + o(x
6

)

x2
= 1

14.1.2 常用含参正常积分的计算

引理 14.1

♡
|a| < 1时，

ˆ
dx

1 + a cosx
=

2√
1− a2

arctan

(√
1− a

1 + a
tan

x

2

)
+C，特别地，

ˆ π

0

dx

1 + a cosx
=

π√
1− x2

证明 使用万能公式，在前面三角函数不定积分中涉及过。

� 练习 14.3积分：涉及 xb − xa

lnx
型 (1)计算

ˆ 1

0

xb − xa

lnx
dx, 0 < a < b

(2)计算
ˆ 1

0

sin

(
ln

1

x

)
xb − xa

lnx
dx

(3)计算 F (a) =

ˆ π
2

0

ln
1 + a cosx

1− a cosx
· 1

cosx
dx，这里 a ∈ (−1, 1)

解 (1)由于
ˆ b

a

xydy =
xy

lnx

∣∣∣∣b
a

=
xb − xa

lnx
，因此根据交换积分顺序得到

ˆ 1

0

xb − xa

lnx
dt =

ˆ 1

0

dx

ˆ b

a

xydy =

ˆ b

a

dy

ˆ 1

0

xydx = ln
1 + b

1 + a

(2)由于
ˆ b

a

xydy =
xb − xa

lnx
，而 x = 0为瑕点，考虑 lim

x→0
sin

(
ln

1

x

)
xy = 0，因此可视为连续。从而

ˆ 1

0

sin

(
ln

1

x

)
xb − xa

lnx
dx =

ˆ b

a

dy

ˆ 1

0

sin

(
ln

1

x

)
xydx

令 u = ln
1

x
即可转化为

ˆ b

a

dy

ˆ +∞

0

sinue−(y+1)udu，结果为 arctan(b+ 1)− arctan(a+ 1)

(3)注意到

ln
1 + a cosx

1− a cosx
· 1

cosx
dx =

ln(1 + a cosx)− ln(1− a cosx)

cosx
=

ˆ a

−a

dy

1 + y cosx

而
y

1 + y cosx
连续，因此

F (a) =

ˆ a

−a

dy

ˆ π
2

0

1

1 + y cosx
dx

最终积分结果为 π arcsin a
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14.2 含参反常积分与一致收敛

14.2 含参反常积分与一致收敛

14.2.1 基本概念

定义 14.2 (含参反常积分)

♣

f(x, t)在 [c,+∞)× I 上有定义，对 ∀t ∈ I，反常积分

ˆ +∞

c

f(x, t)dx收敛，则记 Φ(t) =

ˆ +∞

c

f(x, t)dx，

称其为含参反常积分。

定义 14.3 (含参反常积分一致收敛)

♣
若对 ∀ϵ, ∃N > c, ∀M > N, ∀t ∈ I 有 |

ˆ +∞

M

f(x, t)dx| < ϵ，则称

ˆ +∞

c

f(x, t)dx一致收敛于 Φ(t)

定理 14.3 (一致收敛基本充要条件)

♡

含参反常积分一致收敛有以下两个基本充要条件：

Cauchy收敛准则：∀ϵ, ∃M > c, ∀A1, A2 > M, ∀t ∈ I 满足 |
ˆ A2

A1

f(x, t)dx| < ϵ

上确界判别法： lim
A→+∞

sup
t∈I

|
ˆ +∞

A

f(x, t)dx| = 0。

�
笔记证明不一致收敛一般用上确界判别法，具体见下面的例子

� 练习 14.4重要例子：确界判别 证明

ˆ +∞

0

sinxy

y
dy在 [δ,+∞)上一致收敛，但在 (0,+∞)上不一致收敛

证明 (1)一致收敛：做变量替换 u = xy得到

ˆ +∞

A

sinxy

y
dy =

ˆ +∞

Ax

sinu

u
du，根据反常积分 Dirichlet判别法可

知

ˆ +∞

0

sinu

u
du收敛，因此 ∀ϵ, ∃M, ∀A′ > M 时，有∣∣∣∣ˆ +∞

A′

sinu

u
du

∣∣∣∣ < ϵ

对题中的 δ，取 A >
M

δ
，当 x ≥ δ时有 ∣∣∣∣ˆ +∞

A

sinxy

y
dy

∣∣∣∣ < ϵ

因此根据确界判别法可知一致收敛。

(2)不一致收敛：因为

sup
x∈(0,+∞)

∣∣∣∣ˆ +∞

A

sinxy

y
dy

∣∣∣∣ = sup
x∈(0,+∞)

∣∣∣∣ˆ +∞

Ax

sinu

u
du

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ˆ +∞

0

sinu

u
du

∣∣∣∣ = π

2

当 A→ +∞时，极限不趋于 0，因此根据上确界准则可知不一致收敛。�
笔记 本题在 [δ,+∞) 上也可以用 Dirichlet 判别法，在 (0,+∞) 无法用的原因在于

ˆ N

0

sinxydy =
cosxy

x

∣∣∣∣N
0

对

x ∈ [0,+∞)不一致有界。

� 练习 14.5不一致收敛例子 (1)讨论 φ(x) =

ˆ +∞

0

xe−xydy在 (0,+∞)上的一致收敛性

解 (1)φ(x) =
ˆ +∞

0

e−xyd(xy) = e−xy|0+∞ = 1，但是其不一致收敛，原因是 sup
x∈(0,+∞)

|
ˆ +∞

M

xe−xydy| = sup
x∈(0,+∞)

e−Mx =

1不趋于 0。(如果 x ∈ (a,+∞), a > 0则一致收敛)
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14.2 含参反常积分与一致收敛

定理 14.4 (M判别法)

♡

若 g(x)满足 |f(x, t)| ≤ g(x), x ∈ [c,+∞), t ∈ I，且

ˆ +∞

c

g(x)dx收敛，则

ˆ +∞

c

f(x, t)dx在 I 上一致收

敛。

定理 14.5 (比较判别法)

♡

f(x, t)在 [c,+∞)× I 上连续，|f(x, t)| ≤ F (x, t)，若

ˆ +∞

c

F (x, t)dx在 I 上一致收敛，则

ˆ +∞

c

f(x, t)dx

在 I 上绝对一致收敛

证明 根据 Cauchy收敛准则可知 ∀ϵ, ∃M, ∀A1, A2 > M, ∀t, |
ˆ A2

A1

F (x, t)dx| < ϵ，因此推出

ˆ A2

A1

|f(x, t)|dx < ϵ。

� 练习 14.6M判别法 (1)证明
ˆ +∞

0

cosxy

1 + x2
dx在 (−∞,+∞)上一致收敛

(2)证明
ˆ +∞

0

e−x2ydy在 x ∈ [a, b]一致收敛

证明 (1)对任意 y有

∣∣∣∣ cosxy1 + x2

∣∣∣∣ ≤ 1

1 + x2
，而

ˆ +∞

0

dx

1 + x2
收敛，因此由M 判别法可知一致收敛。

(2)由于 e−x2y ≤ e−a2y，且根据比较原则

ˆ +∞

0

e−a2ydy收敛

�
笔记即使含参反常积分是常数，也不代表其一致收敛。

14.2.2 Dirichlet与 Abel判别法

定理 14.6 (Dirichlet与 Abel判别法)

♡

对于

ˆ +∞

c

f(x, t)g(x, t)dx，满足下面的条件则一致收敛

Dirichlet判别法：(1)∀N > c,

ˆ N

c

f(x, t)dx关于 t一致有界 (2)固定 t ∈ I，g(x, t)关于 x单调，且

x→ ∞时关于 t一致收敛 (即与 t的选取无关)到 0

Abel判别法：(1)
ˆ +∞

c

f(x, t)dx 在 I 上一致收敛 (2)固定 t ∈ I，g(x, t) 关于 x 单调，g(x, t) 关于

t ∈ I 一致有界

�
笔记注意这里单调都是关于 x的，一致都是关于 t的。

� 练习 14.7Dirichlet判别法 (1)证明
ˆ +∞

1

sinx

1 + xey
dx在 [0,+∞)一致收敛

(2)证明
ˆ +∞

1

y sinxy

1 + y2
dy在 (0,+∞)上内闭一致收敛

证明 (1)

∣∣∣∣∣
ˆ N

1

sinxdx

∣∣∣∣∣关于 y一致有界。
1

1 + xey
，一旦固定 y，肯定关于 x单调。由于 0 <

1

1 + xey
≤ 1

1 + x
→ 0，

因此一致收敛到 0。由 Dirichlet判别法可知。
(2)对于 [a, b] ⊂ (0,+∞)，对 ∀x ∈ [a, b]，有∣∣∣∣∣

ˆ N

1

sinxydy

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣−cosxy

x

∣∣∣N
1

≤ 2

a

而

∣∣∣∣ y

1 + y2

∣∣∣∣ ≤ 1

2
一致有界，且 (

y

1 + y2

)′

=
1− y2

(1 + y2)2
≤ 0
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14.3 含参反常积分的性质

因此
y

1 + y2
单调减，y → +∞时， y

1 + y2
→ 0，根据 Dirichlet判别法可知

� 练习 14.8Abel判别法 (1)证明
ˆ +∞

0

e−xy sinx

x
dx在 [0,+∞)上一致收敛

(2)φ(y) =
ˆ +∞

0

sinx2

1 + xy
dx在 y ∈ [0,+∞)一致收敛

证明 (1)
ˆ +∞

0

sinx

x
dx关于 y一致收敛。e−xy 关于 x单调，且 0 < e−xy ≤ 1一致有界，由 Abel判别法可知

(2)用 Abel

14.3 含参反常积分的性质

14.3.1 含参反常积分的极限与连续性

定理 14.7 (连续性)

♡

设 f(x, t)在 I × [c,+∞)上连续，若 Φ(t) =

ˆ +∞

c

f(x, t)dx在 I 上一致收敛，则 Φ(t)在 I 上连续，即

lim
t→t0

ˆ +∞

c

f(x, t)dx =

ˆ +∞

c

f(x, t0)dx

14.3.2 含参反常积分的可微性与可积性

定理 14.8 (可微性)

♡

若 f(x, t)与 ft(x, t)在 [c,+∞)× I 上连续，Φ(t) =

ˆ +∞

c

f(x, t)dx在 I 上收敛，

ˆ +∞

c

ft(x, t)dx在 I 上

一致收敛，则
d

dt

ˆ +∞

c

f(x, t)dx =

ˆ +∞

c

d

dt
f(x, t)dx

证明 取任意单增趋于 +∞的序列 An，令 un(t) =

ˆ An+1

An

ft(x, t)dx，转化为函数列的逐项求导问题。

定理 14.9 (可积性)

♡

f(x, t)在 [c,+∞)× [a, b]上连续，Φ(t) =

ˆ +∞

c

f(x, t)dx在 [a, b]上一致收敛，则

ˆ b

a

dt

ˆ +∞

c

f(x, t)dx =

ˆ +∞

c

dx

ˆ b

a

f(x, t)dt

定理 14.10 (常用的积分公式)

♡
设 p > 0，则含参积分

ˆ +∞

0

e−px sin bx− sin ax

x
dx = arctan

b

p
− arctan

a

p

证明 首先
sin bx− sin ax

x
=

ˆ b

a

cosxydy，因此

I =

ˆ +∞

0

dx

ˆ b

a

e−px cosxydy

由于 |e−px cosxy| ≤ e−px，显然

ˆ +∞

0

e−pxdx绝对收敛，因此

ˆ +∞

0

e−px cosxydx, y ∈ [a, b]一致收敛，交换积
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分顺序得到

I =

ˆ b

a

dy

ˆ +∞

0

e−px cosxydx

根据表格法得到：ˆ +∞

0

e−px cosxydx = −1

p
e−px cosxy

∣∣∣∣+∞

0

+
y

p2
e−px sinxy

∣∣∣∣+∞

0

−
ˆ +∞

0

y2

p2
e−px cosxydx

因此得到
y2 + p2

p2

ˆ +∞

0

cosxydy =
1

p

I =

ˆ b

a

p

p2 + y2
dy = arctan

b

p
− arctan

a

p

定理 14.11 (Dirichlet积分)

♡
积分

ˆ +∞

0

sinx

x
dx =

π

2
，进一步地，

ˆ +∞

0

sin ax

x
dx =

π

2
sgn(a)

定理 14.12 (正态积分公式)

♡

ˆ +∞

0

e−x2

dx =

√
π

2

� 练习 14.9相关练习 (1)
ˆ +∞

0

e−a2x2 − e−b2x2

xe
dx

14.3.3 含参反常积分与函数项级数的关系

定理 14.13 (一致收敛级数表示法 (ZJU考研考过))

♡

ˆ +∞

c

f(x, y)dy 在 I 上一致收敛的充要条件为对任一趋于无穷的递增数列 An(其中 A1 = c)，
∞∑

n=1

ˆ An+1

An

f(x, y)dy作为函数项级数
∞∑

n=1

un(x)在 I 上一致收敛

证明 (1)左推右：由于一致收敛，因此 ∀ϵ, ∃M > c使得 A′′ > A′ > M 时，∀x有 |
ˆ A′′

A′
f(x, y)dy| < ϵ，由于 An

趋于无穷，∃N, ∀m > n > N 有 Am > An > M，对 ∀x ∈ I 有 |un(x) + · · · + um(x)| = |
ˆ Am+1

An

f(x, y)dy| < ϵ，

即右侧级数一致收敛

(2)右推左：反设含参积分不一致收敛，∃ϵ0, ∀M > c, ∃A′′ > A′ > M,x′ ∈ I 使得∣∣∣∣∣
ˆ A′′

A′
f(x′, y)dy

∣∣∣∣∣ ≥ ϵ0

先取M1 = max{1, c}，则 ∃A2, A1 满足 A2 > A1 > M1，以及 x1 ∈ I 使得∣∣∣∣∣
ˆ A2

A1

f(x1, y)dy

∣∣∣∣∣ ≥ ϵ0

同理取Mn = max{n,A2n−2}，有 A2n > A2n−1 > Mn, xn ∈ I 使得∣∣∣∣∣
ˆ A2n

A2n−1

f(xn, y)dy

∣∣∣∣∣ ≥ ϵ0

此时 ∃ϵ0, ∀N, ∃n > N, ∃xn ∈ I 使得 |u2n(xn)| = |
ˆ A2n+1

A2n

f(xn, y)dy| ≥ ϵ0，这与函数项级数一致收敛条件矛盾
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(因为一致收敛要求所有 x都趋于 0)。
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第 15章 多重积分

15.1 二重积分

15.1.1 二重积分的概念与计算

定义 15.1 (二重积分)

♣

D ⊂ R2 是有界集，对 D做分割 T = {σ1, · · · , σn}，则二重积分定义为¨
D

f(x, y)dxdy = lim
||T ||→0

n∑
i=1

f(ξi, ηi)s(σi)

定理 15.1 (二重积分与累次积分)

♡

对于 D = [a, b] × [c, d]或者 D = [a, b] × [f1(x), f2(x)]，方形边界二重积分可随意转换为累次积分，函数

边界先积分函数边界¨
D

f(x, y)dxdy =

ˆ b

a

dx

ˆ d

c

f(x, y)dy,

¨
D

f(x, y)dxdy =

ˆ b

a

dx

ˆ f2(x)

f1(x)

f(x, y)dy

�
笔记二重积分的直接计算要特别关注其区域的对称性。而累次积分的顺序一般看函数，那边容易积就先积 (也得
靠经验觉得哪个好积)。

� 练习 15.1对称性计算 (1)计算
¨

D

x2ydxdy，其中 D : |x|+ |y| ≤ 1

解 (1)由于 D关于 x轴对称，且 f(x, y) = x2y关于 y为奇函数，因此

¨
D

x2ydxdy = 0

� 练习 15.2转换为累次积分 (1)计算 I =

¨
D

e−y2

dxdy，其中 D是 y = x与 y = x
1
3 围成的区域

(2)计算 I =

¨
D

sinx

x
dxdy，其中 D是 y = x与 y = x2 围成的区域

(3)圆周边界：计算 I =

¨
D

dxdy√
2a− x

，其中 D为 x = 0, y = 0与 (x− a)2 + (y − a)2 = a2 所围成的区域

解 (1)注意要先积 x，因为 e−y2

先积 x比较方便，答案为
1

e

(2)注意要先积 y，因为显然
sinx

x
不好积，答案为 1− sin 1

(3)这里
ˆ

1√
2a− x

dx看成

ˆ
(2a− x)−

1
2 dx就是个幂函数，不要被吓到。先积 y，得到

I =

ˆ a

0

dx

ˆ a−
√
2ax−x2

0

1√
2a− x

dy =

ˆ a

0

a−
√
2ax− x2√
2a− x

dx = (2
√
2− 8

3
)a

3
2

� 练习 15.3几个进阶题 (1)计算 I =

¨
D

|xy − 1

4
|dxdy，其中 D : [0, 1]× [0, 1](补区域技巧)

(2)计算 I =

¨
D

√
|y − x2|dxdy，其中 D : −1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2(对称性)

解 (1)要画出 xy =
1

4
线，分成上下两个部分，记上面的为D1，下面的是D2，但是D2过于不规则，可以为D2补

上D1的部分，这样算起来就方便不少。即 I =

¨
D1

(xy− 1

4
)dxdy−

¨
D2

(xy− 1

4
)dxdy = 2

¨
D1

(xy− 1

4
)dxdy−¨

D

(xy − 1

4
)dxdy，最终答案为

3

32
+

1

8
ln 2



15.1 二重积分

(2)画出 y = x2，根据关于 x为偶，只需要考虑 x > 0，关于 y = x2分为两个区域，上面记D1，下面记D2，

D1, D2 都算规则，直接计算即可。要注意 (x2)
2
3 = |x|3！

15.1.2 二重积分可积性

� 练习 15.4两道经典题 (1)D = [0, 1]× [0, 1]，对 x ∈ R，qx表示 x化成既约分数后的分母，证明下面 f(x, y)在D

上二重积分存在但两个累次积分不存在

f(x, y) =


1

qx
+

1

qy
, (x, y)为有理点

0, (x, y)非有理点

(2)D = [0, 1]× [0, 1]，证明下面 f(x, y)在 D上二重积分不存在但两个累次积分存在

f(x, y) =

1, (x, y)为有理点且qx = qy

0, 其他情形

证明 (1)∀ϵ，仅有有限个点满足 f(x, y) > ϵ，因此存在分割 T 使得 S(T )−s(T ) < ϵ，二重积分存在且等于 0。下证

先 y后 x不存在：y取无理时，f(x, y) ≡ 0，

ˆ 1

0

f(x, y)dx = 0积分存在。若 y取有理，则在 x无理处 f(x, y) = 0，

x有理处 f(x, y) =
1

qx
+

1

qy
，因此 f(x, y)在任意区间上振幅总大于

1

qy
，因此积分不存在。同理可证先 x后 y不

存在

(2)D中任意部分均有振幅为 1，因此二重积分不存在。若固定 y，若 y无理，则 f(x, y) = 0，显然关于 x可

积，若 y无理，则 f(x, y) > ϵ对于 x而言只有有限处，因此也关于 x可积，所以先 y后 x可积。另一侧同理。

15.1.3 二重积分换元法

定理 15.2 (二重积分换元法)

♡

原二重积分坐标轴 x, y，定义于 R上，令 u = u(x, y), v = v(x, y)反解出 x = x(u, v), y = y(u, v)，变换后

的区域为 (u, v) ∈ Ω，则 ¨
R

f(x, y)dxdy =

¨
Ω

f(x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv
定义 J(u, v) =

∂(x, y)

∂(u, v)

�
笔记一、注意 Jacobi行列式外面的是绝对值！二、可以先计算 I =

∂(u, v)

∂(x, y)
，计算 |J |时只需要取倒数加绝对值，

即 |J | = |1
I
|。三、计算变换后的范围可以尝试将原本的各个边界转化到新变量，即代入原边界，计算新边界各

个变量需要满足的关系。

� 练习 15.5一般换元计算题 (1)计算 I =

¨
D

e
x−y
x+y dxdy，其中D是由 x = 0, y = 0与 x+y = a(a > 0)围成的区域

(2)计算 I =

¨
D

(x+ y) ln(1 + y
x )√

1− x− y
dxdy，其中 D是由 x = 0, y = 0, x+ y = 1围成的区域

(3)计算 I =

¨
D

3x

y2 + xy3
dxdy，其中 D是由 xy = 1, xy = 3, y2 = x, y2 = 3x围成的区域

证明 (1)设 x+ y = u, x− y = v，即 x =
u+ v

2
, y =

u− v

2
，考虑边界转化，x = 0, y = 0等价于 u = −v, u = v，

而 y = −x+ a等价于：

u = a, v = 2x+ a

此时 u = a，而 v任意。
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15.1 二重积分

因此区域变为 u+ v = 0, u− v = 0, u = a围成的区域，即 0 ≤ u ≤ a,−u ≤ v ≤ u，J =

∣∣∣∣∣∣∣
1

2

1

2
1

2
−1

2

∣∣∣∣∣∣∣ = −1

2
，

得到最终结果为
a2

4
(e− e−1)

(2)设 x+ y = u, x = v，即 x = v, y = u− v即可，区域变为 v = 0, u = v, u = 1围成的区域，答案为
16

15

(3)做 xy = u,
y2

x
= v

15.1.4 极坐标换元

定理 15.3 (二重积分极坐标换元)

♡

对于二重积分

¨
S

f(x, y)dxdy，做极坐标换元 x = r cos θ, y = r sin θ，此时 J(r, θ) = r；极坐标换元

x = ar cos θ, y = br sin θ时 J(r, θ) = abr。积分时先 dr后 dθ，具体如下图所示

图 15.1: 二重积分极坐标换元

� 练习 15.6规则极坐标与广义极坐标 (1)计算 I =

¨
D

dxdy√
1− x2 − y2

，D为 x2 + y2 ≤ 1

(2)广义极坐标：计算
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
≤ 1的体积

解 (1)答案 2π

(2)是 8倍第一卦限积分，该区域顶面为 z = c

√
1− x2

a2
− y2

b2
，底面为

D =

{
(x, y) : 0 ≤ y ≤ b

√
1− x2

a2
, 0 ≤ x ≤ a

}

因此 V = 8

¨
D

c

√
1− x2

a2
− y2

b2
dxdy，利用广义极坐标变换得到 z = c

√
1− r2，故

V = 8

ˆ π
2

0

dθ

ˆ 1

0

c
√
1− r2abrdr =

4π

3
abc

� 练习 15.7几道非规则边界 (1)f 为连续函数，将 I =

¨
D

f(
y

x
)dxdy转化为定积分，其中 D :

1

4
≤ x2 + y2 ≤ x。

(2)将 I =

¨
D

f(x, y)dxdy化为极坐标形式，其中 D : [0, 1]× [0, 1]

解 (1) 考虑 x = r cos θ, y = r sin θ，则
1

4
≤ r2 ≤ r cos θ，即

1

2
≤ r ≤ cos θ，因此 −π

3
≤ θ ≤ π

3
。即 I =
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15.2 三重积分

ˆ π
3

−π
3

dθ

ˆ cos θ

1
2

f(tan θ)rdr =
1

2

ˆ π
3

−π
3

f(tan θ)(cos2 θ − 1

4
)dθ

(2)一般都是先 r后 θ，将 D分为左上，右下两个三角形，则

I =

ˆ π
4

0

dθ

ˆ 1
cos θ

0

f(r cos θ, r sin θ)rdr +

ˆ π
2

π
4

dθ

ˆ 1
sin θ

0

f(r cos θ, r sin θ)rdr

先 θ后 r会比较麻烦

三类特殊的圆

定理 15.4 (三类特殊圆极坐标)

♡

设 a > 0，极坐标 x = r cos θ, y = r sin θ，以下特殊圆的极坐标公式：

(x− a)2 + y2 = a2，即 x2 + y2 = 2ax，则 r = 2a cos θ, θ ∈ [−π
2
,
π

2
]

x2 + (y − a)2 = a2，即 x2 + y2 = 2ay，则 r = 2a sin θ, θ ∈ [0, π]

(x− a)2 + (y − a)2 = 2a2，即 x2 + y2 = 2a(x+ y)，则 r = 2a(cos θ + sin θ), θ ∈ [−π
4
,
3π

4
]

图 15.2: 三个特殊的圆

15.2 三重积分

15.2.1 投影法

将三重积分转换为累次积分进行计算，常用的方法有投影法与截面法

定理 15.5 (投影法)

♡

积分区域 V ⊂ R3，对应 x, y坐标平面投影区域D，且 V = {(x, y, z) : (x, y) ∈ D, z1(x, y) ≤ z ≤ z2(x, y)}，
则： ˚

V

f(x, y, z)dV =

¨
D

dxdy

ˆ z2(x,y)

z1(x,y)

f(x, y, z)dz

�
笔记一般而言投影法比截面法更常用一点

� 练习 15.8投影法 (1)计算 I =

˚
V

(x+ y + z)dV，其中 V 是 x+ y + z = 1与坐标面围成的区域

(2)计算
˚

V

(x2 + y2 + z)dV，其中 V 是

z = y

x = 0
绕着 z轴旋转一圈而成的曲面与 z = 1围成的区域

解 (1)用投影法 I =

¨
D

dxdy

ˆ 1−x−y

0

x+ y + zdz =
1

8
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15.2 三重积分

(2)旋转面为 z =
√
x2 + y2(画个图就看得出来)，投影为 x2 + y2 ≤ 1，因此积分为

I =

¨
D

dxdy

ˆ 1

√
x2+y2

(x2 + y2 + z)dz

=

¨
D

(x2 + y2)(1−
√
x2 + y2)dxdy +

1

2

¨
D

[1− (x2 + y2)]dxdy

=

ˆ 2π

0

dθ

ˆ 1

0

r3(1− r)dr +
1

2

ˆ 2π

0

dθ

ˆ 1

0

(1− r2)rdr

=
π

10
+
π

4
=

7π

20

15.2.2 截面法

定理 15.6 (截面法)

♡

积分区域 V ⊂ R3，V 被垂直于 z轴平面截取的平面为 Dz，则˚
V

f(x, y, z)dV =

ˆ b

a

dz

¨
Dz

f(x, y, z)dxdy

15.2.3 三重积分换元法

定理 15.7 (三重积分换元)

♡

若坐标替换 x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w)，则˚
V

f(x, y, z)dxdydz =

˚
V ′
f(x, y, z)

∣∣∣∣ ∂(x, y, z)∂(u, v, w)

∣∣∣∣ dudvdw
∣∣∣∣ ∂(x, y, z)∂(u, v, w)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂u

∂x

∂v

∂x

∂w
∂y

∂u

∂y

∂v

∂y

∂w
∂z

∂u

∂z

∂v

∂z

∂w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�

笔记 一方面还是注意 Jacobi 行列式外面的是绝对值。另一方面可以先算
∂(u, v, w)

∂(x, y, z)
，再取倒数和绝对值计算∣∣∣∣ ∂(x, y, z)∂(u, v, w)

∣∣∣∣
15.2.4 柱面坐标变换与球坐标变换

定理 15.8 (柱面变换)

♡

做 x = r cos θ, y = r sin θ, z = z变换时，J(u, v, w) = r。往往确定区域：

V ′ = {a ≤ r ≤ b, c ≤ θ ≤ d, α(r, θ) ≤ z ≤ β(r, θ)}

因此用投影法

¨
D

drdθ

ˆ β(r,θ)

α(r,θ)

zdz，即一般积分顺序按照 dz, dr, dθ

� 练习 15.9柱坐标变换 (1)计算 I =

˚
V

(x2 + y2)dV，其中 V 是由曲面 2(x2 + y2) = z与 z = 4为界面的区域。

解 (1)为抛物面与平面围成的区域，令 x = r cos θ, y = r sin θ, z = z得到区域为

V ′ =
{
(r, θ, z) : 0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2π, 2r2 ≤ z ≤ 4

}
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15.2 三重积分

对应积分

˚
V ′
r2 · rdV =

ˆ 2π

0

dθ

ˆ √
2

0

dr

ˆ 4

2r2
r3dz =

8π

3

定理 15.9 (球坐标变换)

♡做 x = r sinφ cos θ, y = r sinφ sin θ, z = r cosφ时 J = r2 sinφ。积分时先按照 dr, dφ, dθ顺序积分

图 15.3: 三重积分球坐标换元

�
笔记使用球坐标变换的原则：(1)被积函数为 f(x2 + y2 + z2), f(x2 + y2)(2)积分区域为球、锥或者其一部分

定理 15.10 (广义球坐标变换)

♡

对于以 (x0, y0, z0)，以 a, b, c为半轴长的椭球面所围成的区域 V，做如下广义球坐标变换：

T :


x = x0 + ar sinφ cos θ

y = y0 + br sinφ sin θ

z = z0 + cr cosφ

, r ≥ 0, φ ∈ [0, π], θ ∈ [0, 2π]

得到

|J | = ∂(x, y, z)

∂(r, φ, θ)
= abcr2 sinφ

� 练习 15.10广义球坐标变换 (1)计算 I =

˚
V

zdxdydz，其中 V 是
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
≤ 1与 z ≥ 0围成的区域

解 (1)做球坐标变换，积分变为：˚
V ′
cr cosφ · abcr2 sinφdrdφdθ = abc2

ˆ π
2

0

dφ

ˆ 2π

0

dθ

ˆ 1

0

r3 sinφ cosφdr =
π

4
abc2
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第 16章 曲线积分

16.1 曲线的参数化

16.2 第一型曲线积分

16.2.1 第一型曲线积分的基本概念

定义 16.1 (第一型曲线积分)

♣

Γ是R3中的可求长曲线，f : Γ → R，将 Γ划分为分段 s1, · · · , sn，每段的弧长为∆si，ξi = (xi, yi, zi) ∈ si，

定义 ˆ
Γ

f(x, y, z)ds = lim
∆si→0

n∑
i=1

f(xi, yi, zi)∆si

定理 16.1 (第一型曲线积分的计算)

♡

Γ是 R3 中的光滑曲线，且曲线可表示为 r = x(t)i+ y(t)j+ z(t)k, t ∈ [a, b]，则曲线积分为ˆ
Γ

f(x, y, z)ds =

ˆ b

a

f(x(t), y(t), z(t))
√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)dt

证明 设 Γ 上的分点对应 r0, r1, · · · , rn，对应 a = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b。首先根据弧长公式得

到 ∆si =

ˆ ti

ti−1

√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)dt，根据积分中值定理得到 ∆si =

√
x′2(ζi) + y′2(ζi) + z′2(ζi)∆ti, ζi ∈

[ti−1, ti]，代入第一型曲线积分的定义得到

ˆ
Γ

f(x, y, z)ds = lim
||T ||→0

n∑
i=1

f(xi, yi, zi)
√
x′2(ζi) + y′2(ζi) + z′2(ζi)∆ti，

当 ∆ti → 0时即 Riemann积分，因此得到结论。

推论 16.1 (二维第一型曲线积分的计算)

♡

对于 Γ ⊂ R2，若平面曲线 Γ可表示为 y = φ(x)，φ在 [a, b]连续，则ˆ
Γ

f(x, y)ds =

ˆ b

a

f(x, φ(x))
√

1 + φ′2(x)dx

�
笔记 第一型曲线积分没有方向一说，例如 A,B 曲线上参数 t ∈ [a, b]，那么积分时 AB 和 BA 的积分都是ˆ b

a

f(x, y)dt，不能写为

ˆ a

b

f(x, y)dt

� 练习 16.1极坐标格式 (1)L : x2 + y2 = 1，求

ˆ
L

(x2 + y2)ds,

ˆ
L

(x2 + 2y2)ds

(2)
ˆ
L

√
2y2 + z2ds，其中 L是 x2 + y2 + z2 = a2 与 x = y相交的圆周

(3)
ˆ
L

(x2 + y2 + z2)ds，这里 L是螺旋线 x = a cos t, y = a sin t, z = bt，t ∈ [0, 2π]的一段

(4)积分较难算：
ˆ
L

xyds，其中 L为
x2

a2
+
y2

b2
= 1在第一象限的部分

解 (1)
ˆ
L

(x2+ y2)ds =

ˆ
L

1ds = 2π。记 x = cos θ, y = sin θ，此时 (x′(θ))2+(y′(θ))2 = 1，因此

ˆ
L

(x2+2y2)ds =
ˆ 2π

0

(1 + sin2 θ)dθ = 2π + 4 · 1
2
· π
2
= 3π

(2)显然 2y2 + z2 = a2，因此

ˆ
L

√
2y2 + z2ds = a · 2aπ = 2πa2



16.2 第一型曲线积分

(3)x2 + y2 + z2 = a2 + b2t2，(x′)2 + (y′)2 + (z′)2 = a2 + b2，因此 I =

ˆ 2π

0

(a2 + b2t2)
√
a2 + b2dt =√

a2 + b2(2πa2 +
8

3
π3b2)

(4)令 x = a cos t, y = b sin t，则

ˆ
L

xyds = ab

ˆ π
2

0

sin θ cos θ
√
a2 sin2 θ + b2 cos2 θdθ，可化简为：

ab

2(a2 − b2)

ˆ π
2

0

√
(a2 − b2) sin2 θ + b2d[(a2 − b2) sin2 θ] =

ab(a2 + ab+ b2)

3(a+ b)

� 练习 16.2折线形式 (1)计算
ˆ
L

yds，这里 L为 y2 = 4x从 (0, 0)到 (1, 2)的一段

(2)计算
ˆ
L

(x+ y)ds，这里 L是以 O(0, 0), A(1, 0), B(0, 1)为顶点的三角形

解 (1)x =
1

4
y2, y ∈ [0, 2]，因此

ˆ
L

yds =

ˆ 2

0

y

√
1 +

1

4
y2dy =

4

3
(2
√
2− 1)

(2)分三段进行考虑。
ˆ
OA

(x+ y)ds =

ˆ 1

0

(x)dx =
1

2
，

ˆ
OB

(x+ y)ds =
1

2
。AB 上 y = 1− x, x ∈ [0, 1]，因

此

ˆ
AB

(x+ y)ds =

ˆ 1

0

1
√
1 + 1dx =

√
2，结果为 1 +

√
2

16.2.2 使用对称性

� 练习 16.3镜面对称性 (1)计算
ˆ
L

xyds，其中 L为上半椭圆
x2

a2
+
y2

b2
= 1(y ≥ 0)

(2)重要：计算
ˆ
L

|y|ds，其中 L为双纽线 (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2)

(3)计算
˛
L

|x| 13 ds，这里 L为星形线 x
2
3 + y

2
3 = a

2
3

解 (1)由于 L关于 y轴对称，而 xy关于 y轴对称，因此

ˆ
L

xyds = 0

(2)显然 L关于 x, y 轴均对称，因此将 L分为四段，设 L1 是第一象限的部分，因此

ˆ
L

|y|ds = 4

ˆ
L1

yds，

考虑 x = r cos θ, y = r sin θ，则 L极坐标方程为 r2 = a2 cos 2θ，L1 方程为 r = a
√
cos 2θ，且 θ ∈ [0,

π

4
]，即：

4

ˆ
L1

yds = 4

ˆ π
4

0

a
√
cos 2θ sin θ

√
a2 cos 2θ + a2

sin2 2θ

cos 2θ
dθ = 4a2

ˆ π
4

0

sin θdθ = (4− 2
√
2)a2

(3) 显然关于 x, y 轴对称，因此

ˆ
L

|x| 13 ds = 4

ˆ
L1

x
1
3 ds。设 x = a cos3 θ, y = a sin3 θ, θ ∈ [0,

π

2
]，此时

x′2y′2 = 9a2 sin2 cos2 θ，结果为：

I = 4

ˆ
L1

x
1
3 ds = 12a

4
3

ˆ π
2

0

cos2 θ sin θdθ = 4a
4
3

� 练习 16.4轮换对称性 (1)L是 x+ y + z = 0, x2 + y2 + z2 = 1的交线，计算

ˆ
L

xds,

ˆ
L

x2ds,

ˆ
L

yzds的值

(2)L是 x+ y + z = 0, x2 + y2 + z2 = 1的交线，计算

ˆ
L

x2 + yzds

解 (1)考虑轮换对称性，查看交线，发现 x, y, z轴都等价，因此变量可以随意轮换
ˆ
L

xds =
1

3

ˆ
L

x+ y + zds = 0ˆ
L

x2ds =
1

3

ˆ
L

x2 + y2 + z2ds =
1

3
· 2π =

2π

3

第三个：由于 (x+ y+ z) = 0，因此 (x+ y+ z)2 = 0，得到 (x+ y+ z)2− (x2+ y2+ z2) = 2(xy+ yz+xz) = −1，
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16.3 第二型曲线积分

即 xy + yz + xz = −1

2
，因此：

ˆ
L

yzds =
1

3

ˆ
L

xy + yz + xzds =
1

3
· −1

6
· 2π = −π

3

(2)和第一题本质一样

16.2.3 曲线积分中值问题

定理 16.2 (曲线积分中值定理)

♡

f(x, y)是光滑曲线L : x = x(t), y = y(t), t ∈ [a, b]上的连续函数，设∆L是曲线L的弧长，则 ∃(x0, y0) ∈ L，

使得 ˆ
L

f(x, y)ds = f(x0, y0)∆L

证明 根据计算公式得到

ˆ
L

f(x, y)ds =

ˆ b

a

f(x(t), y(t))
√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt，根据积分第一中值定理得到等于

f(x(t0), y(t0))

ˆ b

a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt = f(x0, y0)∆L，这里 (x0, y0) = (x(t0), y(t0))

� 练习 16.5 积分第一中值定理的曲线推广 f(x, y, z), g(x, y, z) 在可求长连续曲线 L : x = x(t), y = y(t), z =

z(t), t ∈ [a, b](曲线不一定光滑！)，上连续，且 g(x, y, z)非负，证明：∃(ξ, η, ζ) ∈ L使得ˆ
L

f(x, y, z)g(x, y, z)ds = f(ξ, η, ζ)

ˆ
L

g(x, y, z)ds

证明 由于不一定光滑，因此不能用含参形式计算。由于 f(x, y, z)连续，设在 L上m ≤ f(x(t), y(t), z(t)) ≤M，

由于 g非负，因此mg(x, y, z) ≤ f(x, y, z)g(x, y, z) ≤Mg(x, y, z)，两侧积分得到：

m

ˆ
L

g(x, y, z)ds ≤
ˆ
L

f(x, y, z)g(x, y, z)ds ≤M

ˆ
L

g(x, y, z)ds

若

ˆ
L

g(x, y, z)ds = 0，则全部为零，(ξ, η, ζ)任选。若不为 0，则同除以

ˆ
L

g(x, y, z)ds，得到m ≤
´
L
f(x, y, z)g(x, y, z)ds´

L
f(x, y, z)ds

≤

M，根据连续性介值性定理可证。

16.3 第二型曲线积分

16.3.1 基本概念与参数计算

定义 16.2 (第二型曲线积分)

♣

Γ是 R3中的有向曲线，其端点为 A,B ∈ R3，F (x, y, z) = P (x, y, z)i+Q(x, y, z)j+R(x, y, z)k，将 Γ划

分为 A = r0 → r1 → rn−1 → rn = B，第二型曲线积分定义为：ˆ
Γ

Pdx+Qdy +Rdz = lim
||T ||→0

P (ξi, ηi, ζi)∆xi +Q(ξi, ηi, ζi)∆yi +R(ξi, ηi, ζi)∆zi

定理 16.3 (第二型曲线积分的计算)

♡

若曲线 Γ由 r(t) = x(t)i+ y(t)j+ z(t)k, t ∈ [a, b]给出，则ˆ
Γ

Pdx+Qdy +Rdz =

ˆ b

a

[Px′(t) +Qy′(t) +Rz′(t)]dt

� 练习 16.6折线积分 (1)计算
ˆ
L

xdy− ydx，其中 L为三角形 O(0, 0), A(1, 0), B(1, 2)为顶点的三角形逆时针曲线
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16.3 第二型曲线积分

(2)计算
ˆ
L

xdx+ ydy + zdz，其中 L是 (1, 1, 1)到 (2, 3, 4)的直线段

解 (1)分三段计算：
ˆ
OA

xdy − ydx = 0。

ˆ
AB

xdy − ydx以 y 为参数，即

ˆ 2

0

1dy − y · 0 = 2。

ˆ
BO

xdy − ydx，

以 x为参数，y = 2x，即

ˆ 0

1

x · 2− 2xdx = 0，最终结果为 2。

(2)以 x为参数，y = 2x− 1, z = 3x− 2，因此结果为

ˆ 2

1

x+ 2(2x− 1) + 3(3x− 2)dx = 13

� 练习 16.7椭圆、圆周积分 (1)计算
ˆ
L

(x2 + 2xy)dy，其中 L为
x2

a2
+
y2

b2
= 1(y ≥ 0)方向逆时针

(2)计算 I =

˛
L

−xdx+ ydy

x2 + y2
，其中 L为圆周 x2 + y2 = 1，方向逆时针

解 (1)设 x = a cos θ, y = b sin θ, θ ∈ [0, π]。则

ˆ
L

(x2 + 2xy)dy =

ˆ π

0

a2 cos3 θ + 2ab2 sin θ cos2 θdθ =
4

3
ab2

(2)设 x = cos θ, y = sin θ, θ ∈ [0, 2π]，则 I =

ˆ 2π

0

(cos θ sin θ + sin θ cos θ)dθ = 0

� 练习 16.8交线积分：化为单变量 (1)计算 I =

˛
L

(y−z)dx+(z−x)dy+(x−y)dz，其中L为 x2+y2 = 1, x+z = 1，

从 z轴正无穷看为顺时针

(2)重要：计算
˛
L

xyzdz，其中 L为 x2 + y2 + z2 = 1与 y = z相交的圆，方向为 1, 2, 7, 8卦限。

解 (1)设 x = cos θ, y = sin θ, z = 1− cos θ，则 θ ∈ [2π, 0](不是 [0, 2π]！)。则

I =

ˆ 0

2π

[(sin θ + cos θ − 1)(− sin θ) + (1− 2 cos θ) cos θ + (cos θ − sin θ) sin θ]dθ = 4π

(2)由于 x2 +2y2 = 1，设 x = cos θ, y = z =
1√
2
sin θ，由于从第一卦限出发，x, y, z均为正，而 θ为小正数

时，位于第一卦限，因此 θ ∈ [0, 2π]。因此：

I =

ˆ 2π

0

1

2
cos θ sin2 θ

1√
2
cos θdθ =

√
2π

16�
笔记第二题虽然是球面的一部分，但是曲线积分都要化成一个变量的，因此不能用球坐标变换！

� 练习 16.9二次曲面交线 计算

ˆ
L

ydx+ zdy + xdz，其中 L为椭球与柱面交线：

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1,

x

a
+
z

c
= 1, x, y, z ≥ 0

方向从 (a, 0, 0)到 (0, 0, c)

解 (1) 直接用极坐标极度不方便，先令 x = ax, y = by, z = cz，得到 x2 + y2 + z2 = 1, x + z = 1。将前者

配凑为 (x + z)2 + (x − z)2 + 2y2 = 2，因此 (x − z)2 + 2y2 = 1，因此设 x − z = cos θ,
√
2y = sin θ，得出

x =
1

2
(1 + cos θ), y =

1√
2
sin θ, z =

1

2
(1− cos θ)，根据方向以及端点可判断 θ ∈ [0, π](具体含义难以判断)。因此

代入计算可知结果为
ac

2
− πb

4
√
2
(a+ c)

16.3.2 使用对称性

和第一型曲线积分一样，下面考虑镜像对称以及轮换对称性

镜像对称：如

ˆ
S

f(x, y, z)dx，要同时考虑 f(x, y, z)和 dx在 S 上的符号

轮换对称：要保证积分区域和积分表达式均轮换对称。轮换有两种使用方法：(1)保持积分区域不变，积分
表达式轮换 (2)保持积分表达式不变，积分区域轮换 (具体见轮换对称练习)
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16.3 第二型曲线积分

定理 16.4 (dx的符号)

♡

若沿着给定方向，x由大变小，则 dx为负，同理若变大则 dx为正，以此判断对称性。如果不容易直接判

断，则画出投影曲线，再在平面曲线上判断方向。

� 练习 16.10镜像对称性 (1)证明 I =

˛
L

−xdx+ ydy

x2 + y2
= 0，其中 L为圆周 x2 + y2 = 1，方向逆时针。

(2)计算 I =

ˆ
L

(−2xe−x2

sin y)dx+ (e−x2

cos y + x4)dy，其中 L为 (1, 0)到 (−1, 0)的半圆 y =
√
1− x2

解 (1)I = −
ˆ
L

xdx+

ˆ
L

ydy，前者分为 x轴上下两部分，上下 x符号大小均相等，由于上方 x从大变小，下方

从小变大，因此 dx符号相反，得到 −
ˆ
L

xdx = 0。后者同理根据 x轴上下两部分得到结果为 0。

(2)关于 y轴对称。第一项 dx同号，−2xe−x2

sin y异号，因此第一个积分为 0。第二个 dy异号，e−x2

cos y+x4

同号等值，因此第二个积分也为 0。综上整个积分为 0。

� 练习 16.11轮换对称性 (1)计算
ˆ
L

xdx+ ydy + zdz，其中 L为 x2 + y2 + z2 = 1与 x+ y + z = 0相交圆周，L

从第一卦限来看是逆时针的。

(2)计算
ˆ
L

(y2 − z2)dx+ (z2 − x2)dy+ (x2 − y2)dz，其中 L为 x2 + y2 + z2 = 1在第一卦限的边界曲线，方

向为 xy平面，yz平面，zx平面

解 (1)由于 x, y, z可以随便互换，I 可以写出 3

ˆ
L

xdx或 y, z对应积分，要选择一个好算的。考虑 z = −(x+ y)，

则 x2 + y2 + (x+ y)2 = 1，得到 (x+
1

2
y)2 +

3

4
y2 =

1

2
。因此令 x+

1

2
y =

1√
2
cos θ,

√
3

2
y =

1√
2
sin θ，因此得到

参数方程为：

x =
1√
2
cos θ − 1√

6
sin θ, y =

2√
6
sin θ, z = − 1√

2
cos θ − 1√

6
sin θ, θ ∈ [0, 2π]

可以算

ˆ
L

ydy比较简单，因此最终结果为 0。

(2)设三个部分曲线分别为 L1, L2, L3，由于 x, y, z可以随便互换，若 (x, y, z) → (z, x, y)，则积分表达式不变，

而L1部分在该变换下变为L2，因此L1, L2, L3积分值相等。因此 I = 3

ˆ
L1

(y2−z2)dx+(z2−x2)dy+(x2−y2)dz =，

对于L1而言，虽然积分表达式轮换对称，但是积分区域不轮换对称，因此只能硬算了。取 x = cos θ, y = sin θ, z =

0, θ ∈ [0,
π

2
]，得到结果为 −4。

� 练习 16.12双曲面交线 +对称性 重点：计算 I =

ˆ
L

y2dx+ z2dy+ x2dz，其中 L是维维安尼曲线 x2 + y2 + z2 =

a2, x2 + y2 = ax(z ≥ 0, a > 0)，从 x轴 +∞看去，L方向为逆时针

解注意 x2 + y2 = ax即 (x − a

2
)2 + y2 =

a2

4
是圆柱面，且过原点。考虑关于 xz 平面对称，积分表达式显然不

变，dx相反，dy相同 (需要把投影的圆画出来看看)，dz 相反，因此只需要计算 I =

ˆ
L

z2dy = 2

ˆ
L1

z2dy，这

里 L1是 L在 y ≥ 0的部分，设 x = a sinφ cos θ, y = a sinφ sin θ, z = a cosφ, θ ∈ [0,
π

2
](θ的范围具体见三重积分

球坐标变换)，代入柱面公式得到 sinφ = cos θ，即 θ =
π

2
− φ，综上 L1 的参数方程为：

x = a sin2 φ, y = a sinφ cosφ, z = a cosφ,φ ∈ [
π

2
, 0]

得到最终结果为 −π
4
a3
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16.3.3 两类曲线积分的关系

定理 16.5 (光滑曲线切向量)

♡

考虑光滑曲线 r(s) = (x(s), y(s)), s ∈ [0, l]，满足 (x′(s))2 + (y′(x))2 = 1。则其单位切向量为 t =

(x′(s), y′(s)) = (cos(t, x), cos(t, y))，即

dx = cos(t, x)ds, dy = cos(t, y)ds

定理 16.6 (两类曲线积分的关系)

♡

根据光滑曲线切向量的结论，可知：ˆ
L

Pdx+Qdy =

ˆ
L

[P (x, y) cos(t, x) +Q(x, y) cos(t, y)] ds

16.4 Green公式

16.4.1 Green公式及其基本应用

定理 16.7 (Green公式)

♡

Ω ⊂ R2 是有限条分段光滑曲线连接成的闭曲线，P (x, y), Q(x, y)在 Ω上连续，且有连续偏导
∂Q

∂x
,
∂P

∂y
，

沿着 ∂Ω的方向，Ω一直在左侧，则ˆ
∂Ω

Pdx+Qdy =

¨
Ω

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
)dxdy

�
笔记使用 Green公式的基本条件是曲线光滑和偏导存在，一般在 P,Q本身复杂，但

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
简单时使用。记

忆时可记忆为： ∣∣∣∣∣∣
∂

∂x

∂

∂y

P Q

∣∣∣∣∣∣
� 练习 16.13Green公式基本应用 (1)a, b为正数，L为从 (2a, 0)到 (0, 0)的半圆 y =

√
2ax− x2，计算

I =

ˆ
L

[ex sin y − b(x+ y)]dx+ (ex cos y − ax)dy

(2)L为 sinx从 (0, 0)到 (π, 0)的一段，计算：

I =

ˆ
L

√
x2 + y2dx+ y

[
xy + ln

(
x+

√
x2 + y2

)]
dy

(3)L为曲线 y = sinx从 (0, 0)到 (π, 0)的一段，计算

I =

ˆ
L

ex [(1− cos y)dx− (y − sin y)dy]

解 (1)显然积分本身很麻烦，考虑 P = ex sin y− b(x+ y), Q = ex cos y− ax，则Qx −Py = b− a很方便，因此考

虑用Green公式把圆周补上，记 L1为 (0, 0) → (2a, 0)直线。则 I =

ˆ
L+L1

−
ˆ
L1

=

¨
D

b−adxdy−
ˆ
L1

−bxdx =

1

2
πa2(b− a) + 2a2b

(2)考虑Qx−Py = y2+
y + xy√

x2+y2

x+
√
x2 + y2

− y√
x2 + y2

= y2，记L1是 (π, 0)到 (0, 0)的直线段，则

ˆ
L

Pdx+Qdy =
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ˆ 0

π

xdx = −1

2
π2，因此：

I =

ˆ
L+L1

−
ˆ
L1

= −
¨

D

y2dxdy +
1

2
π2 = −

ˆ π

0

dx

ˆ sin x

0

y2dy +
1

2
π2 =

1

2
π2 − 4

9

(3)首先Qx −Py = −yex，记 L1为 (π, 0) → (0, 0)的直线，最终结果为
1

5
(eπ − 1)。中间

1

2

ˆ π

0

ex sin2 xdx =

1

4

ˆ π

0

ex(1− cos 2x)dx =
1

4
ex
∣∣∣∣π
0

− 1

4

ex

4 + 1
(cos 2x+ 2 sin 2x)

∣∣∣∣π
0

� 练习 16.14一道经典题 (1)计算 I =

˛
L

xdy − ydx

x2 + y2
，其中 L为任一不包含原点区域的边界 (包含原点情况在后面

讨论)。
解 (1)结果为 0

定理 16.8 (区域面积转换为曲线积分)

♡

平面区域 D的面积为：

SD =

¨
D

dS =
1

2

˛
L

xdy − ydx

� 练习 16.15曲面面积应用 计算抛物线 (x+ y)2 = ax(a > 0)与 x轴围成的面积

解结果：
1

6
a2，见华东师大课本

16.4.2 内部有瑕点

定理 16.9 (瑕点 Green公式)

♡

若 P (x, y), Q(x, y)除瑕点外满足 Qx − Py = 0，边界 L围成的区域 D包含瑕点 x0，则可作包含 x0 的小

区域 D1，其边界 L1，方向逆时针，根据

ˆ
L

−
ˆ
L1

=

¨
D−D1

= 0得出：

ˆ
L

Pdx+Qdy =

ˆ
L1

Pdx+Qdy

保证 L1 曲线表达式的特殊性即可快速计算出结果。

� 练习 16.16最经典题目 重点：L为简单封闭光滑曲线，且不经过原点，a, b > 0，计算 I =

˛
L

xdy − ydx

ax2 + by2
。

解显然 P,Q在不包含原点的区域上有连续偏导数，Py =
−(ax2 + by2) + y · 2by

(ax2 + by2)2
, Qx =

by2 − ax2

(ax2 + by2)2
，若 L围

成的区域不包含原点，则根据 Qx − Py = 0得到积分为 0。若D包含原点，考虑挖去原点的小区域，其边界 L1

为 ax2 + by2 = r2，方向逆时针。则

ˆ
L

Pdx+Qdy =

ˆ
L1

Pdx+Qdy =
1

r2

ˆ
L1

xdy − ydx，再次使用 Green公

式得到结果为
1

r2

¨
D1

2dxdy =
2π√
ab
。

推论 16.2 (常用函数 1)

♡

若 P0(x0, y0)则：

˛
L

(x− x0)dy − (y − y0)dx

a(x− x0)2 + b(y − y0)2
=


2π√
ab
, L围成的区域包含P0

0, L围成的区域不包含P0
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� 练习 16.17推广题 1 计算 I =

˛
L

(x− y)dx+ (x+ 4y)dy

x2 + 4y2
，其中 L为 x2 + y2 = 1，方向逆时针

解 Py = Qx =
−x2 − 8xy + 4y2

(x2 + 4y2)2
，记 L1为 x2+4y2 = r2，则 I =

ˆ
L1

Pdx+Qdy =
1

r2

ˆ
L1

(x−y)dx+(x+4y)dy，

再用 Green公式得到 I =
1

r2

¨
D1

2dxdy =
2

r2
· πr

2

2
= π

推论 16.3 (常用函数 2)

♡

c1, c2 > 0时，a2 = −b1,
a1
c1

=
b2
c2
有：

˛
L

(a1x+ a2y)dx+ (b1x+ b2y)dy

c1x2 + c2y2
=


2b1π√
c1c2

, L围成区域包含原点

0, L围成区域不包含原点

引理 16.1 (推广椭圆面积)

♡
设 a, c > 0, ac− b2 > 0，考虑 ax2 + 2bxy + cy2 = 1，则该曲线为椭圆，围成的面积为

π√
ac− b2

证明 写为 a(x+
b

a
y)2+(c− b2

a
)y2 = 1，等价于

x2

1/a
+

y2

a/(ac− b2)
= 1，根据椭圆面积公式 (π ·ab)得到 π√

ac− b2

� 练习 16.18推广题 2 重点：计算 I =

˛
L

xdy − ydx

x2 + xy + y2
，L是圆周 x2 + y2 = 1，逆时针方向。

解分母即 (x+
1

2
y)2+

3

4
y2 = 0，若分母为 0，则 x = y = 0。Py = Qx =

y2 − x2

(x2 + xy + y2)2
，取L1为 x2+xy+y2 = r2，

该图形为椭圆，面积为
2πr2√

3
，使用 Green公式得到结果为

4π√
3

推论 16.4 (常用函数 3)

♡

若 a, b, c满足 a, c > 0, ac− b2 > 0，则˛
L

xdy − ydx

ax2 + 2bxy + cy2
=

2π√
ac− b2

� 练习 16.19其他形式 L为不过原点的简单光滑封闭曲线，计算：

I =

˛
L

ey

x2 + y2
[(x sinx+ y cosx)dx+ (y sinx− x cosx)dy]

16.4.3 曲线积分与路径无关性

定理 16.10 (路径无关性)

♡

D为单连通区域，若P (x, y), Q(x, y)在D连续且有一阶连续偏导，L为D内任意按段光滑曲线则

ˆ
L

Pdx+

Qdy与路径无关当且仅当：

D内处处有 Py = Qx

D内任意按段光滑闭合曲线 L，有

˛
L

Pdx+Qdy = 0

D内存在原函数 u(x, y)使得 du = Pdx+Qdy
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第 17章 曲面积分

17.1 曲面的面积

定理 17.1 (曲面面积公式)

♡

D是可求面积平面有界区域，z = f(x, y)在D上有连续一阶偏导，则曲面 z = f(x, y), (x, y) ∈ D的面积

为：

∆S =

¨
D

√
1 + f2x + f2ydxdy

定理 17.2 (参数方程曲面面积)

♡

D 为可求面积平面有界区域，x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) 在 D 上有连续一阶偏导，则曲面

r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))的面积公式为：

∆S =

¨
D

√
EG− F 2dudv,


E = x2u + y2u + z2u

F = xuxv + yuyv + zuzv

G = x2v + y2v + z2v

� 练习 17.1曲面面积计算 (1)证明 x2 + y2 + z2 = R2 的表面积为 4πR2

解 (1)考虑上半平面 z =
√
R2 − x2 − y2，D为 x2 + y2 ≤ R2，则 zx = −x

z
, zy = −y

z
，因此

√
1 + z2x + z2y =

R

z
。

得到球面面积为

S = 2

¨
D

R

z
dxdy = 2

ˆ R

0

dr

ˆ 2π

0

R√
R2 − r2

rdθ = 4πR
√
R2 − r2

∣∣∣∣0
R

= 4πR2

�
笔记对于 x2 + y2 + z2 = a2，有

√
1 + z2x + z2y =

a

z
，这个结论在计算球面曲面积分时经常用到！

17.2 第一型曲面积分

17.2.1 基本概念与计算公式

定义 17.1 (第一型曲面积分)

♣

S 为光滑曲面片，对 S 做分割 S = {∆S1, · · · ,∆Sn}，记 ||∆|| = max{s(∆Si)}，则定义¨
S

f(x, y, z)dS = lim
||∆||→0

n∑
i=1

f(xi, yi, zi)∆Si

定理 17.3 (投影法)

♡

若 S 可表示为 z = z(x, y), (x, y) ∈ D，则
¨

S

f(x, y, z)dS =

¨
D

f(x, y, z(x, y))

√
1 + (

∂z

∂x
)2 + (

∂z

∂y
)2dxdy



17.2 第一型曲面积分

定理 17.4 (球坐标变换结论)

♡

对于球面 x2 + y2 + z2 = a2，令 z =
√
a2 − x2 − y2，则得到√

1 + z2x + z2y =
a

z

证明 直接计算可验证�
笔记球面可以使用投影法或极坐标，本质上两者都可以用，而且相差不大。

� 练习 17.2投影法 (1)计算
¨

S

dS

z
，其中 S 是球面 x2 + y2 + z2 = a2 被平面 z = h所截的顶部。

(2)计算 A =

ˆ
S

(x+ y + z)dS，这里 S 表示 x2 + y2 + z2 = a2(z ≥ 0)，即球上表面

解 (1)做投影法 z =
√
a2 − x2 − y2，积分变为

¨
D

a

z2
dxdy =

¨
D

a

a2 − x2 − y2
dxdy，做极坐标变换得到

ˆ 2π

0

dθ

ˆ √
a2−h2

0

a

a2 − r2
rdr = 2πa ln

a

h

(2)根据对称性只剩一项，即 A =

¨
S

zdS，因此根据 z =
√
a2 − x2 − y2 代入计算得到：

A =

¨
x2+y2≤a2

z · a
z
dxdy =

¨
x2+y2≤a2

adxdy = a3π

定理 17.5 (参数方程法)

♡

若 S 由参数方程 x(u, v), y(u, v), z(u, v)给出，(u, v) ∈ D，则

¨
S

f(x, y, z)dS =

¨
D

f [x(u, v), y(u, v), z(u, v)]
√
EG− F 2dudv,其中：


E = x2u + y2u + z2u

F = xuxv + yuyv + zuzv

G = x2v + y2v + z2v

定理 17.6 (球坐标极坐标变换)

♡

对于球面 x2 + y2 + z2 = a2，令 x = a sinφ cos θ, y = a sinφ sin θ, z = a cosφ，则
E = a2 sin2 φ

F = 0

G = a2

⇒
√
EG− F 2 = a2 sinφ

� 练习 17.3参数方程法 (1)重点：计算 I =

¨
S

dS√
x2 + y2 + (z + a)2

，其中 S 为 x2 + y2 + z2 = a2(z ≥ 0)

解 (1)采用球坐标变换，积分变为 I =

¨
S′

a2 sinφ√
a2 sin2 φ+ a2(cosφ+ 1)2

dθdφ，区域为 φ ∈ [0,
π

2
], θ ∈ [0, 2π]，进

一步化简得到：

I =

¨
S′

−a sinφ√
2
√
1 + cosφ

dθdφ = −
√
2πa

ˆ π
2

0

d(cosφ)√
1 + cosφ

= 4πa− 2
√
2πa

17.2.2 使用对称性

� 练习 17.4积分曲面对称 (1)计算
¨

S

(x+ sin yz)dS，其中 S 为球面 x2 + y2 + z2 = a2
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17.3 第二型曲面积分

(2)
¨

S

(x+ y + z)3dS，其中 S 为 |x|+ |y|+ |z| = 1

解 (1)根据 S 关于 yz平面对称得到

¨
S

xds = 0，根据 S 关于 xz平面对称得到

¨
S

sin yzds = 0

(2)根据关于原点中心对称性得到为 0。

� 练习 17.5轮换对称性 (1)计算 I =

¨
S

x2dS 与 J =

¨
xydS，其中 S 为球面 x2 + y2 + z2 = a2

解 (1)由于 S 有轮换对称性，得到 I =
1

3

¨
S

x2 + y2 + z2dS =
4

3
πa4。J 没必要考虑轮换对称性，由于 S 关于

yz平面对称，因此 J = 0。

17.3 第二型曲面积分

17.3.1 基本概念、投影法、参数方程法

定义 17.2 (第二型曲面积分)

♣

对于向量场 F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z))，其通过曲面 S 的通量定义为第二型曲面积分

(向外为正)： ¨
S

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, z)dxdy

定理 17.7 (投影法)

♡

若曲面 S 的方程为 z = z(x, y)，在 xy平面投影区域为 Dxy，则¨
S

R(x, y, z)dxdy = ±
¨

Dxy

R(x, y, z(x, y))dxdy

正负取决于 S 的法向量与 z轴正向的夹角，若锐角则取正，钝角取负，直角积分为 0。

�
笔记若曲面 S为 z = a的一部分，则

¨
S

Pdydz+Qdzdx+Rdxdy =

¨
S

R(x, y, z)dxdy = ±
¨

D

R(x, y, a)dxdy。

若计算 dydz, dzdx，则需要考虑在 yz, zx平面的投影

� 练习 17.6投影法练习 (1)计算
¨

S

xyzdxdy，其中 S是球面 x2+ y2+ z2 = 1在 x ≥ 0, y ≥ 0部分，且取球面外侧

(2)考虑 S 为 x = y = z = 0, x = y = z = a六个平面所围成的立方体表面，外侧为正，计算：¨
S

(xy − yz)dydz + x2dzdx+ (y2 + xz)dxdy

解 (1)积分等于 2

¨
Dxy

xy
√
1− x2 − y2dxdy = 2

ˆ π
2

0

dθ

ˆ 1

0

r3 cos θ sin θ
√
1− r2dr =

2

15

(2)可以用 Gauss公式，也可以一个一个考虑。例如考虑 z = a平面 S1，即

¨
S1

(y2 + xz)dxdy =

¨
D

(y2 +

ax)dxdy =
5

6
a4，其余同理。

定理 17.8 (参数方程法)

若 S 可表示为参数方程 x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) ∈ D，记 A =

∣∣∣∣∂(y, z)∂(u, v)

∣∣∣∣ , B =∣∣∣∣∂(z, x)∂(u, v)

∣∣∣∣ , C =

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣，则¨
S

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy = ±
¨

D

(PA+QB +RC)dudv
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17.3 第二型曲面积分

♡
若向量 (A,B,C)与 S 法向量方向一致则取正，否则取负。

� 练习 17.7参数方程法 (1)S 为
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1上半部并取外侧，计算

¨
S

x3dydz

解

17.3.2 利用对称性

以

¨
S

R(x, y, z)dxdy为例，dxdy的正负取决于对称点处 S外法向量与 z轴正向的夹角，结合 R(x, y, z)关

于 xy平面或者原点的对称性可分解 S 上的曲面积分，dydz与 dzdx同理。

� 练习 17.8方向判断训练 设 S : |x|+ |y|+ |z| = 1，方向朝外，判断下面哪些积分值为 0：

(1)

¨
S

zdxdy (2)

¨
S

x2 sin ydxdy (3)

¨
S

y2 sin zdxdy (4)

¨
S

sinx sin2 y sin3 zdxdy

解 (1)关于 xy平面对称，z相反，由于法向量与 z轴正向夹角相反，dxdy也为负，因此非零

(2)关于 xz平面对称，sin y相反，dxdy为正，因此积分为 0

(3)无论怎么考虑都非零
(4)考虑 yz，sinx相反，dxdy为正，因此积分为 0。

� 练习 17.9基本计算 (1)计算 I1 =

¨
S

zdxdy, I2 =

¨
S

z2dxdy，其中 S 为球面 x2 + y2 + z2 = a2，方向取外侧

解 (1)I2考虑关于 xy平面对称，z2相等，dxdy相反，因此积分为 0。I1可转换为两倍的上半球面，I1 = 2

¨
S1

zdxdy，

由于 z =
√
a2 − x2 − y2，D : x2 + y2 ≤ a2，因此

I1 =

¨
D

√
a2 − x2 − y2dxdy = 2

ˆ a

0

dr

ˆ 2π

0

√
a2 − r2rdθ =

4πa3

3

17.3.3 两类曲面积分的联系

定理 17.9 (两类曲面积分的联系)

♡

S 为光滑曲面，正侧单位法向量 n = (cosα, cosβ, cos γ)，则 cosαdS = dydz, cosβdS = dzdx, cos γdS =

dxdy，即 ¨
S

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy =

¨
S

(P cosα+Q cosβ +R cos γ)dS

�
笔记对一般曲面 F (x, y, z) = 0，其梯度 (Fx, Fy, Fz)就是曲面法向量，因此单位法向量的计算方式为：

n = ± 1√
F 2
x + F 2

y + F 2
z

(Fx, Fy, Fz)

� 练习 17.10重新计算第二型曲面积分 (1)重新计算
¨

S

xyzdxdy，其中 S是球面 x2 + y2 + z2 = 1在 x ≥ 0, y ≥ 0

部分，方向朝外

解 (1)法向量 n =
1√
3
(1, 1, 1)，因此可以转换为第一型曲面积分：

¨
S

xyz · x · a
z
dS = 2

¨
D

r4 cos2 θ sin θdrdθ =
2

15

这里乘上 2的原因是关于 z正负有两块。
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17.4 Gauss公式

� 练习 17.11用曲面积分联系计算第二型曲面积分 S为 x+ y+ z = 1在 x2 + y2 + z2 = 4x内部的部分，取上侧为

正，计算：

I =

¨
S

ydydz + zdzdx+ xdxdy

解 (1) 已知 F (x, y, z) = x + y + z − 1，则梯度为 ∇F = (1, 1, 1)，单位法向量 n =
1√
3
(1, 1, 1)，因此 I =¨

S

1√
3
(x+ y + z)dS =

1√
3
S，计算截面圆面积即可，结果为

11

3
√
3
π

17.4 Gauss公式

17.4.1 Gauss公式与基本使用

定理 17.10 (Gauss公式)

♡

V ⊂ R3 是有界闭区域，V 边界是分片光滑的曲面 S，P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)在 V 内有连续偏导，

则 "
S外

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy =

˚
V

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
)dxdydz

�
笔记使用 Gauss公式需要保证 V 内任意位置，P,Q,R都有连续偏导。

� 练习 17.12 补面计算 (1) 东南大学 2022：计算 I =

¨
S

(z + 1)dydz + (y + 1)dzdx+ (x+ 1)dxdy

x2 + y2 + z2
，其中 S 为

z =
√
9− x2 − y2 曲面，取下侧

解 (1)补面 S1 = {z = 0, x2 + y2 ≤ 9}，方向朝上，则 I =
1

9
I1 −

1

9
I2 =

1

9

¨
S+S1

−1

9

¨
S1

，根据 Gauss公式计算

I1：

I1 = −
˚

V

(0 + 1 + 0)dxdydz = −18π

计算 I2，由于在平面上，曲面积分直接变为二重积分，且 dz = 0，：

I2 =

¨
x2+y2≤9

(x+ 1)dxdy =

ˆ 2π

0

dθ

ˆ 3

0

r2 cos+rdr = 9π

因此结果为 I =
1

9
(−18π − 9π) = −3π

� 练习 17.13菱形区域：变量替换！ (1)重点：S 为封闭曲面 |x− y + z|+ |y − z + x|+ |z − x+ y| = 1，方向朝外，

计算 I =

¨
S

(x+ y − z)dydz + [2y + sin(z + x)]dzdx+ (3z + ex+y)dxdy

(2)(东北师大)求 I =

¨
S

(x+ cos(y − z))dydz + (2y + ex+z)dzdx+ (3z + sin(x− y)dxdy)，这里 S 为封闭

曲面，方向取外侧

|x− y + z|+ |y − z + x|+ |z − x+ y| = 1

解 (1)使用 Gauss公式即 I =

˚
V

(1 + 2+ 3)dxdydz，考虑坐标变换 u = x− y+ z, v = y− z+ x,w = z− x+ y，

即 |u|+ |v|+ |w| ≤ 1，而
∂(u, v, w)

∂(x, y, z)
= 4，因此 J =

∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
=

1

4
，因此 I =

¨
V ′

3

2
dudvdw = 2，这里 V ′ =

4

3
是个锥体。

(2)使用 Gauss公式即 I =

˚
V

6dV，使用坐标变换

u = x+ z − y, v = y + x− z, w = y + z − x

得到
∂(u, v, w)

∂(x, y, z)
= 4，即

∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
=

1

4
，积分区域为 |u|+ |v|+ |w| ≤ 1，分为 8个小锥体，每个锥体体积

1

6
，因
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17.5 Stokes公式

此最终结果为：

I =
3

2
× 8× 1

6
= 2

17.4.2 内部有瑕点

� 练习 17.14经典题目 S 为不经过原点的光滑封闭曲面，计算

I =

¨
S

x

(ax2 + by2 + cz2)
3
2

dydz +
y

(ax2 + by2 + cz2)
3
2

dzdx+
z

(ax2 + by2 + cz2)
3
2

dxdy

解记 r2 = ax2 + by2 + cz2，则两侧对 x求导可以得到

rx =
ax

r

同理可以得到 ry, rz。同时 P =
x

r3
, Q =

y

r3
, R =

z

r3
，因此可以计算得到

Px +Qy +Rz = 0

如果 S 围成的区域不包含原点，则积分为 0。如果包含原点，则挖掉 V1 : ax2 + by2 + cz2 ≤ ϵ2，S1 面方向定

义为 V − V1 朝向 V1，则

¨
S+S1

Pdydz +Qdzdx+ Rdxdy =

˚
V−V1

0dxdydz = 0，因此 I = −
¨

S1

Pdydz +

Qdzdx+Rdxdy，用 Gauss公式得到

I =

˚
V1

3

ϵ3
dxdydz =

3

ϵ3
· 4
3
· πϵ3√

abc
=

4π√
abc

�
笔记最常见的形式为：

¨
S

xdydz + ydzdx+ zdxdy

(x2 + y2 + z2)
3
2

=

4π, S围成区域包含原点

0, S围成区域不包含原点

� 练习 17.15推广形式 S 为上半椭球面 2021x2 + 2022y2 + 2023z2 = 1(z ≥ 0)，方向取向上，计算

I =

¨
S

xdydz + ydzdx+ zdxdy

(x2 + y2 + z2)
3
2

解 记 r =
√
x2 + y2 + z2，显然除原点外 Px + Qy + Rz = 0，记 V : 2021x2 + 2022y2 + 2023z2 ≤ 1(z ≥ 0)，

V1 : x2 + y2 + z2 ≤ ϵ2(z ≥ 0)，则 V − V1 的表面分为三个部分 S + S1 + S2，其中 S1 是小椭球体表面，S2 为

z = 0内两个直底面，S1, S2 方向朝下。根据 Gauss公式得到
¨

S+S1+S2

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy = 0，即

¨
S

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy = −
¨

S1

−
¨

S2¨
S2

由于 z = 0得到积分为 0，

¨
S1

得到 r = ϵ，即 P =
x

ϵ3
, Q =

y

ϵ3
, R =

z

ϵ3
，再补上 V1 下面的小平面 S3，用

Gauss公式得到 I =
1

ϵ3

¨
−S1+S3

xdydz + ydzdx+ zdxdy，最终结果为 2π

�
笔记最后一步也可以用两类曲面积分的关系进行计算，当第二型不方便算时，要善于转化为第一型进行计算

17.5 Stokes公式

17.5.1 Stokes公式与基本使用

定理 17.11 (Stokes公式)
设曲面 S 的边界 L是按段光滑的连续曲线，若 P,Q,R在 S 上连续，且有一阶偏导，则

˛
L

Pdx+Qdy +Rdz =

¨
S

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dydz dzdx dxdy
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
¨

S

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cosα cosβ cos γ
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dS
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17.5 Stokes公式

♡

即将空间第二型曲线积分转换为第二或第一型曲面积分，这里 n = (cosα, cosβ, cos γ)为 S正侧的外单位

法向量。注意求法向的曲面 S 和最终积分的 S 要是同一个曲面。

�
笔记 Stokes公式一般用在三维第一型曲线积分，且积分曲线是两个曲面的交线，往往转换为第一型曲面积分更
好算：外法向量能用平面就用平面 (为常数)，圆面则为圆心到 (x, y, z)的单位向量。�
笔记确定单位法向量的方向：若积分曲线方向是正向 (区域在左)，则单位法向朝曲面朝外，否则朝内。

� 练习 17.16一次项 Stokes公式 利用 Stokes公式计算下面的第一型曲线积分：
(1)平面与球面：计算 I =

˛
L

ydx+ zdy + xdz，其中 L为 x2 + y2 + z2 = a2与 x+ y + z = 0的交线，从 z

轴 +∞看为逆时针。
(2)球面与柱面：计算

˛
L

(x− 1)dy− (y+1)dx+ zdz，其中 L为 x2 + y2 + z2 = 1上半球与柱面 x2 + y2 = x

的交线，从 z轴正向来看为逆时针方向。

解 (1)记 S为 x+ y+ z = 0位于球面 x2 + y2 + z2 = a2内的部分，取上侧 n =
1√
3
(1, 1, 1)，则根据 Stokes公式：

I =

¨
S

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1√
3

1√
3

1√
3

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

y z x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1√
3

¨
S

(−1− 1− 1)dS = −
√
3πa2

(2)n = (x, y, z)，因此根据 Stokes公式得到

I =

¨
S

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

−y − 1 x− 1 z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dS =

¨
S

2zdS =

¨
D

2dS =
π

2

� 练习 17.17二次项 Stokes公式 经典：L是 x2 + y2 + z2 = 4x与 x2 + y2 = 2x的交线在 z ≥ 0的部分，方向为原

点进入第一卦限，计算：

I =

˛
L

(y2 + z2)dx+ (x2 + z2)dy + (x2 + y2)dz

解曲面 S 是 (x− 2)2 + y2 + z2 = 4的一部分，注意原点进第一卦限时区域在右侧，因此方向朝内。单位法向量

为 n = −1

2
(x− 2, y, z)，因此根据 Stokes公式：

I =

˛
L

(y2 + z2)dx+ (x2 + z2)dy + (x2 + y2)dz

= −
¨

S

[(x− 2)(y − z) + y(z − x) + z(x− y)]dS = 2

¨
S

(y − z)dS

由于 S 关于 xz平面对称，因此

¨
S

ydS = 0，此时

I = −2

¨
S

zdS

而 S 方程为 z =
√
4− (x− 2)2 − y2，投影为 D = {(x, y) : (x− 1)2 + y2 ≤ 1}，且

√
1 + z2x + z2y =

2

z
，得到

I = −2

¨
S

zdS = −2

¨
D

z · 2
z
dxdy = −4π
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17.5 Stokes公式

17.5.2 空间第二型曲线积分与路径无关性

定理 17.12 (空间第二型曲线积分与路径无关性)

♡

V ⊆ R3 是单连通区域，P,Q,R在 V 上连续，且有一阶偏导数，L为 V 内任意光滑曲线，则

ˆ
L

Pdx +

Qdy +Rdz与路径无关与下面条件等价：

任意 V 内光滑封闭曲线 L，满足

˛
L

Pdx+Qdy +Rdz = 0

V 内处处成立：Py = Qx, Qz = Ry, Rx = Pz
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第 18章 实数完备性定理

定义 18.1 (聚点)

♣
若存在各项互异的收敛数列 {xn} ⊆ S，使得 lim

n→∞
xn = ξ，则 ξ称为 S 的一个聚点。

定理 18.1 (实数七大定理)

♡

七大定理如下：

确界定理：S 是非空实数集，若 S 有上界，则 S 必有上确界

单调有界定理

Cauchy收敛准则
闭区间套定理

有限开覆盖定理：S 是实数子集，H 为开区间族，若 ∀x ∈ S 都含于H 至少一个开区间中，则称H

是 S 开覆盖。若 H 是 [a, b]的开覆盖，则可从 H 中选出有限个区间覆盖 [a, b]

聚点定理：实轴上任一有界无限点集 S 至少有一个聚点

致密性定理：有界数列必有收敛子列

下面采取确界原理-单调有界定理-闭区间套定理-有限覆盖定理-聚点定理/致密性定理-Cauchy收敛准则的形
式循环证明其等价性：

1. 确界证明单调有界定理：设 an 单增有上界，根据确界原理有上确界，取 a = sup{an}，只需证明 a是 an

极限。根据上确界定义有 ∃N, a− ϵ < aN，再由单增和极限定义显然。

2. 单调有界证明闭区间套：an, bn都单调有极限，所以夹住的点存在。唯一性用 |ξ− ξ′| ≤ lim
n→∞

(bn − an) = 0

证明

3. 闭区间套证明有限覆盖：反设不成立，则 [a,
a+ b

2
], [
a+ b

2
, b]中至少有一个没有有限覆盖，不停分下去，根

据闭区间套有 ξ ∈ [an, bn]。当 n足够大时，一定存在开覆盖集中的区间包含它，因此与假设矛盾。

4. 有限覆盖证明致密性定理：设 xn有界，若无穷项相等，则显然。若相等的只有有限项，可知 ∃x0 ∈ [a, b]使

得 (x0− δ, x0+ δ)中有无限项，否则根据有限开覆盖，总共 xn只有有限项，矛盾。因此在 (x0−
1

k
, x0+

1

k
)

中取 xk 即有 lim
k→∞

xk = x0

5. 聚点定理证明 Cauchy收敛准则：设 xn 收敛， lim
n→∞

xn = a，∃N, ∀n,m > N 有 |xn − a| < ϵ, |xm − a| < ϵ，

因此 |an − am| ≤ |an − a|+ |a− am| = 2ϵ

6. Cauchy收敛准则证明确界原理：b为上界，a ∈ S，不断二分，构造 an, bn，最后 |an+p−an| ≤ |bn−an| < ϵ，

因此有极限 a，满足 ∃N, aN + ϵ > a。


