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第一章 多项式 

【带余除法】对于![#]中任意两个多项式%(#)与g(#)，其中g(#) ≠ 0，一定有![#]中的多项
式+(#)，,(#)存在，使 

%(#) = +(#)g(#) + ,(#) 

成立，其中/0,(#)1 < /0g(#)1或者	 ,(#) = 0，并且这样的+(#)与,(#)是唯一决定的.带余除
法中所得的+(#)通常称为g(#)除%(#)的商式，,(#)称为g(#)除%(#)的余式，简称商及余.	

【定理5】对于数域!上的任意两个多项式%(#)，g(#)，其中g(#) ≠ 0，g(#)|%(#)的充分必要
条件是g(#)除%(#)的余式为零. 

【引理】如果有等式%(#) = +(#)g(#) + ,(#)成立，那么%(#)，g(#)和g(#)，,(#)有相同的公
因式. 

【定理7】对于![#]中任意两个多项式%(#)，g(#)，在![#]中存在一个最大公因式8(#)，且
8(#)可以表成%(#)，g(#)的一个组合，即有![#]中多项式9(#)，:(#)使8(#) = 9(#)%(#) +
:(#)g(#). 

【定理;】![#]中两个多项式%(#)，g(#)互素的充分必要条件是有![#]中的多项式9(#)，:(#)
使9(#)%(#) + :(#)g(#) = 1. 

【定理=】如果(%(#), g(#)) = 1,且%(#)|g(#)ℎ(#)，那么%(#)|ℎ(#). 

【推论】如果%!(#)|g(#)，%"(#)|g(#)，且(%!(#), %"(#)) = 1，那么%!(#)%"(#)|g(#).	

【定理@】如果A(#)是一个不可约多项式，那么对于任意的两个多项式%(#)，g(#)，由
A(#)|%(#)g(#)一定推出A(#)|%(#)或者A(#)|g(#). 

【因式分解及唯一性定理】数域!上每一个次数≥1的多项式%(#)都可以唯一地分解成数域!
上一些不可约多项式的乘积.所谓唯一性是说，如果有两个分解式	

%(#) = A!(#)A"	(#)…A#(#) = +!(#)+"(#)…+$(#),	
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那么必有C = D，并且适当排列因式的次序后有	

A%(#) = E%+%(#), F = 1,2, … , C,	
其中E%(F = 1,2, … , C)是一些非零常数.	

【定理H】如果不可约多项式A(#)是%(#)的I重因式(I ≥ 1)，那么它是微商%&(#)的I − 1重因
式. 

【推论5】如果不可约多项式A(#)是%(#)的I重因式(I ≥ 1)，那么A(#)是%(#)，%&(#)，…，
%(()!)(#)的因式，但不是%(()(#)的因式. 

【推论7】不可约多项式A(#)是%(#)的重因式的充分必要条件为A(#)是%(#)与%&(#)的公因式. 

【推论;】多项式%(#)没有重因式的充分必要条件是%(#)与%&(#)互素. 

【定理L】（余数定理）用一次多项式# − M去除多项式%(#)，所得的余式是一个常数，这个
常数等于函数值%(M).如果%(#)在# = M时的函数值%(M) = 0，那么M就称为%(#)的一个根或
零点. 

【推论】M是%(#)的根的充分必要条件是(# − M)|%(#). 

【定理N】![#]中O次多项式(O ≥ 0)在数域!中的根不可能多于O个，重根按重数计算. 

【定理P】如果多项式%(#)，g(#)的次数都不超过O，而它们对O + 1个不同的数M!，M"，…，
M+,!有相同的值，即%(M%) = g(M%), F = 1,2, … , O + 1,那么%(#) = g(#). 

【代数基本定理】每个次数≥1的复系数多项式在复数域中有一根. 

【复系数多项式因式分解定理】每个次数≥1的复系数多项式在复数域上都可以唯一地分解
成一次因式的乘积. 

【实系数多项式因式分解定理】每个次数≥1的实系数多项式在实数域上都可以唯一地分解
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成一次因式和二次不可约因式的乘积. 

【定理5Q】（高斯引理）两个本原多项式的乘积还是本原多项式. 

【定理55】如果一非零的整系数多项式能够分解成两个次数较低的有理系数多项式的乘积，
那么它一定能分解成两个次数较低的整系数多项式的乘积. 

【推论】设%(#)，g(#)是整系数多项式，且g(#)是本原的.如果%(#)=	 g(#)ℎ(#)，其中ℎ(#)是
有理系数多项式，那么ℎ(#)一定是整系数的.	

【定理57】设%(#) = R+#+ + R+)!#+)! +⋯+ R-是一个整系数多项式，而.
#是它的一个有理

根，其中,，C互素，那么必有C|R+, ,|R-.特别地，如果%(#)的首项系数R+ = 1，那么%(#)的有

理根都是整根，而且是R-的因子.	

【定理5;】（艾森斯坦（Eisenstein）判别法）设 

%(#) = R+#+ + R+)!#+)! +⋯+ R- 

是一个整系数多项式，如果有一个素数A，使得 

1） A ∤ R+; 

2） A|R+)!, R+)", … , R-; 

3） A" ∤ R- 

那么%(#)在有理数域上是不可约的. 

【定理5=】当%(#!, #", … , #+) ≠ 0, g(#!, #", … , #+) ≠ 0时，乘积%(#!, #", … , #+)g(#!, #", … , #+)
的首项等于%(#!, #", … , #+)的首项与g(#!, #", … , #+)的首项的乘积. 

【推论5】如果%% ≠ 0(F = 1,2, … ,V)，那么%!%"…%/的首项等于每个%%的首项的乘积. 

【推论7】如果%(#!, #", … , #+) ≠ 0, g(#!, #", … , #+) ≠ 0，那么%(#!, #", … , #+)g(#!, #", … , #+) ≠
0. 
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【定理5@】对于任意一个O元对称多项式%(#!, #", … , #+)都有一个O元多项式W(X!, X", … , X+)，
使得%(#!, #", … , #+) = 	W(Y!, Y", … , Y+). 
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第二章 行列式 

【定理 1】对换改变排列的奇偶性. 

【推论】在全部O阶排列中，奇、偶排列的个数相等，各有O!/2个. 

【定理 2】任意一个O级排列与排列12⋯O都可以经过一系列对换互变，并且所作对换的个
数与这个排列有相同的奇偶性. 

【定理 3】 设 

8 = \
R!! R!" ⋯ R!+
R"! R"" ⋯ R"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
R+! R+" ⋯ R++

\, 

_%0表示元素R%0的代数余子式，则下列公式成立： 

R(!_%! + R("_%" +⋯+ R(+_%+ = `8, I = F,
0, I ≠ F; 

R!1_!0 + R"1_"0 +⋯+ R+1_+0 = `8, a = b,
0, a ≠ b. 

用连加号简写为 

cR(#_%#
+

#2!
= `8, I = F,

0, I ≠ F; 

cR#1_#0
+

#2!
= `8, a = b,

0, a ≠ b. 

【定理 4】（克拉默法则）如果线性方程组 

d
R!!#! + R!"#" +⋯+ R!+#+ = e!,
R"!#! + R""#" +⋯+ R"+#+ = e",
⋯⋯⋯⋯
R+!#! + R+"#" +⋯+ R++#+ = e+

 

的系数矩阵 
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_ = f
R!! R!" ⋯ R!+
R"! R"" ⋯ R"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
R+! R+" ⋯ R++

g 

的行列式，即系数行列式 

8 = |_| ≠ 0, 

那么该线性方程组有解，并且解是唯一的，解可以通过系数表为 

#! =
8!
8 , #" =

8"
8 ,⋯ , #+ =

8+
8 , 

其中80是把矩阵_中第b列换成方程组的常数项e!, e", ⋯ , e+所成的行列式，即 

80 = \
R!!
R"!
⋮
R+!

⋯
⋯
⋱
⋯

R!,0)!
R",0)!
⋮

R+,0)!

e!
e"
⋮
e+

R!,0,!
R",0,!
⋮

R+,0,!

⋯
⋯
⋱
⋯

R!+
R"+
⋮
R++

\ , b = 1,2,⋯ , O. 

【定理 5】如果齐次线性方程组 

d
R!!#! + R!"#" +⋯+ R!+#+ = 0,
R"!#! + R""#" +⋯+ R"+#+ = 0,
																								⋯⋯⋯⋯
R+!#! + R+"#" +⋯+ R++#+ = 0

 

的系数矩阵的行列式|_| ≠ 0，那么它只有零解.换句话说，如果该方程组有非零解，那么必
有|_| = 0. 

【引理】行列式h的任一个子式i与它的代数余子式_的乘积中的每一项都是行列式h的展开
式中的一项，而且符号也一致. 

【定理 6】（拉普拉斯定理） 设在行列式h中任意取定了I(1 ≤ I ≤ O − 1)个行.由这I行元素
所组成的一切I阶子式与它们的代数余子式的乘积的和等于行列式h. 

【定理 7】两个O级行列式 

h! = \
R!! R!" ⋯ R!+
R"! R"" ⋯ R"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
R+! R+" ⋯ R++

\ 

和 



更多免费资料请关注公众号：微云学姐 

B 站/公众号/小红书：微云学姐 

数学专业表白墙：1561576248（QQ） 

h" = \
e!! e!" ⋯ e!+
e"! e"" ⋯ e"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
e+! e+" ⋯ e++

\ 

的乘积等于一个O级行列式 

k = \
E!! E!" ⋯ E!+
E"! E"" ⋯ E"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
E+! E+" ⋯ E++

\, 

其中E%0是h!的第F行元素分别与h"的第b列的对应元素乘积之和，即 

E%0 = R%!e!0 + R%"e"0 +⋯+ R%+e+0 . 

【性质 1】行列互换，行列式不变.即 

\
R!! R!" ⋯ R!+
R"! R"" ⋯ R"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
R+! R+" ⋯ R++

\ = \
R!! R"! ⋯ R+!
R"! R"" ⋯ R+"
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
R!+ R"+ ⋯ R++

\. 

【性质 2】 

\\

R!! R!" ⋯ R!+
⋮

IR4!
⋮
R+!

⋮
IR4"
⋮
R+"

⋱
⋯
⋱
⋯

⋮
IR45
⋮
R++

\\ = I \\

R!! R!" ⋯ R!+
⋮
R4!
⋮
R+!

⋮
R4"
⋮
R+"

⋱
⋯
⋱
⋯

⋮
R45
⋮
R++

\\. 

这就是说，一行的公因子可以提出去，或者说以一数乘行列式的一行就相当于用这个数乘此
行列式. 

【性质 3】 

\\

R!! 							R!" ⋯ 										R!+
⋮

e! + E!
⋮
R+!

⋮
e" + E"

⋮
R+"

		⋱
		⋯
		⋱⋯

			
			⋮

	e+ + E+
	 		⋮		R++

\\ = \\

R!! R!" ⋯ R!+
⋮
e!
⋮
R+!

⋮
e"
⋮
R+"

⋱
⋯
⋱
⋯

⋮
e+
⋮
R++

\\ + \\

R!! R!" ⋯ R!+
⋮
E!
⋮
R+!

⋮
E"
⋮
R+"

⋱
⋯
⋱
⋯

⋮
E+
⋮
R++

\\ 

这就是说，如果某一行是两组数的和，那么这个行列式就等于两个行列式的和，而这两个行
列式除这一行以外全与原来行列式的对应的行一样. 

【性质 4】如果行列式中有两行相同，那么行列式为零. 
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【性质 5】如果行列式中两行成比例，那么行列式为零. 

【性质 6】把一行的倍数加到另一行，行列式不变. 

【性质 7】对换行列式中两行的位置，行列式反号. 

【性质 8】任意一个矩阵经过一系列初等行变换总能变成阶梯形矩阵. 

【性质 9】在行列式中，一行的元素与另一方相应元素的代数余子式的乘积之和为零. 

【性质 10】对任意的O(O ≥ 2)，O阶范德蒙德行列式等于R!, R", . . . , R+这O个数的所有可能的

差R% − R0(1 ≤ F＜b ≤ O)的乘积.范德蒙德行列式为零的充分必要条件是R!, R", . . . , R+这O个数

中至少有两个相等. 
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第三章 线性方程组 

【定理】初等变换总是把方程组变成同解的方程组(第二种初等变换). 

【定理 1】在齐次线性方程组 

d
R!!#! + R!"#" +⋯+ R!+#+ = 0,
R"!#! + R""#" +⋯+ R"+#+ = 0,
⋯⋯⋯⋯
R#!#! + R#"#" +⋯+ R#+#+ = 0

 

中，如果C < O，那么它必有非零解. 

【定理 2】 设l!, l", … , l.与m!, m", . . . , m#是两个向量组.如果 

1）向量组l!, l", … , l.可以经m!, m", . . . , m#线性表出; 

2）, > C. 

那么向量组l!, l", … , l.必线性相关. 

【推论 1】如果向量组l!, l", … , l.可以经向量组m!, m", . . . , m#线性表出，且l!, l", … , l.线性

无关，那么, ≤ C. 

【推论 2】任意O + 1个O维向量必线性相关. 

【推论 3】两个线性无关的等价的向量组，必含有相同个数的向量. 

【定理 3】一向量组的极大线性无关组都含有相同个数的向量. 

【定理 4】o的秩=o的列秩=o的行秩. 

【推论 1】矩阵的初等列变换和初等行变换皆不改变该矩阵的秩、列秩和行秩. 
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【推论 2】矩阵o的秩等于o在初等行变换下的阶梯形矩阵中非零行的数目. 

【推论 3】设矩阵o在初等行变换下的阶梯形是 

p =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛
0 … 0
0 … 0

e!%! … e!%"
0 … e"%"

⋯ e!%# ⋯ e!+
⋯ e"%# ⋯ e6+

⋮ ⋱ ⋮ ⋮			 ⋱ 			⋮ ⋱			 ⋮ 			⋱		 			⋮
0 … 0
0 … 0
⋮ ⋱ ⋮
0 … 0

0 			… 		0
0 			…		 0
⋮ 				⋱		 ⋮
0 			…		 0

⋯ e.%# ⋯ e7+
⋯		 	0	 ⋯	 			0
⋱ 				⋮ 			⋱	 				⋮
⋯	 		0 	⋯				 0⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

 

则o的第F!, F", … , F.列组成它的列向量组的一个极大线性无关组. 

【推论 4】设 

o = w
R!! R!" ⋯ R!+
R"! R"" ⋯ R"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
R+! R+" ⋯ R++

x 

则o的列向量组(行向量组)线性相关的充分必要条件是|o|=0;o的列向量组(行向量组)线性无

关的充分必要条件是|o| ≠ 0. 

【定理 5】齐次线性方程组 

d
R!!#! + R!"#" +⋯+ R!+#+ = 0,
R"!#! + R""#" +⋯+ R"+#+ = 0,
⋯⋯⋯⋯
R+!#! + R+"#" +⋯+ R++#+ = 0

 

有非零解的充分必要条件是它的系数矩阵 

o = w
R!! R!" ⋯ R!+
R"! R"" ⋯ R"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
R+! R+" ⋯ R++

x 

的行列式|o|=0;方程组只有零解的充分必要条件是|o| ≠ 0. 

【定理 6】（克拉默法则及其逆定理）线性方程组 
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d
R!!#! + R!"#" +⋯+ R!+#+ = e!,
R"!#! + R""#" +⋯+ R"+#+ = e",
																									⋯⋯⋯⋯
R+!#! + R+"#" +⋯+ R++#+ = e+

 

有唯一解的充分必要条件是它的系数矩阵 

o = w
R!! R!" ⋯ R!+
R"! R"" ⋯ R"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
R+! R+" ⋯ R++

x 

的行列式|o| ≠ 0. 

【定理 7】（线性方程组有解判别定理）线性方程组 

d
R!!#! + R!"#" +⋯+ R!+#+ = e!,
R"!#! + R""#" +⋯+ R"+#+ = e",
																									⋯⋯⋯⋯
R#!#! + R#"#" +⋯+ R#+#+ = e#

 

有解的充分必要条件为它的系数矩阵 

o = w
R!! R!" ⋯ R!+
R"! R"" ⋯ R"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
R8! R8" ⋯ R#+

x 

与增广矩阵 

oy = w
R!! R!" ⋯ R!+ e!
R"! R"" ⋯ R"+ e"
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 				⋮
R8! R8" ⋯ R#+ e#

x 

有相同的秩. 

【定理 8】在齐次线性方程组有非零解的情况下，它有基础解系，并且基础解系所含解的个

数等于O − ,，这里,表示系数矩阵的秩(以下将看到，O − ,也就是自由未知量的个数). 

【定理 9】如果z-是方程组 



更多免费资料请关注公众号：微云学姐 

B 站/公众号/小红书：微云学姐 

数学专业表白墙：1561576248（QQ） 

d
R!!#! + R!"#" +⋯+ R!+#+ = e!,
R"!#! + R""#" +⋯+ R"+#+ = e",
																									⋯⋯⋯⋯
R#!#! + R#"#" +⋯+ R#+#+ = e#

 

的一个特解，那么方程组的任一个解{都可以表成 

{ = z- + |, 

其中|是导出组的一个解，因此，对于方程组的任一个特解z-，当|取遍它的导出组的全部解

时，{ = z- + |就给出方程组的全部解. 

【推论】在方程组 

d
R!!#! + R!"#" +⋯+ R!+#+ = e!,
R"!#! + R""#" +⋯+ R"+#+ = e",
																									⋯⋯⋯⋯
R#!#! + R#"#" +⋯+ R#+#+ = e#

 

有解的条件下，解是唯一的充分必要条件是它的导出组 

d
R!!#! + R!"#" +⋯+ R!+#+ = 0,
R"!#! + R""#" +⋯+ R"+#+ = 0,
																								⋯⋯⋯⋯
R#!#! + R#"#" +⋯+ R#+#+ = 0

 

只有零解. 

【引理】设 

%(#) = R-#+ + R!#+)!+. . . +R+, 

}(#) = e-#/ + e!#/)!+. . . +e/ 

是数域!上的两个非零的多项式，它们的系数R-，e-不全为零.于是%(#)与}(#)在![#]中有非

常数的公因式的充分必要条件是，在![#]中存在非零的次数小于V的多项式9(#)与次数小于

O的多项式:(#)，使 

9(#)%(#) = :(#)}(#). 

【定理 10】设 

%(#) = R-#+ + R!#+)!+. . . +R+, 
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}(#) = e-#/ + e!#/)!+. . . +e/ 

是![#]中两个多项式，V, O > 0,于是它们的结式~(%, }) = 0的充分必要条件是%(#)与}(#)在
![#]中有非常数的公因式或者它们的第一个系数R-，e-全为零. 

【定理 11】如果(#-, X-)是方程组 

�%(#，X) = 0,
}(#，X) = 0 

的一个复数解，那么X-就是~9(%, })的一个根；反过来，如果X-是~9(%, })的一个复根，那么

R-(X-) = e-(X-) = 0,或者存在一个复数#-使(#-, X-)是方程组 

�%(#，X) = 0,
}(#，X) = 0 

的一个解.
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第四章 矩阵 

【定理5】设_，�是数域!上的两个O × O矩阵，那么 

                               |_�| = |_|	|�| 

即矩阵乘积的行列式等于它的因子的行列式的乘积.	

【推论5】设_!, _", … , _/都是数域 P上的O × O矩阵，于是 

                             |_!_" ∙∙∙ _/| = |_!|	|_"| ∙∙∙ |_/|.	 

【推论7】设_，�是数域!上O × O矩阵，矩阵_�为退化的充分必要条件是_，�中至少有一
个是退化的. 

【定理7】设_数域!上O ×V矩阵，�是数域!上O × C矩阵，于是 

                            秩(_�)≤min[ 秩(_)，秩(�) ],  

即乘积的秩不超过各因子的秩. 

【推论】如果_ = _!_" ∙∙∙ _$，那么 

                           秩(_)≤min!:0:$秩 (_0). 

【定理;】矩阵_是可逆的充分必要条件是_非退化，而 

                               _)! = !
; _

∗								(8 = |_| 	≠ 0). 

【推论】如果矩阵_，�可逆，那么_=与_�也可逆，且 

                        (_=))! = (_)!)=，(_�))! = �)!_)!.	

【定理=】_是一个C × O	矩阵，如果!是C × C可逆矩阵，�是O × O可逆矩阵，那么 

                               秩(_)=秩(!_)=秩(_�). 
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【引理】对一个C × O矩阵_作一初等行变换就相当于在_的左边乘相应的C × C初等矩阵，对
_作一初等列变换就相当于在_的右边乘相应的O × O初等矩阵.	

【定理@】任意一个C × O矩阵_都与一形式为 

                                

⎝

⎜⎜
⎜
⎛
1 0 ⋯
0 1 ⋯
⋮ ⋮ ⋱

0 ⋯ 0
0 ⋯ 0
⋮ ⋱ 0

0 0 ⋯
0 0 ⋯
⋮
0

⋮
0

⋱
⋯

1 ⋯ 0
0 ⋯ 0
0
0

⋱
⋯

⋮
0⎠

⎟⎟
⎟
⎞

 

的矩阵等价，它称为矩阵_的标准形，主对角线上 1 的个数等于_的秩（1 的个数可以是零）. 

【定理H】O阶矩阵_可逆的充分必要条件是它能表成一些初等矩阵的乘积： 

                                 _ = �!�"⋯�/. 

由此即得 

【推论5】两个C × O矩阵_，�等价的充分必要条件为，存在可逆的C阶矩阵!与可逆的O阶矩
阵�使 

                                     _ = !��. 

【推论7】可逆矩阵总可以经过一系列初等行矩阵变化为单位矩阵. 
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第五章 二次型 

【定理】数域上任意一个二次型都可以经过非退化的线性替换变成平方和8!" + 8"" +⋯+ 8+"
的形式.	

【定理】在数域上，任意一个对称矩阵都合同于一个对角矩阵. 

【定理】任意一个复二次型，经过一适当的非退化线性替换可以变成规范形，并且规范形是
唯一的. 

【定理】任意一个实二次型，经过一适当的非退化线性替换可以变成规范形，并且规范形是
唯一的. 

【定理】(1)任一复对称矩阵都合同于一个下述形式的对角矩阵: 

                             

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛
1

1
⋱

1
1

⋱
0⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

. 

其中对角线上 1 的个数等于_的秩; 

（2）任一实对称矩阵都合同于一个下述形式的对角矩阵: 

                        

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛
1

⋱
1

−1
⋱

−1
0

⋱
0 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

, 

其中对角线上 1 的个数A及-1 的个数, − A（,是_的秩）都是唯一确定的，分别称为_的正、
负惯性指数，它们的差2A − ,称为_的符号差. 
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【定理】O元实二次型%(#!, #", … , #+)是正定的充分必要条件是它的正惯性指数等于O. 

【定理】实二次型 

.                          %(#!, #", … , #+) = ∑ ∑ R%0#%#0+
02! =+

%2! �=_� 

是正定的充分必要条件为矩阵_的顺序主子式全大于零.	

【定理】对于实二次型%(#!, #", … , #+)，其中_是实对称的，下列条件等价： 

（1） %(#!, #", … , #+)是半正定的； 

（2） 它的正惯性指数与秩相等； 

（3） 有实可逆矩阵k，使 

                       k=_k =
⎝

⎛
8!

8"
⋱

85⎠

⎞， 

其中8% ≥ 0(F = 1,2,⋯ , O)； 

（4） 有实对称矩阵 C，使 

                            _ = k=k； 

（5） _的所有主子式（行指标与列指标相同的子式）皆大于或等于零. 
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第六章 线性空间 

【定理5】如果在线性空间�中有O个线性无关的向量M!, M", … , M+，且�中任意向量都可以经
他们线性表出，那么�是O维的，而M!, M", … , M+就是�的一组基. 

【定理7】如果线性空间�的非空子集合�对于�的两种运算是封闭的，也就是满足∀M, � ∈ �,
有M + � ∈ �,∀I ∈域!,有IM ∈ �，那么�就是一个子空间. 

【定理;】（1）两个向量组生成相同子空间的充分必要条件是这两个向量组等价； 

（2）�(M!, M", … , M.)的维数等于向量组M!, M", … , M.的秩. 

【定理=】设�是数域!上O维线性空间�的一个V为子空间，M!, M", … , M/是�的一组基，那
么这组向量必定可扩充为整个空间的基，也就是说，在�中必定可以找到O −V个向量
M/,!, M/,", … , M+，使得M!, M", … , M+是�的一组基. 

【定理@】如果�!, �"是线性空间�的两个子空间，那么他们的交�! ∩ �"也是�的子空间. 

【定理H】如果�!, �"是线性空间�的子空间，那么它们的和�! + �"也是�的子空间. 

【定理L】(维数公式)如果�!, �"是线性空间�的两个子空间，那么 

                      维（�!）+维（�"）=维（�! + �"）+维（�! ∩ �"）	

【定理N】和�! + �"是直和的充分必要条件是等式 

                      M! + M" = 0，	M% ∈ �%，F = 1,2 

只有在M%全为零向量时才成立. 

【推论】和�! + �"为直和的充分必要条件是 

                            �! ∩ �" = {0}. 



更多免费资料请关注公众号：微云学姐 

B 站/公众号/小红书：微云学姐 

数学专业表白墙：1561576248（QQ） 

【定理P】设�!, �"是�的子空间，令� = �! + �"，则 

                              � = �!⨁�"	 

的充分必要条件为 

                        维（W）=维（�!）+维（�"）. 

【定理5Q】设�是线性空间�的一个子空间，那么一定存在一个子空间�，使� = �⨁�. 

【定理55】�!, �", … , �#是�的一些子空间，下面这些条件是等价的： 

(1)� = ∑ �%#
%2! 是直和； 

(2)零向量的表法唯一； 

(3)�% ∩ ∑ �00?% = {0}，i=1,2,…,s； 

(4)维(�)=∑ 维(V%)#
%2! . 

【定理57】数域!上两个有限线性空间同构的充分必要条件是它们有相同的维数. 
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第七章 线性变换 

【定理5】设�!, �", … , �+是线性空间�的一组基，M!, M", … , M+是�中任意O个向量，存在唯一
的线性变换�，使 

                            ��% = M%，F = 1,2,⋯ , O. 

【定理7】设�!, �", … , �+是数域!上O维线性空间�的一组基，在这组基下，每个线性变换按公
式�(�!, �", … , �+) = (��!, ��", … ,��+) = (�!, �", … , �+)_对应一个O ⨯ O矩阵，这个对应具有
以下的性质： 

（1） 线性变换的和对应于矩阵的和； 

（2） 线性变换的乘积对应于矩阵的乘积； 

（3） 线性变换的数量乘积对英语矩阵的数量乘积； 

（4） 可逆的线性变换与可逆矩阵对应，且逆变换对应于逆矩阵. 

【定理;】设线性变换�在基�!, �", … , �+下的矩阵是_，向量�在基�!, �", … , �+下的坐标是
(#!, #", … , #+)，则��在基�!, �", … , �+下的坐标(X!, X", … , X+)可以按公式 

                                 w
X!
X"
⋮
X+
x = _w

#!
#"
⋮
#+
x 

计算. 

【定理=】设线性空间�中线性变换�在两组基 

                                  �!, �", … , �+，                    （1） 

�!, �", … , �+                      （2）     

下的矩阵分别为_和�，从基（1）到（2）的过度矩阵是�，于是� = �)!_�. 

【定理@】线性变换在不同基下所对应的矩阵是相似的.反过来，如果两个矩阵相似，那么它
们可以看作同一个线性变换在两组基下对应的矩阵. 
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【定理H】相似的矩阵有相同的特征多项式. 

【哈密顿-凯莱定理】设_是数域!上一O ⨯ O矩阵，%(�) = |�� − _|是_的特征多项式，则 

               %(_) = _+ − (R!! + R"" +⋯+ R++)_+)! +⋯+ (−1)+|_|� = �.	

【推论】设�是有限维空间�的线性变换，%(�)是�的特征多项式，那么%(�) = 0. 

【定理L】设�是O维线性空间�的一个线性变换，�的矩阵可以在某一组基下位对角矩阵的
充分必要条件是，�有O个线性无关的特征向量. 

【定理N】属于不同特征值的特征向量是线性无关的. 

【推论5】如果在O维线性空间�中，线性变换�的特征多项式在数域!中有O个不同的根，即
�有O个不同的特征值，那么�在某组基下的矩阵是对角形的. 

【推论7】在复数域上的线性空间中，如果线性变换�的特征多项式没有重根，那么�在某
组基下的矩阵是对角形的. 

【定理P】如果�!, ⋯ , �(是线性变换�的不同的特征值，而M%!, ⋯ , M%.!(F = 1,2,⋯ , I)，是属于
特征值�%的线性无关的特征向量，那么向量组M!!, ⋯ , M!.$ , ⋯ , M(!, ⋯ , M(.%也线性无关. 

【定理5Q】设�是O维线性空间�的线性变换，�!, �", … , �+是�的一组基，在这组基下�的矩
阵是_，则 

（1）�的值域��是由基像组生成的子空间，即 

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 �� = �(��!, ��", … ,��+)；	

（2）�的秩=A 的秩.	

【定理55】设�是O维线性空间�的线性变换，则��的一组基的原像及�)!(0)的一组基合
起来就是�的一组基.由此还有 

                             �的秩+�的零度=O	
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【推论】对于有限维线性空间的线性变换，它是单射的充分必要条件为它是满射. 

【定理57】设线性变换�的特征多项式为%(�)，它可分解成一次因式的乘积 

                     %(�) = (� − �!).$(� − �")."⋯(� − �#).&， 

则�可分解成不变子空间的直和 

                      � = �!⊕�"⊕⋯	⊕ �#， 

其中�% = {� ∈ �|(� − �%ℰ).!� = 0}. 

【定理5;】设�是复数域上O维线性空间�的一个线性变换，则�中一定存在一组基，�在这
组基下的矩阵是若尔当矩阵，称为�的若尔当标准形. 

【定理5=】每个O阶复矩阵_一定与一个若尔当行矩阵相似.这个若尔当形矩阵除去其中若尔
当快的排列顺序外由_唯一决定，称为_的若尔当标准形. 

【引理5】矩阵_的最小多项式是唯一的. 

【引理7】设}(#)是矩阵_的最小多项式，那么%(#)以_为根的充分必要条件是}(#)整除%(#). 

【引理;】设_是一个准对角矩阵 

                               _ = †_! _"°， 

并设_!的最小多项式为}!(#)，_"的最小多项式为}"(#)，那么_的最小多项式为}!(#)，}"(#)
的最小公倍式[}!(#), }"(#)]. 

【引理=】I阶若尔当块 

  ¢ = w
R
1 ⋱

⋱ R
1 R

x							 

的最小多项式为(# − R)(.				 
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【定理5@】数域!上O阶矩阵_与对角矩阵相似的充分必要条件为_的最小多项式是!上互素
的一次因式的乘积. 

【推论】复矩阵_与对角矩阵相似的充分必要条件是_的最小多项式没有重根. 
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第八章 !-矩阵 

【定理5】O × O的�-矩阵_(�)是可逆的充分必要条件为行列式|_(�)|是一非零的数. 

【引理】设�-矩阵_(�)的左上角元素R!!(�) ≠ 0，并且_(�)中至少有一个元素不能被它除尽，
那么一定可以找到一个与_(�)等价的矩阵�(�)，它的左上角元素也不为零，但是次数比
R!!(�)的次数低. 

【定理7】任意一个非零C × O的�-矩阵_(�)都等价于一个下述形式的矩阵： 

                         

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛
8!(�)

8"(�)
⋱

8.(�)
0

⋱
⋱

0⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

		 

其中, ≥ 1，8%(�)(F = 1,2, … , ,)是首项系数为 1 的多项式，且 

                         8%(�)|8%,!(�), F = 1,2, … , , − 1. 

【定理;】等价的�-矩阵具有相同的秩与相同的各阶行列式因子. 

【定理=】�-矩阵的标准形是唯一的. 

【定理@】两个�-矩阵等价的充分必要条件是它们有相同的行列式因子，或者它们有相同的
不变因子. 

【定理H】矩阵_(�)是可逆的充分必要条件是它可以表成一些初等矩阵的乘积.	

【引理5】如果有O × O数字矩阵!-, �-，使 

                                    �� − _ = !-(�� − _)�-, 

则_与�相似. 
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【引理7】对于任何不为零的O × O数字矩阵_和�-矩阵�(�)与�(�)，一定存在�-矩阵�(�)与
~(�)以及数字矩阵�-和�-，使 

                         �(�) = (�� − _)�(�) + �-, 

                         �(�) = ~(�)(�� − _) + �-. 

【定理 7】设_, �是数域!上两个O × O矩阵，_与�相似的充分必要条件是它们的特征矩阵
�� − _和�� − �等价. 

【推论】矩阵_与�相似的充分必要条件是它们有相同的不变因子. 

【定理N】两个同阶复矩阵相似的充分必要条件是它们有相同的初等因子. 

【引理】设 

                     _(�) = †%!(�)}!(�) 0
0 %"(�)}"(�)°, 

                     �(�) = †%"(�)}!(�) 0
0 %!(�)}"(�)°, 

如果多项式%!(�)，%"(�)都与}!(�)，}"(�)互素，则_(�)和�(�)等价. 

【定理P】首先用初等变换化特征矩阵�� − _为对角形，然后将主对角线上的元素分解成互
不相同的一次因式方幂的乘积，则所有这些一次因式的方幂（相同的按出现的次数计算）就
是_的全部初等因子.	

【定理5Q】每个O阶的复矩阵_都与一个若尔当形矩阵相似，这个若尔当形矩阵除去其中若
尔当块的排列次序外是被矩阵_唯一决定的，它称为_的若尔当标准形.	

【定理55】设�是复数域上O维线性空间�上的线性变换，在�中必定存在一组基，使�在这
组基下的矩阵是若尔当标准形，并且这个若尔当形矩阵除去其中若尔当块的排列次序外是被
�唯一决定的. 

【定理57】复矩阵_与对角矩阵相似的充分必要条件是，_的初等因子全为一次的.	
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【定理5;】复矩阵_与对角矩阵相似的充分必要条件是，_的不变因子都没有重根. 

【引理】_ =
⎝

⎛
_!

_"
⋱

_#⎠

⎞中矩阵_的不变因子为1,1, … ,1, 8!(�), 8"(�),⋯ , 8#(�)	,其中

1 的个数等于8!(�), 8"(�),⋯ , 8#(�)的次数之和减去C.   

【定理5=】数域!上O × O方阵_在!上相似于唯一的一个有理标准形，称为_的有理标准形. 

【定理 15】设�是数域!上O维线性空间的线性变换，则在�中存在一组基，使�在该基下的
矩阵是有理标准形，并且这个有理标准形由�唯一决定，称为�的有理标准形. 
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第九章 欧几里得空间 

【定理5】O为欧氏空间中任一个正交向量组都能扩充成一组正交基. 

【定理7】对O维欧氏空间中任意一组基�!, �", ⋯ , �+,都可以找到一组标准正交基�!, �", ⋯ , �+，
使 

                  �(�!, �", ⋯ , �%) = �(�!, �", ⋯ , �%),						F = 1,2,⋯ , O. 

【定理;】两个有限维欧氏空间同构的充分必要条件式它们的维数相同.  

【定理=】设�是O维欧氏空间�的一个线性变换，于是下面四个命题是相互等价的： 

（1）�是正交变换； 

（2）�保持向量长度不变，即对于M ∈ �, |�M| = |M|； 

（3）如果�!, �", ⋯ , �+是正交基，那么��!, ��", ⋯ ,��+也是标准正交基； 

（4）�在任意一组标准正交基下的矩阵是正交矩阵. 

【定理@】如果子空间�!, �", ⋯ , �#两两正交，那么和�! + �" +⋯+ �#是直和. 

【定理H】O维欧氏空间�的每一个子空间�!都有唯一的正交补. 

【推论】�!@恰由所有与�!正交的向量组成.	

【引理5】设_是实对称矩阵，则_的复特征值皆为实数. 

【引理7】设_是实对称矩阵_，�是O维欧氏空间~+上的一个线性变换，则对任意M, � ∈ ~+，
有 

                              (�M, �) = (M,��), 

或 

                              �@(_M) = M@_�. 
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【引理;】设�是对称变换，�!是�-子空间，则�!	@也是�-子空间. 

【引理=】设_是实对称矩阵，则~+中属于_的不同特征值的特征向量必正交. 

【定理L】对于任意一个O阶实对称矩阵_，都存在一个O阶正交矩阵£，使£@_£ = £)!_£成
对角形. 

【定理N】任意一个实二次型 

                              ∑ ∑ R%0#%#0+
02!

+
%2! ，R%0 = R0% 

都可以经过正交的线性替换变成平方和 

                           �!X!" + �"X"" +⋯+ �+X+". 

其中平方项的系数�!, �", ⋯ , �+就是矩阵_的特征多项式全部的根. 
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第十章 双线性函数与辛空间 

【定理5】设�是!上一个O维线性空间，�!, �", ⋯ , �+是�的一组基，R!, R", ⋯ , R+是!中任意O
个数，存在唯一的�上线性函数%，使 

                       %(�%) = R% ,			F = 1,2	,⋯ , O. 

【引理】对�中任意向量M，有 

                                     M = ∑ %%(M)�%+
%2! ,	 

而对�(�, !)中任意向量，有 

                                      % = ∑ %(�%)%%+
%2! . 

【定理7】�(�, !)的维数等于�的维数，而且%!, %", ⋯ , %+是�(�, !)的一组基.  

【定理;】设�!, �", ⋯ , �+及�!, �", ⋯ . �+是线性空间�的两组基，它们的对偶基分别为

%!, %", ⋯ , %+及}!, }", ⋯ , }+ .如果由�!, �", ⋯ , �+到�!, �", ⋯ , �+的过度矩阵为_，那么由%!，

%", ⋯ , %+到}!, }", ⋯ , }+的过度矩阵为(_=))!. 

【定理=】�是一个线性空间，�∗∗是�的对偶空间的对偶空间，�到�∗∗的映射是一个同构映
射. 

【定理@】设�是数域!上O维线性空间，%(M, �)是�上的对称双线性函数，则存在�的一组基
�!, �", ⋯ , �+，使%(M, �)在这组基下的度量矩阵为对角矩阵. 

【推论5】设�是复数域上O维线性空间，%(M, �)是�上对称双线性函数，则存在�的一组基
�!, �", ⋯ , �+，对�中任意向量∑ #%�%+

%2! , � = ∑ X%�%+
%2! ，有 

                            %(M, �) = #!X! + #"X" +⋯+ #.X. ,			0 ≤ , ≤ O. 

【推论7】设�是实数域上O维线性空间，%(M, �)是�上对称双线性函数，则存在�的一组基
�!, �", ⋯ , �+，对�中任意向量M = ∑ #%�%+

%2! , � = ∑ X%�%+
%2! ，有 

        %(M, �) = #!X! + #"X" +⋯+ #BXB − #B,!XB,! −⋯− #.X. , 0 ≤ A ≤ , ≤ O. 
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【 定 理 H】 设 %(M, �)是 O维线 性空间�上 的 反 称双线 性 函 数 ， 则 存 在�的 一 组基
�!, �)!, ⋯ , �). , �!, ⋯ �#,使 

                 §
%(�% , �)%) = 1,												F = 1,2,⋯ , ,;
%0�% , �01 = 0,																					F + b ≠ 0;
%(M, �() = 0,				M ∈ �, I = 1,2,⋯ , C.

 

【定理L】(�, %)是辛空间，�是�的子空间，则 

                          维(�@) =维(�)-维(�). 

【定理N】设�是辛空间(�, %)的拉格朗日子空间，�!, �", ⋯ , �+是�的基，则它可扩充为(�, %)
的辛正交基. 

【推论】设�是(�, %)的迷向子空间，{�!, ⋯ , �(}是�的基，则它可扩充为(�, %)的辛正交基. 

【定理P】辛空间(�, %)的辛子空间(�, %|�)的一组辛正交基可扩充成(�, %)的辛正交基. 

【定理5Q】令(�, %)为辛空间，�和�是两个拉格朗日子空间或两个同维数的辛子空间，则
有(�, %)的辛变换把�变成�.	

【维特（Witt）定理】辛空间(�, %)的两个子空间�与�间若有等距，则此等距可扩充成(�, %)
的一个辛变换. 

【定理55】设ℋ是2O维辛空间中的辛变换，¦是ℋ在某辛正交基下矩阵，则它的特征多项式

%(�) = |�� − ¦|满足%(�) = �"+%(!C).若设 

                      %(�) = R-�"+ + R!�"+)! +⋯+ R"+)!� + R"+, 

则R% = R"+)%(F = 0,1,⋯ , O). 

【定理57】设�% , �0是数域!上辛空间(�, %)上辛变换ℋ在!中的特征值，且�%�0 ≠ 1.设�C! , �C'
是�中对应于特征值�%及�0的特征子空间.则∀9 ∈ �C! , : ∈ �C'，有%(9, :) = 0，即�C!与�C'的特
征子空间，则�C!与�C'是辛正交的.特别地，当�% ≠ ±1时，�C!是迷向子空间.	
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