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前言

该笔记整理教材选自于北京大学高等代数 (第四版) 教材以及西北工业大学

高等代数教案，为了更好的掌握好高等代数这门课程，有针对性的提高自己的高

等代数水平，特整理笔记用于自我学习、复习巩固。该笔记主要分为十章。

第一章主要介绍数域、与多项式有关的性质与定理、多项式的根和 Eisenstein

判别法的应用。

第二章主要介绍行列式的性质与计算，Cramer法则、Laplace定理与 Vander

Monde行列式的应用。

第三章主要介绍向量空间及线性相关性，线性方程组解的判别与矩阵的秩，

以及线性方程组解的结构。

第四章主要介绍矩阵的运算、乘积、行列式、伴随与逆，以及矩阵的秩、矩

阵相抵标准形的应用与矩阵的分块。

第五章主要介绍二次型与其标准形及规范形，矩阵的合同，正定二次型，以

及正定、半正定、负定矩阵。

第六章主要介绍线性空间的定义、维数与基，坐标变换，线性子空间的和、

交、并、直和及之间的关系，以及同构的概念。

第七章主要介绍线性映射、线性变换与矩阵，特征值、特征向量，矩阵的对

角化与矩阵的幂，线性变换的值域、核与逆，不变子空间、Jordan标准形、最小

多项式与特征多项式。

第八章主要介绍 λ→矩阵的标准形，矩阵相似的条件，行列式因子、不变因

子、初等因子与矩阵的 Jordan标准形，以及矩阵的有理标准形。

第九章主要介绍欧氏空间、内积、标准正交基与正交矩阵，Gram矩阵，正



交补，正交变换、正规变换、酉变换，以及正规变换在标准正交基下的矩阵表示。

第十章主要介绍线性函数与对偶空间，双线性函数，以及对称型和交错型。

ii
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第一章 多项式理论

本章主要介绍多项式理论，内容可分为一元多项式与多元多项式两个部分。

一元多项式可归纳为以下四个方面：

(1).一般理论：包括一元多项式的概念、运算、导数及基本性质。

(2).整除理论：包括整除、最大公因式、互素的概念与性质。

(3).因式分解理论：包括不可约多项式、因式分解、重因式、实系数与复系

数多项式的因式分解、有理系数多项式不可约的判定等。

(4).根的理论：包括多项式函数、多项式的根、代数学基本定理、有理系数

多项式的有理根求法、根与系数的关系等。

多元多项式方面主要是对 n元多项式、对称多项式等概念的介绍以及对称多

项式表成初等对称多项式的多项式的方法。

1.1 数域的判定

1.数域的概念

设 P 是至少含有两个数 (或包含 0与 1)的数集，如果 P 中任意两个数的和、

差、积、商 (除数不为 0)仍是 P 中的数，则称 P 为一个数域。

2.常见的数域

有理数域 Q，实数域 R和复数域 C.

3.数域的有关结论

(1)所有的数域都包含有理数域 Q，即有理数域是最小的数域。

(2)在有理数域Q与实数域 R之间存在无穷多个数域；在实数域 R与复数域



1.2 一元多项式的概念

C之间不存在其他的数域。

1.2 一元多项式的概念

1.一元多项式的概念

形式表达式

f(x) = anx
n + an→1x

n→1 + ...+ a1x+ a0

称为数域 P 上文字 x的一元多项式，其中 a0, a1, ..., an ∈ P, n是非负整数。

当 an #= 0时，称多项式 f(x)的次数为n，记为 ε(f(x)) = n(或 deg(f(x)) = n)，

并称 anx
n为 f(x)的首项。aix

i称为 f(x)的 i次项，ai称为 f(x)的 i次项系数。

当 an = ... = a1 = 0, a0 #= 0时，称多项式 f(x)为零次多项式，即 ε(f(x)) = 0。

当 an = ...a1 = a0 时，称 f(x)为零多项式。(注：零多项式是唯一不定义次

数的多项式)

2.多项式相等

如果在多项式 f(x)与 g(x)中，除去系数为零的项外，同次项的系数全相等，

则称 f(x)与 g(x)相等，记为 f(x) = g(x)。

3.多项式的加法与乘法

设 f(x) =
n∑

i=0

aix
i, g(x) =

m∑

j=0

bjx
j 是数域 P 上两个多项式，则

f(x)± g(x) =
n∑

i=0

(ai ± bi)x
i

其中 n ! m，且bn = bn→1 = ... = bm+1.而

f(x)g(x) =
m+n∑

s=0

(
∑

i+j=s

aibj

)
xs

4.次数公式和首项系数规律

(1)ε(f(x)± g(x)) " max {ε(f(x)), ε(g(x))}

2



1.3 多项式的带余除法及整除

(2)ε(f(x)g(x)) " ε(f(x)) + ε(g(x))

5.一元多项式环

所有系数在数域 P 中的一元多项式全体称为数域 P 上的一元多项式环，记

为 P [x]。称 P 为 P [x]的系数域。

6.一元多项式环的有关结论

多项式的加、减、乘运算对 P [x]封闭，即数域 P 上的任一两个多项式经过

加、减、乘等运算后，所得结果仍是数域 P 上的多项式。

多项式的运算满足：加法交换律和结合律，乘法交换律和结合律，乘法对加

法的分配律，乘法消去律。

1.3 多项式的带余除法及整除

1.带余除法

定理 (带余除法)：设 f(x), g(x) ∈ P [x], g(x) #= 0，则存在唯一的多项式

q(x), r(x) ∈ P [x]，使

f(x) = q(x)g(x) + r(x)

其中 r(x) = 0或ε(r(x)) < ε(g(x)). 称上式中 q(x) 为 g(x) 除 f(x) 的商，r(x) 为

g(x)除 f(x)的余式。

2.整除的概念

设 f(x), g(x) ∈ P [x],如果存在多项式 h(x) ∈ P [x]，使 f(x) = h(x)g(x)，则

称 g(x)整除 f(x)(或f(x)能被g(x)整除)，记为 g(x) | f(x)。此时称 g(x)为 f(x)的

因式，f(x)为 g(x)的倍式，商 h(x)也记为
f(x)

g(x)
，即 h(x) =

f(x)

g(x)
。用 g(x) ! f(x)

表示 g(x)不能整除 f(x)，就是不存在 h(x)，使 f(x) = h(x)g(x)成立。

注：P [x]中的多项式不能作除法，而整除性不是多项式的运算，它是 P [x]中

3



1.3 多项式的带余除法及整除

元素间的一种关系，即任给 P [x]中两个多项式 f(x)、g(x)，可以判断 g(x)整除

f(x)或 g(x)不能整除 f(x)。

3.整除的充分必要条件

如果 g(x) #= 0，则 g(x) | f(x)↔⇒g(x)除 f(x)所得的余式 r(x) = 0

注：整除概念与带余除法有密切的联系，但我们不能用带余除法来定义整除，

即不能用余式为零定义整除，因为如果这样定义整除，将会遗漏零多项式整除零

多项式的情况 (注意带余除法中要求 g(x) #= 0)。

4.整除的性质

(1)任一多项式 f(x)一定整除它自身，即 f(x) | f(x);

(2)任一多项式 f(x)一定整除零多项式，即 f(x) | 0;

(3)零次多项式 c(即非零常数)能整除任一多项式，即 c | f(x);

(4)零次多项式只能被零次多项式整除;

(5)零多项式只能整除零多项式;

(6)如果 g(x) | f(x)，则 kg(x) | lf(x)，其中 k为非零常数，l为常数;

(7)如果 f(x) | g(x)，且 g(x) | h(x)，则 f(x) | h(x);

(8)如果 f(x) | gi(x)，又 ui(x)为任意多项式，i = 1, 2, ...,m，则

f(x) | [u1(x)g1(x) + u2(x)g2(x) + ...+ um(x)gm(x)]

(9)如果 f(x) | g(x)，且 g(x) | f(x)，则 f(x) = cg(x)，其中 c为非零常数;

(10)多项式 f(x)与 cf(x)(c #= 0)有相同的因式和倍式;

(11)两个多项式之间的整除关系不因系数域的扩大而改变;

注：多项式的整除不同于中学数学里的整数的整除。例如零次多项式 2可以

整除零次多项式 1，但整数 2不能整除整数 1.

5.带余除法的计算格式

用多项式 g(x) #= 0 除多项式 f(x)所得的商 q(x)和余式 r(x)可以通过如下
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1.3 多项式的带余除法及整除

格式进行：

除式g(x) 被除式f(x) 商q(x)

→q(x)g(x)

余式 r(x)

注：在利用上述格式进行计算时，要逐步利用除式 g(x)确定商 q(x)中由高

次到低次的项来消去被除式的首项，以得到次数低于 g(x) 的多项式或零多项式

r(x)。

6.综合除法

综合除法是带余除法的一种简便算法。

设以 g(x) = x → a除 f(x) = anx
n + an→1x

n→1 + ... + a1x + a0 时，所得的商

q(x) = bn→1x
n→1 + ...+ b1x+ b0及余式 r(x) = c0，则比较 f(x) = q(x)g(x) + r(x)

两端同次幂的系数得

bn→1 = an, bn→2 = an→1 + abn→1, ..., b0 = a1 + ab1, c0 = a0 + ab0

这种计算可以排成以下格式进行：

a an an→1 an→2 ... a1 a0

+abn→1 +abn→2 ... +ab1 +ab0

bn→1(= an) bn→2 bn→3 ... b0 c0

用这种方法求商和余式 (的系数)称为综合除法。

特别注意：

(1)用综合除法进行计算时，被除式中所缺的项必须补 0，否则计算错误。

(2)当除式为 ax+ b(a #= 0)时，因为

f(x) = (ax+ b)q(x) + r(x) =

(
x+

b

a

)
[aq(x)] + r(x)

所以以 ax+ b除 f(x)可以先以 x→
(
→ b

a

)
除 f(x)，得到商的 a倍和余式，再以

a除商的 a倍得到商。
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1.4 最大公因式的计算与证明

(3)当除式为一次式时，用综合除法比用带余除法更为简单方便，特别是有

些问题需要多次以一次多项式作为除式的运算。

7.判定整除的方法

为证明一个多项式 g(x)整除一个多项式 f(x)。

(1).如果 f(x)系数已具体给出时，通常采用如下两种方法：

(a)带余除法，即 f(x) = q(x)g(x) + r(x)，整除性等价于 r(x) = 0；

(b) 待定系数法，形式地写出 f(x) = q(x)g(x)，其中 ε(q(x)) = ε(f(x)) →

ε(g(x))，且 q(x)的系数为待定系数，比较上式两端各项系数，列出相应的方程

组，当且仅当该方程组在相应的数域内有解时，g(x) | f(x)；

(2).如果 f(x)系数未具体给出时，可采用如下方法：

先设出 g(x) 的全部复根，并假设 g(x) 无重根，即 g(x) = a(x → a1)(x →

a2)...(x→ ak)，其中 a1, a2, ..., ak 互异。

再证 f(ai) = 0(i = 1, 2, ..., k)，则有 (x→ ai) | f(x)(i = 1, 2, ..., k)。从而 g(x) |

f(x)，(因为 x→a1, x→a2, ..., x→ak两两互素，故 (x→a1)(x→a2)...(x→ak) | f(x)，

此即 g(x) | f(x))。

1.4 最大公因式的计算与证明

1.最大公因式的概念

设 f(x), g(x) ∈ P [x],如果 d(X) ∈ P [x]满足 d(x) | f(X)且 d(x) | g(x)，则称

d(x)为 f(x)与 g(x)的一个公因式；又如果 f(x)与 g(x)的任一公因式都能整除

d(x)，则称 d(x)为 f(x)与 g(x)的一个最大公因式。

2.最大公因式的性质

(1)P [x] 中任意两个多项式 f(x) 与 g(x) 一定有最大公因式。两个零多项式

的最大公因式是零多项式，它是唯一确定的。两个不全为零的多项式的最大公
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1.4 最大公因式的计算与证明

因式总是非零多项式，它们之间只有常数因子的差别，这时，最高次项系数为

1的最大公因式是唯一确定的。f(x) 与 g(x) 的首项系数为 1的最大公因式记为

(f(x), g(x))。

(2)设 f(x), g(x) ∈ P [x], g(x) #= 0,如果有 f(x) = q(x)g(x) + r(x)，则 f(x)与

g(x)的最大公因式一定是 g(x)与 r(x)的最大公因式，而 g(x)与 r(x)的最大公因

式也一定是 f(x)与 g(x)的最大公因式。特别地，有 (f(x), g(x)) = (g(x), r(x))。

(3)设 f(x), g(x) ∈ P [x]，如果 d(x) ∈ P [x]是 f(x)与 g(x)的最大公因式，则

必有 u(x), v(x) ∈ P [x]，使 d(x) = u(x)f(x) + v(x)g(x)。

注：如果 f(x), g(x), d(x) ∈ P [x]，且有等式 d(x) = u(x)f(x)+ v(x)g(x)成立，

但 d(x)不一定是 f(x)与 g(x)的最大公因式。如取 f(x) = x, g(x) = x+1, u(x) =

x + 2, v(x) = x → 1, d(x) = 2x2 + 2x → 1，则有 d(x) = u(x)f(x) + v(x)g(x)，但

d(x)显然不是 f(x)与 g(x)的最大公因式。

(4)最大公因式不因数域 P 的扩大而改变。

3.求最大公因式的方法

法 1 辗转相除法

如果 f(x), g(x) ∈ P [x], g(x) #= 0，且有 qi(x), ri(x) ∈ P [x]，使

f(x) = q1(x)g(x) + r1(x)

g(x) = q2(x)r1(x) + r2(x)

r1(x) = q3(x)r2(x) + r3(x)

......

rs→2(x) = qs(x)rs→1(x) + rs(x)

rs→1(x) = qs+1(x)rs(x) + 0

其中 ε(ri(x)) ! 0，则rs(x)是 f(x)与 g(x)的一个最大公因式。

注：在用辗转相除法求最大公因式时，为了避免复杂的分数运算，常对被除
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1.5 互素多项式的判定与证明

式或余式 (包括中间过程)乘以适当的非零数 (公分母)去掉各分母，这样做不会

改变最大公因式。

法 2 因式分解法

如果求得多项式 f(x)与 g(x)在数域 P 上的标准分解式

f(x) = apk11 (x)pk22 (x)...pkss (x)

g(x) = bpl11 (x)p
l2
2 (x)...p

ls
s (x)

其中 pi(x)是首项系数为 1的不可约多项式，a, b为常数，ki, li 为非零整数。

令 ni = min {ki, li}，则

(f(x), g(x)) = pn1
1 (x)pn2

2 (x)...pns
s (x)

注：如果能够对多项式进行因式分解，则用因式分解法求多项式的最大公因

式要比用辗转相除法求最大公因式简便一些。

如对多项式 f(x) = 3(x2 + 1)3(x + 1)2(x→ 1)x与 g(x) = 9(x2 + 1)4(x + 1)x，

直接看出 (f(x), g(x)) = (x2 + 1)3(x+ 1)x。

但遗憾的是，没有一个一般的方法对多项式进行因式分解。因此，因式分解

法求最大公因式主要具有理论上的用处，它不能代替可以具体求出最大公因式的

辗转相除法。

1.5 互素多项式的判定与证明

1.互素多项式的概念

如果 f(x), g(x) ∈ P [x]的最大公因式为非零常数，或 (f(x), g(x)) = 1，则称

f(x)与g(x)互素或互质。

特别注意：

(1)零多项式与任一多项式都不互素；

8



1.6 不可约多项式的判定与证明

(2)若多项式 f1(x), f2(x), ...fm(x)(m ! 3)互素，并不能保证其中任意两个多

项式互素。

例如，f1(x) = (x → 1)(x + 1), f2(x) = x(x → 1), f3(x) = x(x + 1)是互素的，

即 (f1(x), f2(x), f3(x)) = 1，但其中任意两个多项式都不互素：

(f1(x), f2(x)) = x→ 1, (f2(x), f3(x)) = x, (f3(x), f1(x)) = x+ 1

2.互素多项式的性质

(1)设 f(x), g(x) ∈ P [x],则 f(x)与 g(x)互素↔⇒存在 u(x), v(x) ∈ P [x]使

u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1

(2)如果 (f(x), g(x)) = 1且f(x) | (g(x)h(x))，则f(x) | h(x).

(3)如果 (f(x), g(x)) = 1且f(x) | h(x), g(x) | h(x)，则(f(x)g(x)) | h(x).

(4)如果 (f(x), g(x)) = 1, (f(x), h(x)) = 1，则(f(x), g(x)h(x)) = 1.

3.判断多项式互素的方法

主要利用互素的充分必要条件，即

(f(x), g(x)) = 1 ↔⇒ u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1, (u(x), v(x)) ∈ P [x]

1.6 不可约多项式的判定与证明

1.不可约多项式的概念

如果数域 P 上次数大于零的多项式 p(x)不能表示成数域 P 上两个次数比它

低的多项式的乘积，则称 p(x)是数域 P 上的不可约多项式。

特别注意：

(1)零多项式与零次多项式既不能说是可约的，也不能说是不可约的。

(2)多项式的可约性与多项式所在的数域密切相关，如 x2 → 2在有理数 Q上
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1.6 不可约多项式的判定与证明

不可约，而在实数域 R上可约，即 x2 → 2 = (x+
√
2)(x→

√
2)；又如 x2 + 2在实

数域 R上不可约，而在复数域 C上可约，即 x2 + 2 = (x +
√
2i)(x →

√
2i).一次

多项式总是不可约的。

(3)互素多项式指的是 P [x]中两个多项式之间的一种关系，而不可约多项式

是某个多项式本身的一种特性，这是完全不同的两个概念。

2.不可约多项式的性质

(1)如果 p(x)是数域 P 上的不可约多项式，则 cp(x)也是 P 上的不可约多项

式，其中 c是 P 中的非零数

(2)设 p(x)是数域 P 上的一个不可约多项式，则对 P 上任一多项式 f(x)，必

有 (p(x), f(x)) = 1或者 p(x) | f(x).

(3)设 p(x)是数域 P 上的不可约多项式，f(x), g(x)是 P 上的任意两个多项

式。如果 p(x) | f(x) · g(x),则必有 p(x) | f(x)或者 p(x) | g(x)

注：若 p(x) | f(x) · g(x)且 (p(x), f(x)) = 1，则 p(x) | g(x)

(4)如果不可约多项式 p(x)整除 f1(x)f2(x)...fs(x)，其中 s ! 2，则 p(x)至少

可以整除这些多项式中的一个

3.不同数域上的不可约多项式

(1)在复数域上，不可约多项式只能是一次式 ax+ b。换句话说，复数域上次

数大于 1的多项式都是可约的

(2)在实数域上，不可约多项式只能是一次式 ax + b或判别式小于零的二次

式 ax2 + bx+ c，其中 ! = b2 → 4ac < 0

(3)在有理数域上存在任意高次的不可约多项式。如 xn + 2在有理数域上不

可约

4.有理数域多项式的有关结果

(1)艾森斯坦 (Eisenstein)判别法
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1.7 重因式的判定与证明

设 f(x) = anx
n + an→1n→1 + ... + a1x + a0 是一个整系数多项式，如果存在素数

p，使

(a).p | ai,其中 (i = 0, 1, 2, ..., n→ 1)

(b).p ! an

(c).p2 ! a0

则 f(x)在有理数域上不可约

(2)有理数系数多项式 f(x)在有理数域上不可约的↔⇒对任意有理数 a #= 0

和 b，多项式 g(x) = f(ax+ b)在有理数域上不可约

5.判断有理系数多项式不可约的方法

法 1 用艾森斯坦判别法

特别注意：

(1)艾森斯坦判别条件仅是一个判别整系数多项式不可约的充分条件，也就

是说，如果一个整系数多项式不满足艾森斯坦判别法，则它既可能是可约的，也

可能是不可约的

(2) 有些整系数多项式 f(x) 不能直接用艾森斯坦判别法来判断其是否可

约，此时可以考虑利用适当的文字代换 x = ay + b(a, b 为整数且 a #= 0)，使

f(ay + b) = g(y)满足艾森斯坦判别条件，从而来判定原多项式 f(x)不可约

法 2 用反证法

艾森斯坦判别法只是判别不可约多项式的充分条件，而不是必要条件。在无

法找到满足该判别法的素数 p(包括代换后仍找不到)的情况下，通常用反证法

法 3 讨论有理根

判定 2次和 3次有理式不可约时，只需证明它没有有理根。但当次数大于 3

时，结论不再成立。如 f(x) = (x2+1)2没有有理根，但它在有理数域上是可约的
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1.7 重因式的判定与证明

1.7 重因式的判定与证明

1.因式分解唯一性定理

(1)数域 P 上任一次数大于零的多项式 f(x)都可以分解成数域 P 上的一些

不可约多项式的乘积。如果

f(x) = p1(x)p2(x)...ps(x) = q1(x)q2(x)...qt(x)

其中 pi(x)与qj(x) (i = 1, 2, ..., s; j = 1, 2, ..., t) 都是 P 上的不可约多项式，

则 s = t，并且适当调换 qj(x)的次序后可使 qi(x) = cipi(x) (i = 1, 2, ..., s)，这

里 ci是 P 中的不为零的数，即如果不计零次因式的差别，多项式 f(x)分解成不

可约因式乘积的分解式是唯一的

(2)数域 p上任一次数大于零的多项式 f(x)都有唯一的标准分解式

f(x) = apr11 (x)pr22 ...prss (x)

其中 a为 f(x)的首项系数，p1(x), p2(x), ..., ps(x)是 P 上首项系数为 1的不

可约多项式且两两互异，而 r1, r2, ...rs都是正整数

(3) 如果已知多项式 f(x) 与 g(x) 的标准分解式，则 f(x) 与 g(x) 的最大公

因式就是那些同时在 f(x)与 g(x)的标准分解式中出现的不可约多项式方幂的乘

积，所带的方幂的指数等于它在 f(x)与 g(x)中所带的方幂指数中较小的一个

2.导数的概念

设 f(x) = anx
n + an→1x

n→1 + ...+ a1x+ a0 ∈ P [x]，其中 x是文字，称多项式

f
′
(x) = nanx

n→1 + (n→ 1)an→1x
n→2 + ...+ 2a2x+ a1

为 f(x)的微商 (或导数).

当 k > 1 时，规定 f (k)(x) 为 f(x) 的 k → 1 阶微商 f (k→1)(x) 的微商，即

f (k)(x) =
(
f (k→1)(x)

)′
.
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1.7 重因式的判定与证明

3.重因式的概念

设 f(x) ∈ P [x], p(x) 是数域 P 上的不可约多项式，k 为非负整数. 如果

pk(x) | f(x)且pk+1(x) ! f(x)，则称 p(x)是 f(x)的 k重因式.

当 k = 1时，称 p(x)为 f(x)的单因式；

当 k ! 2时，称 p(x)为 f(x)的重因式；

注：由于重因式一定是不可约多项式，所以 f(x)的重因式也和 f(x)所在的

数域有关.

4.重因式的有关结论

(1)如果不可约多项式 p(x)是 f(x)的 k(! 1)重因式，则它是 f
′
(x)的 k → 1

重因式.特别地，f(x)的单因式不是 f
′
(x)的因式.

(2)如果不可约多项式 p(x)是 f(x)的k(! 1)重因式，则它是 f(x), f
′
(x), ..., f (k→1)(x)

的因式，但不是 f (k)(x)的因式.

(3)不可约多项式 p(x)是f(x)的重因式↔⇒ p(x)是 f(x)与 f
′
(x)的公因式，

即 p(x) | (f(x), f ′
(x)).

注：f(x)的重因式可以在 (f(x), f
′
(x))的因式中去找.

(4)多项式 f(x)没有重因式↔⇒ f(x)与f
′
(x)互素，即 (f(x), f

′
(x)) = 1.

(5)设多项式 f(x)的次数 ε(f(x)) ! 1，则多项式
f(x)

(f(x), f ′(x))
是一个没有重

因式的多项式，但它与 f(x)有完全相同的不可约因式.即设 f(x)有标准分解式

f(x) = apr11 (x)pr22 (x)...prss (x)

则

f(x)

(f(x), f ′(x))
= ap1(x)p2(x)...ps(x)

注：这是去掉多项式的因式重数的一个有效方法.

5.判断多项式有无重因式的方法
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1.8 多项式函数与多项式的根

第一步 由 f(x)求 f
′
(x)，利用辗转相除法求出 (f(x), f

′
(x)) = d(x);

第二步 如果 d(x) = 1，则 f(x) 无重因式；如果 d(x) #= 1，则 d(x) 的每

个不可约因式都是 f(x)的重因式 (其中可能有相同的不可约因式)，如果要求出

f(x)的所有互异的不可约因式 (包括单因式),先计算

g(x) =
f(x)

(f(x), f ′(x))

则比 f(x) 次数低且较简单的 g(x) 的所有不可约因式即是 f(x) 的所有互异不可

约因式.

第三步 为确定 f(x)的不可约因式 pi(x)的重数 ri，只需累次 (ri 次)用带

余除法以 pi(x)除 f(x)及其商式，直至不能整除，便知重数 ri.

1.8 多项式函数与多项式的根

1.多项式函数的概念

设 f(x) = anx
n + an→1x

n→1 + ...+ a1x+ a0 ∈ P [x]，其中 x是文字，数 α ∈ P，

将 f(x)的表达式中的 x用 α代替得到 P 中的数

anα
n + an→ 1αn→1 + ...+ a1α + a0

称之为当 x = α时 f(x)的值，记为 f(α)，即 f(α) = anα
n + an→ 1αn→1 + ... +

a1α + a0.这样，对每个数 α ∈ P ,由多项式 f(x)确定 P 中惟一的数 f(α)与之对

应，称 f(x)为 P 上的一个多项式函数.

2.多项式的根

设 f(x) ∈ P [x]，数 α ∈ P .如果 f(α) = 0，则称 α为 f(x)的一个根或零点。

如果 x→ a是 f(x)的 k重因式，则称 α是 f(x)的 k重根；

当 k = 1时，称 α是 f(x)的单根；

当 k > 1时，称 α是 f(x)的重根；
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1.8 多项式函数与多项式的根

特别注意：

(1)多项式的根或零点是用函数观点来定义的

(2)多项式的根依赖于给定的数域，同一个多项式在不同数域中的根的存在

和根的个数不一定相同

(3)根据多项式根的定义，数域 P 中每一个数都是零多项式的根，而零次多

项式没有根

3.多项式函数的性质

(1)余数定理 设 f(x) ∈ P [x],α ∈ P，用一次多项式 x → a去除 f(x)所得

的余式是一个常数，这个常数等于函数值 f(α).

注：余数定理表明可以采用综合除法确定多项式 f(x)在x = α 时的值 f(α)

或验证 α是 f(x)的单根或重根等于函数值 f(α).

(2)因式定理 设 f(x) ∈ P [x],α ∈ P.(x→ α) | f(x) ↔⇒ f(α) = 0.

(3)P [x]中n(! 1)次多项式在数域 P 中的根不可能多于 n个 (重根按重数计).

(4)设 f(x), g(x) ∈ P [x]，且f(x), g(x)的次数都不超过 n.如果对 n + 1个不

同的数 α1,α2, ...,αn+1有 f(αi) = g(αi) (i = 1, 2, ..., n+ 1)，则 f(x) = g(x).

4.数域 P 上两个多项式相等↔⇒它们所定义的数域 P 上的多项式函数相等.

5.代数基本定理

(1)定理 每个次数 ! 1的复系数多项式在复数域中至少有一根.

(2)n次复系数多项式在复数域内恰有 n个复根 (重根按重数计算).

6.根与系数的关系 (韦达 (Vieta)定理)

设 α1,α2, ...,αn是一元 n次多项式

f(x) = anx
n + an→1x

n→1 + ...+ a1x+ a0 (an #= 0)

15



1.8 多项式函数与多项式的根

的 n个根，则根与多项式的系数之间有关系：
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α1 + α2 + ...+ an = →an→1
an

α1α2 + α1α3 + ...+ αn→1αn =
an→2
an

α1α2α3 + α1α2α4 + ...+ αn→2αn→1αn = →an→3
an

......

α1α2...αn→1 + ...+ α2α3...αn = (→1)n→1
a1
an

α1α2...αn = (→1)n
a0
an

7.实系数多项式的根

如果 α 是实系数多项式 f(x) 的一个非实的复数根，则它的共轭数 ᾱ 也是

f(x)的根，并且 α与 ᾱ有同一重数.由此可知，奇数次实系数多项式必有实根.

8.有理系数多项式的根

设 f(x) = anx
n + an→1x

n→1 + ... + a1x+ a0是有个整系数多项式，而
r

s
是它

的一个有理根，其中 r, s互素，则必有 s | an, r | a0.

特别地，如果 f(x)的首项系数 an = 1，则 f(x)的有理根都是整数根，而且

是 a0的因子.

特别注意：

(1) 由以上结果可以求整系数多项式 f(x) 的有理根，即先求出常数项 a0 与

首项系数 an 的所有因数，再以 a0 的因数作分母及 an 的因数作分子写出所有可

能的既约分数
r

s
，逐个检验是否有 f(

r

s
) = 0，若成立则

r

s
是 f(x)的有理根.最后

一步可通过用 x→ r

s
去除 f(x)(用综合除法)的余数是否为零来检验.

(2)当有理系数多项式 f(x)在有理数域上不可约，且 ε(f(x)) > 1时，f(x)

没有有理根. 这里 ε(f(x)) > 1 是必须的，如 f(x) = 3x + 2 有有理根 →2

3
，但

ε(f(x)) = 1且 f(x)不可约.
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1.9 重要数域上多项式的因式分解

(3)命题：有理系数多项式 f(x)没有有理根，则 f(x)在有理数域上不可约。在

2 " ε(f(x)) " 3时，成立；当 ε(f(x)) ! 4时，命题不再成立，如 f(x) = (x2+1)2

没有有理根，但它在有理数域上可约.

9.关于单位根

(1)若 εk 是 xn → 1 = 0的解，即满足 εnk = 1，则称 εk 为一个 n次单位根.

(2)由于 xn → 1与它的微商 nxn→1互素，所以多项式 xn → 1无重根，故对任

意自然数 n，恰有 n个不同的 n次单位根 εk (k = 0, 1, ..., n→ 1).

(3)利用复数的开方易知，n个 n次单位根为 εk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
(k =

0, 1, ..., n→ 1).

(4)若 ε是一个 n次单位根，而任意 n次单位根可以表为 εk 的形式，其中 k

是一个整数，则称 ε为一个本原 n次单位根.如 ε = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
是一个本原

n次单位根.

(5)若 ε是一个 n次本原单位根，则 n个 n次单位根是 ε0 = 1, ε, ε2, ..., εn→1.

1.9 重要数域上多项式的因式分解

1.复数域上的多项式的因式分解

(1)复系数多项式因式分解定理 复系数 n(! 1)次多项式在复数域上都

可能唯一地分解成一次因式的乘积.换句话说，复数域上任一次数大于 1的多项

式都是可约的.

(2)标准分解式 复系数 n(! 1)次多项式 f(x)具有标准分解式

f(x) = an(x→ α1)
r1(x→ α2)

r2 ...(x→ αs)
rs

其中 an是 f(x)的首项系数，α1,α2, ...,αs是不同的复数，r1, r2, ..., rs是正整数且

r1 + r2 + ...+ rs = n.

17



1.10 多元多项式的概念

2.实数域上多项式的因式分解

(1)实系数多项式因式分解定理 实系数 n(! 1)次多项式在实数域上都

可以唯一地分解成一次因式与二次不可约因式的乘积.换句话说，实系数多项式

f(x)在实数域上不可约↔⇒ ε(f(x)) = 1或f(x) = ax2 + bx+ c且 b2 → 4ac < 0.

(2)标准分解式 实系数 n(! 1)次多项式 f(x)具有标准分解式

f(x) = an(x→ α1)
l1 ...(x→ αs)

ls(x2 + p1x+ q1)
k1 ...(x2 + ptx+ qt)

kt

其中 an 是 f(x)的首项系数，α1,α2, ...,αs 是互异实数.pi, qi(i = 1, 2, ..., t)是互异

的实数时，且满足 p2i → 4qi < 0(i = 1, 2, ..., t).l1, ..., ls, k1, ..., kl 都是正整数，且

l1 + ...+ ls + 2k1 + ...+ 2kt = n.

3.有理数域上多项式的因式分解

(1) 如果一个非零的整系数多项式 f(x) 的系数互素，则称 f(x) 是一个本原

多项式.

(2)设 f(x)是任一有理系数多项式，则存在有理数 r及本原多项式 h(x)，使

f(x) = rh(x)

且这种表示法除了差一个正负号是唯一的.也即，如果 f(x) = rh(x) = sg(x)，其

中 h(x), g(x)都是本原多项式，则必有 r = ±s, h(x) = ±g(x).

注：上面结果表明有理系数多项式可以转化为整系数多项式来研究.

(3)高斯 (Gauss)引理 两个本原多项式的乘积还是本原多项式.

(4)如果一个非零整系数多项式能够分解成两个次数较低的有理系数多项式

的乘积，则它一定能分解成两个次数较低的整系数多项式的乘积.

(5)设 f(x)是整系数多项式，g(x)为本原多项式，如果 f(x) = g(x)h(x)，其

中 h(x)是有理系数多项式，则 h(x)一定是整系数多项式.

(6)在有理数域上存在任意次数的不可约多项式.
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1.10 多元多项式的概念

1.10 多元多项式的概念

1.多元多项式

设 P 是一个数域，x1, x2, ..., xn是 n个文字，称形如

axk1
1 xk2

2 ...xkn
n (a ∈ P, k1, k2, ..., kn为非负整数)

的式子为数域 P 上的一个 n元单项式，称 a为这个单项式的系数.

当 a #= 0时，称此单项式中各文字的指数之和 k1 + k2 + ... + kn 为这个单项

式的次数.

如果两个单项式中相同文字的指数对应相等，则称这两个单项式为同类项，

有限个单项式的和

f(x1, x2, ..., xn) =
∑

k1,k2,...,kn

ak1,k2,...,knx
k1
1 xk2

2 ...xkn
n

称为数域 P 上 n个文字 x1, x2, ..., xn的一个多项式，简称 n元多项式。

当 n ! 2时，n元多项式统称为多元多项式.

当一个多元多项式表成一些不同类的单项式的和之后，其中系数不为零的单

项式的最高次数就成为这个多元多项式的次数.

如果多元多项式 f 中所有单项式的次数都等于 k,则称 f 为一个 k 次齐次多

项式.

2.多元多项式环

数域P上关于文字x1, x2, ..., xn的全体n元多项式的集合记作P [x1, x2, ..., xn],

称为数域 P 上的 n 元多项式环. 多元多项式也可定义相等的概念，及引入相加、

相减、相乘等运算，并且也有与一元多项式同样的运算律及次数性质，显然，两

个 k次齐次多项式的和是零或 k次齐次多项式；一个 k次齐次多项式与一个 l次

齐次多项式的乘积是一个 k + l次齐次多项式.
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1.10 多元多项式的概念

3.齐次成分表示法

设 f(x1, x2, ..., xn)是一个m次 n元多项式，则它可以唯一地表示成

f(x1, x2, ..., xn) =
m∑

i=0

fi(x1, x2, ..., xn)

其中 fi(x1, x2, ..., xn)是 i次齐次多项式，称之为 f 的 i次齐次成分，称上式为 f

的齐次成分表示法.如果 l次 n元多项式 g(x1, x2, ..., xn)也用齐次成分表示为

g(x1, x2, ...xn) =
l∑

j=0

gj(x1, x2, ..., xn)

则乘积

h(x1, x2, ..., xn) = f(x1, x2, ..., xn)g(x1, x2, ..., xn)

的 k次齐次成分为

hk(x1, x2, ..., xn) =
∑

i+j=k

fi(x1, x2, ..., xn)gj(x1, x2, ..., xn)

特别地，h(x1, x2, ..., xn)的最高次齐次成分为

hm+l(x1, x2, ..., xn) = fm(x1, x2, ..., xn)gl(x1, x2, ..., xn)

由此可知，对于多元多项式也有乘积的次数等于因子次数之和的性质.

4.字典排列法

设 axk1
1 xk2

2 ...xkn
n 与 bxl1

1 x
l2
2 ...x

ln
n 为某一个 n元多项式的两项，当

k1 = l1, ..., ki→1 = li→1, ki > li(i " n)

时，将 axk1
1 xk2

2 ...xkn
n 排在 bxl1

1 x
l2
2 ...x

ln
n 的前面.如果将两个单项式的指标组排成 n

元数组

(k1, k2, ..., kn), (l1, l2, ..., ln)

当上式成立时，则称前一个 n元数组先于后一个 n元数组，记为

(k1, k2, ..., kn) > (l1, l2, ..., ln)
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1.11 化对称多项式为初等对称多项式的多项式

这样就确定了单项式之间的一个先后顺序，相应地给出了 n元数组的一个先后顺

序. 将 n 元多项式中各单项式按照这种先后次序排列的方法称为字典排列法. 按

字典排列法写出来的第一个系数不为零的单项式称为 n元多项式的首项.

注：首项不一定具有最高的次数，如 3 元多项式 f(x1, x2, x3) = 2x1x
2
2x

2
3 +

x2
1x

2
2 + x3

1的次数为 5，按字典排列法写出来就是 f = x3
1 + x2

1x
2
2 + 2x1x

2
2x

2
3，其首

项 x3
1是 3次的.

5.当 f(x1, x2, ..., xn) #= 0, g(x1, x2, ..., xn) #= 0时，乘积

f(x1, x2, ..., xn)g(x1, x2, ..., xn)

的首项等于 f 的首项与 g的首项的乘积.

6.由多元多项式也可以引入多元多项式函数.

设 f, g 为两个 n 元多项式，则 f = g ↔⇒ 对任意数 c1, c2, ..., cn ∈ P，有

f(c1, c2, ..., cn) = g(c1, c2, ..., cn)

注：多元多项式是一元多项式的推广。一元多项式中的许多概念，如整除的

概念、最大公因式的概念、不可约多项式与因式分解的概念等，都可以平行地移

植到多元多项式中来.

但由于文字的增多，一些对一元多项式成立的结论对多元多项式不再成立.

如，在一元多项式中具有重要应用的带余除法定理与最大公因式的存在表示定

理，在多元多项式中不再成立.

1.11 化对称多项式为初等对称多项式的多项式

1.对称多项式的概念

设 f(x1, x2, ..., xn)为数域 P 上的 n元多项式.如果任意交换连个文字，多项
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1.11 化对称多项式为初等对称多项式的多项式

式均不变，即对任意 ij(1 " i < j " n)都有

f(x1, ..., xi, ..., xj, ...xn) = f(x1, ..., xj, ..., xi, ...xn)

则称 f(x1, x2, ..., xn)为数域 P 上的一个 n元对称多项式.

下列 n个对称多项式

σ1 = x1 + x2 + ...+ xn

σ2 = x1x2 + x1x3 + ...+ xn→1xn

σ3 = x1x2x3 + x1x2x4 + ...+ xn→2xn→1xn

......

σn = x1x2...xn

称为初等对称多项式.

2.对称多项式的有关结论

(1)对称多项式的和、乘积仍是对称多项式，对称多项式的多项式仍是对称

多项式.

(2) 对称多项式基本定理 设 f(x1, x2, ..., xn) 为数域 P 上的一个 n 元

对称多项式，则存在唯一的 n 元多项式 φ(y1, y2, ..., yn)，使得 f(x1, x2, ..., xn) =

φ(σ1,σ2, ..., σn),其中 σ1,σ2, ..., σn为初等对称多项式.

3.将对称多项式表为初等对称多项式的多项式方法

方法 1 逐步消去首项法

这是推导对称多项式基本定理时给出的方法，其一般步骤是：

第一步：首先找出对称多项式 f 的首项 a0x
k1
1 xk2

2 ...xkn
n ,则一定有

k1 ! k2 ! ... ! kn

第二步：由 f 的首项写出 φ1 : φ1 = a0σ
k1→k2
1 σk2→k3

2 ...σkn−1→kn
n→1 σkn

n

第三步：作 f1 = f → φ1，并展开化简
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1.11 化对称多项式为初等对称多项式的多项式

再对 f1 按第一、二、三步进行，构造 f2 = f1 → φ2.如此反复进行，直至出

现 fk = fk→1 → φk = 0，则

f = φ1 + φ2 + ...+ φk

方法 2 待定系数法

设 f 是m次齐次对称多项式，用待定系数法求解的一般步骤是：

第一步：根据 f 的首项指标组写出所有可能的指标组 (k1, k2, ...kn)，这些指

标组应满足

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

k1 ! k2 ! ... ! kn

k1 + k2 + ...+ kn = m

前面的指标组先于后面的指标组

第二步：由指标组 (k1, k2, ..., kn)写出对应的初等对称多项式的方幂的乘积

σk1→k2
1 σk2→k3

2 ...σkn−1→kn
n→1 σkn

n

第三步：设出 f 由所有初等对称多项式的方幂乘积的线性表达式，其首项系

数即为 f 的首项系数，其余各项系数分别用 a, b, c, ...代替

第四步：分组选取适当的 xi(i = 1, 2, ..., n)的值，计算 σ1,σ2, ..., σn及 f，代

入第三步中设出的表达式得到关于 a, b, c, ...的线性方程组，解这个线性方程组求

得 a, b, c, ...的值，最后写出所求的 f 的表达式

注：(1)当 f 时非齐次对称多项式时，可以将他表成若干齐次多项式的和，把

它的每一个齐次对称多项式表为初等对称多项式的多项式，再把所得到的各部分

相加即可

(2)待定系数法是深入研究对称多项式基本定理的证明过程而得出的简

化方法
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第二章 行列式理论

第二章主要介绍行列式的性质与计算，Cramer法则、Laplace定理与 Vander

Monde行列式的应用。

2.1 逆序数与行列式的两种定义

1.排列及其性质

(1)由 1, 2, ..., n这 n个数构成的一个有序数组 j1j2...jn 称为一个 n阶 (或级、

或元)排列.在一个排列中，如果一对数的前后位置与大小顺序相反，即前面的数

大于后面的数，则称这两个数构成一个逆序.一个 n阶排列 j1j2...jn 中逆序的总

数称为这个排列的逆序数，记为 τ(j1j2...jn).逆序数为奇数记得排列称为奇排列，

逆序数为偶数的排列称为偶排列.如果只交换排列中某两个数的位置而其余的数

不动，就得到一个新的排列，这一变换称为对换.

(2)n阶排列共有 n!个，其中奇、偶排列的个数各有
n!

2
个.

(3)对换改变排列的奇偶性，即奇排列经过一次对换变成偶排列，偶排列经

过一次对换变成奇排列.

(4)任一 n阶排列 j1j2...jn与标准排列 12...n都可以经过一系列对换互变，且

所做对换次数与排列 j1j2...jn有相同的奇偶性.

2.行列式的定义：(逆序数引入)



2.1 逆序数与行列式的两种定义

n阶行列式用符号

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

表示，它代表 n!项的代数和，这些项是一切可能的取自 D 中不同行不同列的 n

各元素的乘积 a1j1a2j2 · · · anjn，项 a1j1a2j2 · · · anjn 的符号为 (→1)τ(j1j2···jn)，即当

j1j2 · · · jn为奇排列是该项的符号为负，为偶排列时该项的符号为正，也就是说

D =
∑

j1j2···jn

(→1)τ(j1j2···jn)a1j1a2j2 · · · anjn

这里
∑

j1j2···jn

表示对所有 n阶排列求和.

注：n阶行列式也简写为 D = |aij|.

针对用逆序数给出的行列式的定义，应把握以下四条：

(1)n阶排列的总数是 n!个，故 n阶行列式的展开式中共有 n!项；

(2)每项是取自不同行，不同列的 n各元素的乘积；

(3)在行下标按自然顺序排列的前提下，每项前面的正负号取决于列下标组

成的排列的逆序数的奇偶性，其中一半取正号另一半取负号；

(4)行列式的值是一个数；

3.行列式的定义：(规范反对称 n重线性函数引入)

(1)数域 F上的 n维向量空间 Fn上的函数概念

(a).n维向量空间 Fn上而取值在数域 F的一元函数：

是指 Fn 到 F的一种对应规律 f，使得对 Fn 中每个向量 ¸，依照对应规律

f，可以唯一地确定 F中一个元素 f(ξ)与之对应.

例如：设 ξ = (x1, x2, ..., xn) ∈ F n,则f(ξ) = x1 + x2 + ... + xn 就是一个定义

在 Fn上而取值在 F的一元函数。.
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2.1 逆序数与行列式的两种定义

(b).n维向量空间 Fn上而取值在数域 F的 k元函数：

是指一种对应规律 f，使得对每一个由 k个向量 ξ1, ξ2, ..., ξk ∈ F n组成的有

序 k 元向量组 (ξ1, ξ2, ..., ξk)，依照对应规律 f，可以唯一地确定 F 中一个元素

f(ξ1, ξ2, ..., ξk)与之对应.

例如：设 ξi = (xi1, xi2, ..., xin) ∈ Fn, i = 1, 2, ..., k，则 f(ξ1, ξ2, ..., ξk) =

x11x22...xkk 就是 Fn上的一个 k元函数.

(2)n维向量空间 Fn上的规范反对称 n重线性函数的概念

(a).k重线性函数：

设 f 是 Fn上的一个 k元函数.如果对每个 i, 1 " i " k，均有

f(ξ1, ..., ξi−1,λε+µζ, ξi+1, ..., ξk) = λf(ξ1, ..., ξi−1,ε, ξi+1, ..., ξk)+µf(ξ1, ..., ξi−1, ζ, ξi+1, ..., ξk)

其中 λ, µ ∈ F,ε, ζ ∈ Fn，则 f 称为 k重线性函数.

例如：设 ξi = (ai1, ai2, ..., ain) ∈ Fn, i = 1, 2, ..., n，则 f(ξ1, ξ2, ..., ξn) =

a11a22...ann是一个 n重线性函数.

引例：确定 F2上所有二重线性函数

设 ξ1 = (a11, a12), ξ2 = (a21, a22) ∈ F2. 且设 ε1 = (1, 0), ε2 = (0,1). 则

ξ1 = a11ε1 + a12ε2, ξ2 = a21ε1 + a22ε2.设 f(ξ1, ξ2)是一个二重线性函数，则由

定义：

f(ξ1, ξ2) = f(a11ε1 + a12ε2, a21ε1 + a22ε2)

= a11f(ε1, a21ε1 + a22ε2) + a12f(ε2, a21ε1 + a22ε2)

= a11a21f(ε1, ε1)+a11a22f(ε1, ε2)+a12a21f(ε2, ε1)+a12a22f(ε2, ε2).

这表明，f(ξ1, ξ2)完全由四个值 f(ε1, ε1), f(ε1, ε2), f(ε2, ε1), f(ε2, ε2)所确

定.

现在设 a, b, c, d是 F中任意四个数，记

f(ξ1, ξ2 = a11a21a+ a11a22b+ a12a21c+ a12a22d
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2.1 逆序数与行列式的两种定义

容易验证，f 是 F2上的二重线性函数.

(b).反对称 k重线性函数：

设 f 是 Fn 上的 k重线性函数.如果任意 i, j, 1 " i #= j " k，当向量 ξi 与 ξj

相同时，f(ξ1, ξ2, ..., ξk)的值为 0，则 f 称为反对称 k重线性函数.

例如：设 ξ1 = (a11, a12) , ξ1 = (a11, a12) ∈ F2，则

f(ξ1, ξ2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 → a12a21

是 F2上的反对称二重线性函数.

关于 Fn上反对称 k重线性函数有：

定理 设 f 是 Fn上 k重线性函数，则 f(ξ1, ξ2, ...ξk)是反对称的充分必要

条件为：对任意 i, j, 1 " i #= j " k，均有

f(ξ1, ..., ξj , ..., ξi, ..., ξk) = →f(ξ1, ..., ξi, ..., ξj , ..., ξk)

即任意对调 f(ξ1, ξ2, ...ξk)中两个向量元的位置，f(ξ1, ξ2, ...ξk)的值变号.

(c).规范反对称 n重线性函数：

设 f(ξ1, ξ2, ...ξn)是 Fn上 n元函数，且设 εi是 Fn中第 i个分量为 1其他分

量为 0的向量，i = 1, 2, ..., n.如果 f(ε1, ε2, ..., εn) = 1，则 f(ξ1, ξ2, ...ξn)称为规

范反对称 n重线性函数.

例如：设 ξi = (ai1, ai2, ai3) ∈ F3, i = 1, 2, 3.且设

f(ξ1, ξ2, ξ3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

其中右端为三阶行列式，则 f(ξ1, ξ2, ξ3)是三维空间 F3 上的一个规范反对称三

重线性函数.反之，有：

定理 设 f(ξ1, ξ2, ξ3) 是三维空间 F3 上规范反对称三重线性函数，且
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2.2 可直接利用性质计算的行列式

ξi = (ai1, ai2, ..., ai3) , i = 1, 2, 3.则

f(ξ1, ξ2, ξ3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

由上述规范反对称三重线性函数等价于三阶行列式可以推出 n 阶行列式的

表述如下：

定义 n维向量空间 Fn 上的规范反对称 n重线性函数称为数域 F上 n阶

行列式函数，简称为 n阶行列式，并记为 det(ξ1, ξ2, ..., ξn).

2.2 可直接利用性质计算的行列式

1. 2, 3阶行列式

对于 2阶行列式与 3阶行列式，可采用对角线法则来记它们代表的数：∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 → a12a21

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a11a22a33+a12a23a32+a13a21a32→a13a22a31→a12a21a33→

a11a23a32

注：计算 3阶以上的行列式时不能采用对角线法。

2.行列式的性质

以下用 2阶行列式形式简单表述行列式的七大性质：

(1).转置：D = DT，即

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a21

a12 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣
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2.3 两条线型行列式的计算

(2).数乘：

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12

ka21 ka22

∣∣∣∣∣∣∣∣
= k

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣

(3).0行：

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12

0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

(4).比例：

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12

a11 a12

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

(5).拆分：

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12

a21 + b1 a22 + b2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12

b1 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣

(6).倍加：

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12

a21 + ka11 a22 + ka12

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣

(7).对换：

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣
= →

∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 a22

a11 a12

∣∣∣∣∣∣∣∣
注：ri表示 i行;cj 表示 j 列.如三种描述有：(kri, ri + krj, ri ↔ rj)

2.3 两条线型行列式的计算

1.一些特殊行列式的值

(1)上 (下)三角行列式等于其主对角线上元素的乘积，即
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n

. . . ...

ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11

... . . .

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11

. . .

ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a11 · · · ann

(2)反三角行列式的值等于添加适当正、负号的反对角线元素的乘积，即
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n

... . .
.

an1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1n

. .
. ...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1n

. .
.

an1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (→1)
n(n−1)

2 a1n · · · an1
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2.3 两条线型行列式的计算

(3)分块三角行列式可化为低级行列式的乘积，考虑AAA为m阶矩阵，BBB为 n

阶矩阵，即
∣∣∣∣∣∣∣∣

AAA CCC

BBB

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

AAA

CCC BBB

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

AAA

BBB

∣∣∣∣∣∣∣∣
= |AAA|·|BBB|

∣∣∣∣∣∣∣∣

CCC AAA

BBB

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

AAA

BBB CCC

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

AAA

BBB

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (→1)mn|AAA|·|BBB|

2.行列式按一行 (列)展开

(1)在 n阶行列式中，将元素 aij 所在的第 i行第 j 列的元素划去后剩下的元

素按照原位置次序构成的 n→ 1阶行列式，称为元素 aij 的余子式，记为Mij，即

MMM ij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1,j→1 a1,j+1 · · · a1n

... ... ... ...

ai→1,1 · · · ai→1,j→1 ai→1,j+1 · · · ai→1,n

ai+1,1 · · · ai+1,j→1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

... ... ... ...

an1 · · · an,j→1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

而AAAij = (→1)i+jMMM ij 称为元素 aij 的代数余子式.

注：元素 aij 的余子式和代数余子式与 aij 的大小无关，只与该元素的位置有

关.

(2)行列式的值等于它的某一行 (列)的各元素与其对应的代数余子式乘积之

和，即

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n

... ...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= ai1AAAi1 + ai2AAAi2 + · · ·+ ainAAAin (i = 1, 2, · · · , n)

= a1jAAA1j + a2jAAA2j + · · ·+ anjAAAnj (j = 1, 2, ..., n)
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2.4 箭形行列式的计算

(3)n阶行列式中某一行 (列)的每一个元素与另一行 (列)相应元素的代数余

子式乘积之和等于零，即

ai1AAAj1 + ai2AAAj2 + · · ·+ ainAAAjn = 0 (i #= j)

a1iAAA1j + a2iAAA2j + · · ·+ aniAAAnj = 0 (i #= j)

3.拉普拉斯 (Laplace)定理和行列式的乘法规则

(1)位于 n阶行列式 D 的第 i1, ..., ik 行及第 j1, ..., jk 列 (1 " i1 < · · · < ik "

n; 1 " j1 < · · · < jk " n)交叉位置上的 k2 个元素按照原来相对位置所构成的 k

阶行列式M，称为行列式 D的一个 k阶子式.在 D中划去这 k行 k列后余下的

元素按照原来的相对位置所构成的 n → k 阶行列式 M
′ 称为 k 阶子式 M 的余子

式，又称 (→1)(i1+···+ik)+(j1+···+jk)M
′ 为M 的代数余子式.

(2)拉普拉斯定理 任意取定 n阶行列式D的某 k行 (列)(1 " k < n)，由

这 k 行 (列)元素所组成的一切 k 阶子式 (共有 Ck
n 个)与它们的代数余子式的乘

积的和等于行列式 D.

若取定 k个行：1 " i1 < i2 < · · · < ik " n，则

|D|=
∑

1"j1<j2<···<jk"n

D

⎛

⎜⎜⎝
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

⎞

⎟⎟⎠ D̂

⎛

⎜⎜⎝
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

⎞

⎟⎟⎠

若取定 k个列：1 " j1 < j2 < · · · < jk " n，则

|D|=
∑

1"i1<i2<···<ik"n

D

⎛

⎜⎜⎝
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

⎞

⎟⎟⎠ D̂

⎛

⎜⎜⎝
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

⎞

⎟⎟⎠

4.两条线型行列式的计算

形如：
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . . . .

. . . . . .

⇐ . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . ⇐

. . . . . .

. . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⇐ . .
.

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.

⇐

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . . .
.

. . .

. .
. . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

的两条线型行列式，可直接展开降阶.
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2.4 箭形行列式的计算

2.4 箭形行列式的计算

形如：
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · · · · · · · ·

... . . .

... . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · · · · · · · ·

. .
. ...

. .
. ...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . ...

. . . ...

· · · · · · · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

... . .
.

... . .
.

· · · · · · · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

的箭形 (或爪形) 行列式，可以直接利用行列式性质化为三角或反三角形行

列式来计算.即利用对角元素或反对角元素将一条边消为零.

2.5 三对角行列式的计算

形如： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

的所谓三对角行列式，可直接展开得到两项递推关系Dn = αDn→1 + βDn→2,

然后采用如下一些方法求解.

方法 1 如果 n较小，则直接递推计算.

方法 2 用第二数学归纳法证明：即验证 n = 1时结论成立，设 n " k时

结论成立，若证明 n = k + 1时结论也成立，则对任意自然数相应的结论成立.

方法 3 将Dn = αDn→1 + βDn→2变形为Dn → pDn→1 = q(Dn→1 → pDn→2)，

其中

p+ q = α, →pq = β
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2.6 Hessenberg型行列式的计算

由韦达定理知 p 和 q 是一元二次方程 x2 → αx → β = 0 的两个根. 确定 p 和 q

后，令 f(x) = Dn → pDn→1，则利用 f(n) = qf(n → 1) 递推求出 f(n)，再由

Dn = pDn→1 + f(n)递推求出 Dn.

方法 4 设Dn = xn.代入Dn→αDn→1→βDn→2 = 0得xn→αxn→1→βxn→2 =

0.因此有 x2 → αx → β = 0(称之为特征方程)，求出其根 x1 和 x2(假设 x1 #= x2)，

则 Dn = k1x
n
1 + k2x

n
2 .这里 k1, k2可通过取 n = 1和 n = 2来确定.

2.6 Hessenberg型行列式的计算

形如：
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · · · · · · · ·

. . . . . .

. . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . .

. . . . . .

· · · · · · · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · · · · · · · ·

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. .

.
. .

.

. .
.

. .
.

· · · · · · · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

的 Hessenberg型行列式，可直接展开得到递推公式，也可利用行列式性质化

简并降阶.

2.7 计算行 (列)和相等的行列式

对于各行 (或各列)之和相等的行列式，将其各列 (或行)加到第 1列 (或行)

或第 n列 (或行)，然后再化简.

2.8 可采用升阶法计算的行列式

行列式计算的一般方法是降阶，但对于某些特殊的 n阶行列式，如除对角元

(或反对角元)外，其余元素相同或成比例的行列式，有时加上一行一列变成 n+1
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2.9 相邻行 (列)元素差 1的行列式计算

阶的行列式，特别是第 1列为 (1, 0, ..., 0)T 并适当选择第 1行的元素，就可以使

消零化简更方便，且化简后常变成间形行列式，这一方法称为升阶法或加边法.

2.9 相邻行 (列)元素差 1的行列式计算

以数字 1, 2, ..., n为 (大部分)元素，且相邻两行 (列)元素差 1的 n阶行列式

可以如下计算：

自第 1 行 (列) 开始，前行 (列) 减去后行 (列); 或自第 n 行 (列) 开始，后行

(列)减去前行 (列),即可出现大量元素为 1或→1的行列式，再进一步化简即出现

大量的零元素.

对于相邻两行 (列)相差倍数 k的行列式，采用前行 (列)减去后行 (列)的→k

倍，或后行 (列)减去前行 (列)得→k倍的步骤，即可使行列式中出现大量的零元

素.

2.10 范德蒙型行列式的计算

Vander Monde行列式的值为

Vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1

x1 x2 · · · xn→1 xn

x2
1 x2

2 · · · x2
n→1 x2

n

... ... ... ...

xn→1
1 xn→1

2 · · · xn→1
n→1 xn→1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
n∏

1"i<j"n

(xj → xi)

= (→1)
n(n−1)

2

n∏

1"i<j"n

(xi → xj)
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2.11 行列式乘法公式及应用

2.11 行列式乘法公式及应用

设 AAA = (aij)n×n,BBB = (bij)n×n，则其行列式具有性质 |AAABBB|= |AAA|·|BBB|.这一结

果也给出了如何将两个 n阶行列式相乘得到一个 n阶行列式的方法，即

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n

... ... ...

bn1 bn2 · · · bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑

i=1

a1ibi1

n∑

i=1

a1ibi2 · · ·
n∑

i=1

a1ibin

n∑

i=1

a2ibi1

n∑

i=1

a2ibi2 · · ·
n∑

i=1

a2ibin

... ... ...
n∑

i=1

anibi1

n∑

i=1

anibi2 · · ·
n∑

i=1

anibin

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n

... ... ...

cn1 cn2 · · · cnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

其中 cij = ai1b1j + ai2b2j + ...+ ainbnj =
n∑

k=1

aikbkj (i, j = 1, 2, ..., n)

这一公式称为行列式乘法公式.

2.12 求解行列式方程

当行列式的元素是 x的多项式时，确定未知数 x使行列式的值为零，此即为

求解行列式方程.求解行列式方程通常采用如下两种方法：

方法 1 观察法 先观察未知数取何值时，该行列式的值为零 (一般是

取未知数的值使行列式中有两行 (或两列) 相同或成比例，从而行列式的值等于

零)；然后利用行列式的定义或按行 (列)展开公式确定未知数的最高次次幂，从

而确定是几次方程，如果是一元 n次方程，应求出 n个根.但行列式方程无重根

时，常用此方法求之.
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2.13 有关代数余子式的计算

方法 2 直接计算法 直接求出行列式的值，将行列式方程化为代数

方程解之.

2.13 有关代数余子式的计算

n阶行列式 D = |aij|有 n2 个代数余子式，且每个代数余子式都是由 n → 1

阶行列式添加适当的符号得到的.

(1)当计算行列式中某个元素的代数余子式时，可直接利用定义求之.

(2)当计算行列式中某一行 (列)若干个元素的代数余子式的代数和时，如果

先求出各个代数余子式再做运算，计算工作量较大，而利用有关代数余子式的重

要公式
n∑

k=1

aikAAAjk = 0,
n∑

k=1

akibkj = 0 (i #= j)

可以简化计算，也可利用元素 aij 的取值不影响其代数余子式 AAAij 的大小，相应

地构造出新的行列式，使其按某行 (列) 的展开式恰为要求的代数余子式的代数

和.

比如要求 t1AAAi1 + t2AAAi2 + ...+ tnAAAin，这时只要将原行列式D的第 i行元素改

写为 t1, t2, ..., tn构造行列式 D̃，就有 t1AAAi1 + t2AAAi2 + ...+ tnAAAin = D̃.这样就将有

关的计算问题转化成计算行列式 D̃的问题.

(3)如果讨论全部代数余子式的有关问题，应联想到伴随矩阵：

矩阵 AAA = (aij)n×n 的伴随矩阵 AAA∗ = (AAAji)n×n 与 AAA的行列式 |AAA|的各元素的

代数余子式 AAAij 有关，当 AAA可逆时，可根据 AAA∗ = |AAA|AAA→1 求得 AAA∗，从而得到所

有的代数余子式.
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2.14 克拉默法则的应用

2.14 克拉默法则的应用

Cramer法则适用于计算含有 n个未知数、n个方程式的线性方程组.

1.线性方程组

线性方程组的一般形式为
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

............

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

其中 x1, x2, ...xn是未知数.aij(i = 1, ..., n; j = 1, ..., n)是常数，称为各未知数的系

数.b1, b2, ..., bn 也是常数，称为常数项.上式称为 n个未知数、n个方程式的线性

方程组的标准式.

2.Cramer法则

针对上式线性方程组中各个未知数的系数按式中的顺序排列组成一个 n 阶

行列式，记为 |AAA|:

|AAA|=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ...

an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

|AAA|称为该线性方程组的系数行列式.
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2.15 一些特殊行列式及其计算方法

将常数项 b1, b2, ..., bn依次置换 |AAA|的第一列元素，使得到行列式 |AAA1|:

|AAA1|=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 a12 ... a1n

b2 a22 ... a2n

... ... ...

bn an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

再将 b1, b2, ..., bn依次置换 |AAA|的第二列元素，使得到行列式 |AAA2|：

|AAA|=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 b1 ... a1n

a21 b2 ... a2n

... ... ...

an1 bn ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

不断这样下去，即用 b1, b2, ..., bn依次置换 |AAA|的第三列,第四列,...,第 n列，便得

到 |AAA3|, |AAA4|, ..., |AAAn|.

3.定理 (Cramer法则)

设有如上式 n个未知数、n个方程式的线性方程组，若它的系数行列式 |AAA|

的值不等于零，则该方程组有且只有一组解：

x1 =
|AAA1|
|AAA| , x2 =

|AAA2|
|AAA| , ..., xn =

|AAAn|
|AAA| .

2.15 一些特殊行列式及其计算方法

1.拆分法

利用行列式的性质可将一个行列式拆分为两个或多个行列式之和来计算，从

而形成了用拆分法来计算一些行列式的值.其中拆分法包括大拆分法和小拆分法，

即大拆分法一般是将行列式拆成多个行列式计算的方法，

而小拆分法一般是将行列式拆成两个简单行列式后，再根据递推关系总结计

算的方法.下面通过一个例子对拆分法进行表述.
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2.15 一些特殊行列式及其计算方法

n阶行列式
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b ... b

b a b ... b

b b a ... b

... ... ... ...

b b b ... a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= [a+ (n→ 1)b](a→ b)n→1

(1)大拆分法：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b ... b

b a b ... b

b b a ... b

... ... ... ...

b b b ... a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b+ (a→ b) b+ 0 b+ 0 ... b+ 0

b+ 0 b+ (a→ b) b+ 0 ... b+ 0

b+ 0 b+ 0 b+ (a→ b) ... b+ 0

... ... ... ...

b+ 0 b+ 0 b+ 0 ... b+ (a→ b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b b+ 0 b+ 0 ... b+ 0

b b+ (a→ b) b+ 0 ... b+ 0

b b+ 0 b+ (a→ b) ... b+ 0

... ... ... ...

b b+ 0 b+ 0 ... b+ (a→ b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a→ b b+ 0 b+ 0 ... b+ 0

0 b+ (a→ b) b+ 0 ... b+ 0

0 b+ 0 b+ (a→ b) ... b+ 0

... ... ... ...

0 b+ 0 b+ 0 ... b+ (a→ b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b b b+ 0 ... b+ 0

b b b+ 0 ... b+ 0

b b b+ (a→ b) ... b+ 0

... ... ... ...

b b b+ 0 ... b+ (a→ b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b 0 b+ 0 ... b+ 0

b a→ b b+ 0 ... b+ 0

b 0 b+ (a→ b) ... b+ 0

... ... ... ...

b 0 b+ 0 ... b+ (a→ b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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2.15 一些特殊行列式及其计算方法

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a→ b b b+ 0 ... b+ 0

0 b b+ 0 ... b+ 0

0 b b+ (a→ b) ... b+ 0

... ... ... ...

0 b b+ 0 ... b+ (a→ b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a→ b 0 b+ 0 ... b+ 0

0 a→ b b+ 0 ... b+ 0

0 0 b+ (a→ b) ... b+ 0

... ... ... ...

0 0 b+ 0 ... b+ (a→ b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

......

按照列拆成 2n个行列式，其中每个行列式的第 i行要么为

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b

b

...

b

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

要么为

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

a→ b

...

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

这种情形.

(a).至少有两列出现

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b

b

...

b

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

这一类情形时，该行列式的值为零.

(b).只有一列出现

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b

b

...

b

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

这一类情形有 n个，每一个行列式基本形式为：

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a→ b b

a→ b b

. . . b

... . . .

b a→ b

b a→ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= b(a→ b)n→1,其和为nb(a→ b)n→1.
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2.15 一些特殊行列式及其计算方法

(c).行列式中不出现

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b

b

...

b

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

这类情形只有 1种，其行列式形式为：

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a→ b

a→ b

. . .

a→ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a→ b)n

于是原行列式 = nb(a→ b)n→1 + (a→ b)n = [a+ (n→ 1)b](a→ b)n→1.

(2)小拆分法：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b ... b

b a b ... b

b b a ... b

... ... ... ...

b b b ... a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b+ (a→ b) b b ... b

b+ 0 a b ... b

b+ 0 b a ... b

... ... ... ...

b+ 0 b b ... a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b b b ... b

b a b ... b

b b a ... b

... ... ... ...

b b b ... a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a→ b b b ... b

0 a b ... b

0 b a ... b

... ... ... ...

0 b b ... a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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2.15 一些特殊行列式及其计算方法

= b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 ... 0

1 a→ b 0 ... 0

1 0 a→ b ... 0

... ... ... ...

1 0 0 ... a→ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ (a→ b)Dn→1 = b(a→ b)n→1 + (a→ b)Dn→1

∴ Dn = (a→ b)Dn→1 + b(a→ b)n→1

=⇒ Dn

(a→ b)n
=

Dn→1

(a→ b)n→1
+

b

a→ b

=⇒ Dn

(a→ b)n
=

a

a→ b
+ (n→ 1)

b

a→ b

=⇒ Dn = [a+ (n→ 1)b](a→ b)n→1

拆分法推论：设AAA = (aij)是 n阶方阵，AAAij 是 aij 的代数余子式，则

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 + x a12 + x ... a1n + x

a21 + x a22 + x ... a2n + x

... ... ...

an1 + x an2 + x ... ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= |AAA|+x
n∑

i=1

n∑

j=1

AAAij

2.打洞原理

已知AAA,DDD分别是 n级，m级方阵，则

(1)AAA可逆时, ∣∣∣∣∣∣∣∣

AAA BBB

CCC DDD

∣∣∣∣∣∣∣∣
= |AAA||DDD →CCCAAA→1BBB|

(2)DDD可逆时, ∣∣∣∣∣∣∣∣

AAA BBB

CCC DDD

∣∣∣∣∣∣∣∣
= |DDD||AAA→BBBDDD→1CCC|
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2.15 一些特殊行列式及其计算方法

注：此定理之所以叫“打洞原理”，是因为它的结果是顺时针旋转了一圈，所

以记起来也是非常方便的.

推论：设AAA,BBB 分别是 n⇒m与m⇒ n的矩阵，则
∣∣∣∣∣∣∣∣

EEEn AAA

∓BBB EEEm

∣∣∣∣∣∣∣∣
= |EEEn ±ABABAB|= |EEEm ±BABABA|

∣∣∣∣∣∣∣∣

λEEEn AAA

∓BBB EEEm

∣∣∣∣∣∣∣∣
= λn

∣∣∣∣∣∣∣∣

EEEn λ→1AAA

∓BBB EEEm

∣∣∣∣∣∣∣∣
= |λEEEn ±ABABAB|= λn→m|λEEEm ±BABABA|

注：上式说明ABABAB与BABABA有相同的非零特征值 (重数也相同)；特别地，AAA,BBB

都是方阵时，ABABAB 与 BABABA有相同的特征多项式，从而有相同的特征值 (重数也相

同).

特别地：设A是一个 n级可逆矩阵，α, β 为 n维列向量，则
∣∣∣∣∣∣∣∣

AAA α

β
′

1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= |AAA+ αβ

′ |= |AAA|(1 + β
′
AAA→1α)

可对拆分法中的例子用打洞原理进行计算如下：
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b ... b

b a b ... b

b b a ... b

... ... ... ...

b b b ... a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(a→ b)EEEn +

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

...

1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(
b · · · b

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a→ b)n→1

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(a→ b) +

(
b · · · b

)

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

...

1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= [a+ (n→ 1)b](a→ b)n→1.

3.利用特征值计算行列式
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2.15 一些特殊行列式及其计算方法

如果数域 P 上 n级矩阵AAA的所有复特征值为 λ1,λ2, ...,λn，则对任意的整数

m(可以是负数，但取负数时，要求AAA可逆)，AAAm的特征值为 λm
1 ,λ

m
2 , ...,λ

m
n .从而

(1)对数域P上的任一多项式 f(x), f(AAA)的所有复特征值为 f(λ1), f(λ2), ..., f(λn)，

且

|f(AAA)|= f(λ1)f(λ2)...f(λn)

(2)当AAA可逆时，对数域 P 上的任意分式函数

f(x) = anx
n + ...+ a1x+ a0 +

b1
x

+ ...+
bm
xm

都有 f(AAA)的所有复特征值为 f(λ1), f(λ2), ..., f(λn)，且

|f(AAA)|= f(λ1)f(λ2)...f(λn).

注：以上计算公式只限于AAA的函数 f(AAA)，对于两个以上的矩阵不能这么用。

例如：AAA的特征值为 λ1,λ2, ...,λn，BBB 的特征值为 µ1, µ2, ..., µn，完全不能得

到 AAA + BBB 的特征值为 λ1 + µ1,λ2 + µ2, ...,λn + µn，当然也不能得到 |AAA + BBB|=

(λ1 + µ1)(λ2 + µ2)...(λn + µn).

4.视行列式为某个元素的多项式

把行列式 |AAA|中某个元素 x看成未定元，其他元素看成常数.因此行列式 |AAA|

是 n!项之和，而每个项是 |AAA|的某些元素之积，因此是关于 x的多项式.从而 |AAA|

也是关于 x的多项式，记为 f(x).

于是计算行列式 |AAA|就转化为确定的多项式 f(x).由多项式理论可知，为了

确定多项式 f(x),可以先确定它的次数 s，再求出它的 s个根 a1, a2, ..., as，

于是，f(x) = c(x→ a1)(x→ a2) · · · (x→ as)，其中 c是多项式 f(x)的首项系

数，最后求出 c，从而求出 f(x).

下面针对拆分法中的例子做一些变化，给出例题说明.

44



2.15 一些特殊行列式及其计算方法

例：求 n阶行列式

!n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a1 a2 · · · an→1

a1 x a2 · · · an→1

a1 a2 x · · · an→1

· · · · · · · · · · · · · · ·

a1 a2 a3 · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

解：把 !n中元素 x, a1, a2, ..., an→1看成 n个不同的未定元，则 !n是关于 x

的多项式 f(x).容易看出，多项式 f(x)的次数为 n，首项系数为 1.

把其他各列加到第一列，得到

!n = f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ a1 + a2 + ...+ an→1 a1 a2 · · · an→1

x+ a1 + a2 + ...+ an→1 x a1 · · · an→1

· · · · · · · · · · · · · · ·

x+ a1 + a2 + ...+ an→1 a2 a3 · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

由此可以看出，多项式 f(x)有一根为 →(a1 + a2 + ...+ an→1).

把 x = ai代入 f(x)，得到

f(ai) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai a1 a2 · · · ai→2 ai→1 ai ai+1 · · · an→1

a1 ai a2 · · · ai→2 ai→1 ai ai+1 · · · an→1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

a1 a2 a3 · · · ai→1 ai ai ai+1 · · · an→1

a1 a2 a3 · · · ai→1 ai→1 ai ai+1 · · · an→1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

a1 a2 a3 · · · ai→1 ai ai+1 ai+2 · · · ai

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

其中第 i行和第 i+ 1行相同，所以 f(ai) = 0，即 ai是 f(x)的根，因此

!n = f(x) = c(x+ a1 + a2 + ...+ an→1)(x→ a1)(x→ a2)...(x→ an→1),
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2.15 一些特殊行列式及其计算方法

其中 c是待定常识.因为多项式 f(x)的首项系数为 1，所以 c = 1，于是

!n = (x+ a1 + a2 + ...+ an→1)(x→ a1)(x→ a2...(x→ an→1))
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第三章 线性方程组理论

本章主要介绍向量空间及线性相关性，线性方程组解的判别与矩阵的秩，以

及线性方程组解的结构。

3.1 用消元法求解线性方程组

1.消元法

(1)消元法是求解线性方程组的具体方法，它通过对线性方程组施行三种初

等变化：

(a)用一非零的数乘某一方程；

(b)把一个方程的倍数加到另一个方程；

(c)互换两个方程的位置；

将原方程组中某方程的某个未知量的系数变为零--消去这个元；反复这样做，

得到一个化简的线性方程组，这是个阶梯形方程组 (系数及常数项均变为 0的方

程可去掉，因而方程个数未必与原方程个数相等).这样的阶梯形线性方程组容易

判断是不是有解；有解时，容易得到所有的解，这就是用消元法求解的过程.

2.矩阵及其初等变换

(1)由mn个数排成的m行 n列的表

AAA =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... . . . ...

am1 am2 · · · amn

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦



3.1 用消元法求解线性方程组

称为一个 m ⇒ n矩阵，简记为 AAA = (aij)m×n.数 aij 称为矩阵 AAA的 i行 j 列的元

素，其中 i称为行指标，j称为列指标.当 aij 均是数域 P 中的数时，称AAA为数域

P 上的矩阵.

(2)对数域 P 上的矩阵进行的如下三种变换：

(a).以 P 中一个非零的数乘矩阵的某一行 (列)；

(b).把矩阵的某一行 (列)的 k倍加到另一行 (列),这里 k ∈ P ;

(c).互换矩阵中两行 (列)的位置，

称为矩阵的初等行 (列)变换.初等行变换与初等列变换统称为矩阵的初等变

换. 当矩阵 AAA 经过有限次初等变换变成矩阵 BBB 时，称矩阵 AAA 与 BBB 等价，记为

AAA →→ BBB.

注：一般说来，一个矩阵经过初等变换后就变成了另一个矩阵，这两个矩阵

之间不能写等号“=”,只能写“→→”号.

3.矩阵的等价标准形

设AAA是秩为 r(> 0)的m⇒ n矩阵.

(1).AAA可以经过初等行变换化为行阶梯形矩阵.

(2).AAA可以经过初等行变换化为唯一的行最简形矩阵.

(3).AAA可以经过初等变换化为唯一的等价标准形

⎛

⎜⎜⎝
EEEr OOO

OOO OOO

⎞

⎟⎟⎠

m×n

.

4.消元法的矩阵描述

设AAA = (aij)m×n且 r(AAA) = r, bbb是m维列向量，用消元法求解方程组Ax = bAx = bAx = b

的过程如下：

将增广矩阵BBB = (AAA
... bbb )用初等变换化为阶梯形矩阵 (其中系数矩阵AAA最
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3.1 用消元法求解线性方程组

好化为行最简形)，为讨论方便，不妨设

BBB
初等行变换→→→→→→→→→

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 · · · 0 c1,r+1 · · · c1n

0 1 · · · 0 c2,r+1 · · · c2n

... ... ... ... ...

0 0 · · · 1 cr,r+1 · · · crn

0 0 · · · 1 0 · · · 0

0 0 · · · 0 0 · · · 0

... ... ... ... ...

0 0 · · · 0 0 · · · 0

d1

d2

...

dr

dr+1

0

...

0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

于是，

当 dr+1 #= 0时，r(BBB) = r + 1，即 r(BBB) #= r(AAA)，方程组Ax = bAx = bAx = b无解；

当 dr+1 = 0时，r(BBB) = r(AAA) = r，方程组Ax = bAx = bAx = b有解；

同解方程组为 (保留主未知量x1, x2, ..., xr在等号左边，而将自由未知量xr+1, ..., xn

一道等号右边) ⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = d1 → c1,r+1xr+1 → ...→ c1nxn

x2 = d2 → c2,r+1xr+1 → ...→ c2nxn

.........

xr = dr → cr,r+1xr+1 → ...→ crnxn
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3.1 用消元法求解线性方程组

由上式得Ax = bAx = bAx = b的同解为
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = d1 → c1,r+1t1 → ...→ c1ntn→r

.........

xr = dr → cr,r+1t1 → ...→ crntn→r

xr+1 = t1

.........

xn = tn→r

或写成向量形式

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1

...

xr

xr+1

xr+2

...

xn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

d1

...

dr

0

0

...

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+t1

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

→c1,r+1

...

→cr,r+1

1

0

...

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+t2

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

→c1,r+2

...

→cr,r+2

0

1

...

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+...+tn→r

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

→c1n

...

→crn

0

0

...

1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

其中 (t1, ..., tn→r 为任意常数)

另一方法是由同解方程组
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = d1 → c1,r+1xr+1 → ...→ c1nxn

x2 = d2 → c2,r+1xr+1 → ...→ c2nxn

.........

xr = dr → cr,r+1xr+1 → ...→ crnxn

求Ax = bAx = bAx = b的一个特解η∗η∗η∗，为简便，可取自由未知量全为0得η∗η∗η∗ = (d1, ...dr, 0, ..., 0)
T,

50



3.2 求具体矩阵的秩

再由Ax = bAx = bAx = b的导出组Ax = 0Ax = 0Ax = 0的同解方程组
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = →c1,r+1xr+1 → ...→ c1nxn

x2 = →c2,r+1xr+1 → ...→ c2nxn

.........

xr = →cr,r+1xr+1 → ...→ crnxn

求得Ax = 0Ax = 0Ax = 0的一个基础解系 ξ1, ξ2, ..., ξn→rξ1, ξ2, ..., ξn→rξ1, ξ2, ..., ξn→r，最后按解的结构写出Ax = bAx = bAx = b的通解

x = η∗x = η∗x = η∗ + k1ξ1ξ1ξ1 + k2ξ2ξ2ξ2 + ...+ kn→rξn→rξn→rξn→r (k1, k2, ..., kn→r为任意常数)

3.2 求具体矩阵的秩

1.矩阵的秩的概念

矩阵的每一行构成一个行向量，则该行向量组的秩称为矩阵的行秩；矩阵

的每一列构成一个列向量，该列向量组的秩称为矩阵的列秩.因为行秩等于列秩，

所以统称为矩阵的秩，矩阵AAA的秩记为 r(AAA).

2.矩阵的子式

在一个m⇒ n矩阵AAA中任取 k行 k列 (1 " k " min(m,n)),位于这些选定的

行和列交叉点上的 k2个元素按原来的次序构成的 k阶行列式称为AAA的一个 k阶

子式，AAA的 k阶子式共有 Ck
mC

k
n 个.

3.矩阵的秩的有关结论

(1)m⇒ n矩阵AAA的秩不超过 min(m,n);

(2)n⇒ n矩阵AAA的行列式为零↔⇒ r(AAA) < n;

(3)矩阵的秩为 r ↔⇒矩阵中有一个 r阶子式不为零，而所有的 r+1阶子式

全为零；

(4)初等变换不改变矩阵的秩，即如果矩阵 AAA与 BBB 等价，则 AAA与 BBB 的秩相
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3.3 具体向量组线性相关性的判定

同.

4.求具体矩阵的秩的方法

方法 1 初等变换法：根据等价矩阵有相同秩的结论，用初等行变换化矩阵

AAA为行阶梯行矩阵 GGG，则 GGG中非零行的行数即等于 AAA的秩，也可以只用初等列

变换，或初等行变换和初等列变换混用，化简矩阵AAA使得便于求秩.

方法 2 计算AAA中非零子式的最高阶数得到AAA的秩.

3.3 具体向量组线性相关性的判定

1.向量组线性相关与线性无关的定义

如果存在数域 P 中不全为零的数 k1, k2, ..., ks，使 k1ααα1+k2ααα2+ ...+ksαααs = 000，

则称向量组 ααα1,ααα2, ...,αααs线性相关；

如果只有当 k1 = k2 = ...ks = 0是上式才成立，则称向量组 ααα1,ααα2, ...,αααs 线

性无关；

线性相关与线性无关统称为向量组的线性相关性。

2.判断具体向量组线性相关性的方法

方法 1 定义法：先根据定义设出 k1ααα1 + k2ααα2 + ... + ksαααs = 000，再根据其

分量写出相应的齐次线性方程组.若该方程组有非零解 (即无穷多解)，则向量组

ααα1,ααα2, ...,αααn线性相关；若该方程组只有零解，则向量组 ααα1,ααα2, ...,αααn线性无关.

方法 2 求秩法：将向量组 ααα1,ααα2, ...,αααn 排成矩阵 AAA = (ααα1,ααα2, ...,αααn)(列向

量时)或 AAA =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ααα1

ααα2

...

αααn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(行向量时)，再求 AAA的秩.若 r(AAA) < n时，向量组线性相

关；若 r(AAA) = n时，向量组线性无关.

52



3.4 向量由向量组线性表出的判定与证明

方法 3 行列式法：对于 n个 n维向量 ααα1,ααα2, ...,αααn，可同上法将其排成 n

阶方阵AAA.若 |AAA|= 0，则向量组线性相关；若 |AAA|#= 0，则向量组线性无关.

方法 4 线性相关性的一些结论：

ααα1,ααα2, ...,αααs线性相关

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

s = 1时，ααα1 = 000

s = 2时，ααα1与ααα2的对应分量成比例

线性相关向量组减少对应位置分量后，得到的向量组仍线性相关

s > n时，必线性相关

部分向量组线性相关，则整个向量组线性相关

ααα1,ααα2, ...,αααs线性无关

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

s = 1时，ααα1 #= 000

s = 2时，ααα1与ααα2的对应分量不成比例

线性无关向量组在对应位置增加分量后，得到的向量组仍线性无关

两两正交的非零向量组线性无关

矩阵的属于不同特征值的特征向量线性无关

线性无关向量组的任一部分向量组线性无关

3.4 向量由向量组线性表出的判定与证明

1.向量线性表出的概念

(1)如果存在数域 P 中一组数 k1, k2, ..., ks，使ααα = k1ααα1+k2ααα2+ ...+ksαααs，则

称向量ααα是向量组ααα1,ααα2, ...,αααs的线性组合，或称向量ααα可由向量组ααα1,ααα2, ...,αααs

线性表出.

(2) 在数域 P 上全体 n 维向量构成的向量空间 V 中，任一个 n 维向量
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3.4 向量由向量组线性表出的判定与证明

ααα = (a1, a2, ..., an)都是向量组

εεε1 = (1, 0, ..., 0),εεε2 = (0, 1, ..., 0), ...,εεεn = (0, 0, ..., 1)

的一个线性组合，称向量 εεε1,εεε2, ...,εεεn为 n维单位坐标向量.

(3)n维零向量是任一 n维向量组的线性组合 (取系数全为 0即可).

2.向量组等价的概念

如果向量组 (I):ααα1,ααα2, ...,αααs中每个向量αααi都可由向量组 (II)：βββ1,βββ2, ...,βββt线

性表出，则称向量组 (I)可由向量组 (II)线性标出，如果两个向量组可以互相表

出，则称这两个向量组等价.

3.等价向量组的性质

(1)反身性：每个向量组都与它自身等价；

(2)对称性：如果向量组ααα1,ααα2, ...,αααs与βββ1,βββ2, ...,βββt等价，则向量组βββ1,βββ2, ...,βββt

也与 ααα1,ααα2, ...,αααs等价；

(3) 传递性：如果向量组 ααα1,ααα2, ...,αααs 与 βββ1,βββ2, ...,βββt 等价，βββ1,βββ2, ...,βββt 与

γγγ1,γγγ2, ...,γγγp等价，则向量组 ααα1,ααα2, ...,αααs与 γγγ1,γγγ2, ...,γγγp等价.

4.线性表出与线性相关的关系

(1)向量组 ααα1,ααα2, ...,αααs(s ! 2)线性相关↔⇒向量组中至少有一个向量可由

其余 s→ 1个向量线性表出；

(2) 如果向量组 ααα1,ααα2, ...,αααs 线性无关，而向量组 ααα1,ααα2, ...,αααs,βββ 线性相关，

则 βββ 可由 ααα1,ααα2, ...,αααs唯一线性表示；

(3)如果向量组 ααα1,ααα2, ...,αααs可由向量组 βββ1,βββ2, ...,βββt线性表出，且 s > t，则

ααα1,ααα2, ...,αααs必线性相关.

(4)如果向量组 ααα1,ααα2, ...,αααs 线性无关，且它可由向量组 βββ1,βββ2, ...,βββt 线性表

出，则 s " t;

(5)两个线性无关的等价的向量组，必含有相同个数的向量.
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3.5 抽象向量组线性相关性的判定与证明

5.线性表出的判定与证明方法

为判断一个向量 βββ 能否有向量组 ααα1,ααα2, ...,αααn线性表出：

第一步 根据定义令 βββ = x1ααα1 + x2ααα2 + ...+ xnαααn，由向量相等即对应分量

相等得到以 x1, x2, ..., xn为未知数的非齐次线性方程组；

第一步 判断此方程组是否有解或求解此方程组；

(a)如果方程组无解，则 βββ 不能由 ααα1,ααα2, ...,αααn线性表出

(b)如果方程组有解，则 βββ可由ααα1,ααα2, ...,αααn线性表出，且当解唯一时，其表

达式唯一，又由方程组的解得到了具体的表达式系数.

对于分量没有给出的抽象向量组ααα1,ααα2, ...,αααn,βββ，为证βββ可以由ααα1,ααα2, ...,αααn

线性表出，可证线性表示式

k1ααα1 + k2ααα2 + ...+ knαααn + kβββ = 0

中 k #= 0，也可利用唯一表示定理，即 ααα1,ααα2, ...,αααn线性相关，而 ααα1,ααα2, ...,αααn,βββ

线性相关，则 βββ 可由 ααα1,ααα2, ...,αααn 唯一表出.为证 βββ 不能由 ααα1,ααα2, ...,αααn 线性表

出，可证上式只有当 k = 0 时才成立，或证 ααα1,ααα2, ...,αααn,βββ 线性无关，或证秩

{ααα1,ααα2, ...,αααn,βββ} #=秩 {ααα1,ααα2, ...,αααn}.

3.5 抽象向量组线性相关性的判定与证明

对于抽象向量组，判断或证明其线性相关与线性无关常采用以下方法.

方法 1 定义法：先设 k1ααα1 + k2ααα2 + ... + knαααn = 0，然后对其作恒等变形，

如用某个矩阵同乘该式两边，或对该式拆项重新组合等.究竟用什么方法应当从

已知条件去寻找信息，通过一次或多次恒等变形来分析 k1, k2, ..., kn 能够不全为

零还是必须全为零，从而得知 ααα1,ααα2, ...,αααn是线性相关还是线性无关.

方法 2 求秩法：要论证 ααα1,ααα2, ...,αααn线性相关或线性无关，可将其构成矩
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3.6 求向量组的秩与极大无关组

阵 ααα，利用 r(ααα) < m或 r(ααα) = m来说明.

方法 3 利用有关结论，如“等价的向量组有相同的秩”等.

方法 4 反证法.

3.6 求向量组的秩与极大无关组

1.秩与极大无关组的概念

在向量组 ααα1,ααα2, ...,αααn 中，如果一个部分组 αααi1 ,αααi2 , ...,αααir 线性无关，并且

从向量组中任意添一个向量 (如果还有的话)，所得的部分组都线性相关，则

称 αααi1 ,αααi2 , ...,αααir 为向量组 ααα1,ααα2, ...,αααn 的一个极大线性无关组，简称极大无

关组. 向量组的极大线性无关组所含向量的个数 r 称为这个向量组的秩，记为

r(ααα1,ααα2, ...,αααn)。规定只含零向量的向量组的秩为零.

2.秩与极大线性无关组的有关结论

(1)向量组与它的任一个极大无关组等价；

(2)向量组的任意两个极大无关组等价；

(3)向量组的任意两个极大无关组所含向量的个数相同；

(4)如果向量组 (I)可由向量组 (II)线性表出，则向量组 (I)的秩不大于向量

组 (II)的秩;

(5)等价的向量组有相同的秩.

3.求秩与极大无关组的方法

方法 1 将向量组 ααα1,ααα2, ...,αααn排成矩阵AAA：

AAA = ( ααα1,ααα2, ...,αααn )(列向量组时)或AAA =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ααα1

ααα2

...

αααn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(行向量组时)
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3.7 求齐次线性方程组的基础解系

并求AAA的秩 r，则 r即是该向量组的秩；再在原矩阵AAA中找非零的 r阶子式 Dr，

则包含 Dr 的 r个列 (或行)向量即是AAA的列 (或列)向量组的一个极大无关组.

方法 2 将列 (或行)向量组 ααα1,ααα2, ...,αααn 排成矩阵 AAA,并用初等行 (或列)变

化AAA为行 (或列)阶梯形矩阵GGG(或GGGT)，则GGG(或GGGT)中非零行 (或列)的个数即等

于向量组的秩，且 αααi1 ,αααi2 , ...,αααir 是该向量组的一个极大无关组，其中 i1, i2, ..., ir

是GGG(或GGGT)中各非零行 (或列)的第 1个非零元素所在的列 (或行).

方法 3 当向量组中向量个数较少时，也可采用逐个选录法：即在向量组中

任取一个非零向量作为 αααi1 ,再取一个与 αααi1 的对应分量不成比例的向量作为 αααi2，

又取一个不能由 αααi1 和 αααi2 线性表出的向量作为 αααi3，继续进行下去便可求得向量

组的极大无关组.

对于抽象的向量组，求秩与极大无关组常利用一些有关的结论，如

(1)若向量组 I可由向量组 II线性表示，则 I的秩不超过 II的秩；

(2)等价向量组有相同的秩；

(3)秩为 r的向量组中任意 r个线性无关的向量都是该向量组的极大无关组.

3.7 求齐次线性方程组的基础解系

Ax = 0Ax = 0Ax = 0或
n∑

j=1

aijxj = 0 (i = 1, 2, ..., s)

1.齐次线性方程组解向量的性质

齐次线性方程组的两个解的和还是它的解；一个解的倍数还是它的解；解的

线性组合还是它的解，即齐次线性方程组的解向量构成的一个向量空间.

2.齐次线性方程组的基础解系

(1)如果齐次线性方程组的一组解线性无关，且任一解都能表示成这组解的

线性组合，则称这组解是齐次线性方程组的一个基础解系.
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3.7 求齐次线性方程组的基础解系

(2)在齐次线性方程组有非零解的情况下，它有基础解系，并且基础解系所

含解的个数为 n→ r，其中 n是未知量的个数，r是系数矩阵的秩.

3.求基础解系的方法

设齐次线性方程组为 Ax = 0Ax = 0Ax = 0，其中 AAA = (aij)m×n 且 r(AAA) = r < n(如果

r(AAA) = n，则方程组 Ax = 0Ax = 0Ax = 0 只有零解，没有基础解系.) 在求基础解系时，首

先将系数矩阵 AAA 用初等行变换化为行最简形矩阵 HHH . 为讨论方便，不妨设 (取

i1 = 1, i2 = 2, ..., ir = r)

AAA
初等行变换→→→→→→→→→

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 · · · 0 c1,r+1 · · · c1n

0 1 · · · 0 c2,r+1 · · · c2n

... ... ... ... ...

0 0 · · · 1 cr,r+1 · · · crn

0 0 · · · 0 0 · · · 0

... ... ... ... ...

0 0 · · · 0 0 · · · 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

则得与Ax = 0Ax = 0Ax = 0同解的方程组
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 + c1,r+1xr+1 + ...+ c1nxn = 0

x2 + c2,r+1xr+1 + ...+ c2nxn = 0

.........

xr + cr,r+1xr+1 → ...+ crnxn = 0

保留 x1, x2, ..., xr(称为主未知量)在等号左边，将 xr+1, ..., xn(称为自由未知量)移

到等号右边 (对一般的行最简形矩阵HHH，应取 xi1 , xi2 , ..., xir 为主未知量，其余为
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3.7 求齐次线性方程组的基础解系

自由未知量)，得 ⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = →c1,r+1xr+1 → ...→ c1nxn

x2 = →c2,r+1xr+1 → ...→ c2nxn

.........

xr = →cr,r+1xr+1 → ...→ crnxn

对 n→ r个自由未知量分别取下列 n→ r组数
⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xr+1

xr+2

...

xn

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

0

...

0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

1

...

0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, ...,

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

...

1

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

从而可以得到方程组的 n→ r各解向量

ξ1ξ1ξ1 =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

→c1,r+1

...

→cr,r+1

1

0

...

0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,ξ2ξ2ξ2 =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

→c1,r+2

...

→cr,r+2

0

1

...

0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, ...,ξn→rξn→rξn→r =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

→c1n

...

→crn

0

0

...

1

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

它们即为Ax = 0Ax = 0Ax = 0的一个基础解系.

注：一般情形，每次给一个自由未知量赋值为 1，其余自由未知量赋值为 0，

对同解方程组求解，这样的 n→ r个解向量就是构成Ax = 0Ax = 0Ax = 0的一个基础解系.

59



3.8 含参数线性方程组的求解

另一方法是由同解方程直接得到参数形式的通解
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = →c1,r+1t1 → c1,r+2t2 → ...→ c1ntn→r

.........

xr = →cr,r+1t1 → cr,r+2t2 → ...→ crntn→r

.........

xr+1 = t1

xr+2 = t2

.........

xn = tn→r

(t1, t2, ..., tn→r为任意常数)

再写成向量形式 (即齐次线性方程组的解的结构)

xxx = t1ξ1ξ1ξ1 + t2ξ2ξ2ξ2 + ...+ tn→rξn→rξn→rξn→r (t1, t2, ..., tn→r为任意常数)

其中 ξ1ξ1ξ1,ξ2ξ2ξ2, ...,ξn→rξn→rξn→r 为上述 n→ r个列向量即得Ax = 0Ax = 0Ax = 0的基础解系.

对于抽象给出的齐次线性方程组 Ax = 0Ax = 0Ax = 0，其中 AAA 是秩为 r 的 m ⇒ n 矩阵，

要证明某一向量组是Ax = 0Ax = 0Ax = 0的基础解系，需要证明三个结论：

(1)该组向量都是Ax = 0Ax = 0Ax = 0的解；

(2)该组向量线性无关；

(3)该组向量的个数恰为 n→ r或Ax = 0Ax = 0Ax = 0的任一解均可由该向量组线性表示.

3.8 含参数线性方程组的求解

系数矩阵和 (或)右端项含有参数的线性方程组简称为含参数方程组.因为参

数的各种不同取值直接影响方程组是否有解，有多少个解，因而解含参数的线性

方程组必须对参数取值加以讨论.求解含参数线性方程组时，常采用以下方法.
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3.9 非齐次线性方程组的求解

方法 1 对方程组的增广矩阵 BBB 用初等行变换化为阶梯形矩阵，然后根据

r(BBB) = r(AAA)是否成立讨论参数取何值时线性方程组有解 or 无解 or 有解时再求

一般解.

方法 2 当方程的个数与未知数个数相同时，先利用克拉默法则，即计算系

数行列式 |AAA|，对于使得 |AAA|#= 0的参数值，方程组有唯一解，且可用克拉默法则

求出唯一解 (当方程的阶数 n不大时)；而对于使得 |AAA|= 0的参数值，分别列出

增广矩阵BBB 用消元法求解.

注：如果方程的个数与未知数的个数相同，且系数矩阵AAA中含有参数，最好

采用方法 2求解，因为利用行列式的性质 (对行、列均可进行)，求 |AAA|可比只用

初等行变换化含参数的增广矩阵BBB 为阶梯形要容易.

3.9 非齐次线性方程组的求解

Ax = bAx = bAx = b或
n∑

j=1

aijxj = bi (i = 1, 2, ..., s)

1.非齐次方程组的导出组

将非齐次线性方程组 Ax = bAx = bAx = b 的常数项 bbb 换成 000，就得到一个齐次线性方程

组Ax = 0Ax = 0Ax = 0，称之为非齐次线性方程组的导出组.

2.非齐次方程组解向量的性质

(1)非齐次线性方程组的两个解向量的差是它的导出组的解向量；

(2)非齐次线性方程组的一个解向量与它的导出组的一个解向量之和还是非

齐次方程组的解向量；

(3)非齐次线性方程组的两个解向量之和与一个解向量的倍数一般不再是该

非齐次方程组的解向量.但若 ηηη1,ηηη2, ...,ηηηs都是非齐次方程组Ax = bAx = bAx = b的解向量，则

k1ηηη1 + k2ηηη2 + ...+ ksηηηs, (k1 + k2 + ...+ ks = 1)
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3.10 线性方程组有解的判定

仍是Ax = bAx = bAx = b的解向量.

3.非齐次线性方程组的解的结构

如果 ηηη0 是非齐次线性方程组的一个特解，ηηη1,ηηη2, ...,ηηηn→r 是其导出组的一个

基础解系，则非齐次线性方程组的一般解为

xxx = ηηη0 + k1ηηη1 + k2ηηη2 + ...+ kn→rηηηn→r (k1, k2, ..., kn→r为任意常数)

当方程组的系数矩阵 AAA与右端项 bbb的具体元素没有给出时，称 Ax = bAx = bAx = b为抽

象线性方程组.这类方程组的求解与证明需要综合运用解的性质与解的结构定理.

3.10 线性方程组有解的判定

设AAA是m⇒ n矩阵，判定线性方程组Ax = bAx = bAx = b是否有解即是检验是否 r(AAA) =

r( AAA
... bbb )，特别地，若 r(AAA) = m(或 AAA的行向量组的秩为 m,或 AAA的行向量组线

性无关)，则 Ax = bAx = bAx = b必有解 (因为 r( AAA
... bbb ) = r(AAA) = m)；而 r(AAA) = n时，并不

保证Ax = bAx = bAx = b有解，但有解时其解是唯一的.

结论：

(1).Ax = bAx = bAx = b有解↔⇒ r(AAA) = r(AAA
... bbb )

↔⇒ r(AAAT) = r

⎛

⎜⎜⎝
AAAT

bbbT

⎞

⎟⎟⎠

↔⇒ AAATxxx = 000与

⎛

⎜⎜⎝
AAAT

bbbT

⎞

⎟⎟⎠xxx = 000同解

(2).r(AAATAAA) " r(AAATAAA , AAATbbb) = r
[
AAAT(AAA , bbb )

]
" r(AAAT) = r(AAATAAA)
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3.11 求两个线性方程组的公共解

3.11 求两个线性方程组的公共解

两个线性方程组 (I)与 (II)的公共解就是同时满足两个方程组的解.求两个线

性方程组的公共解可以采用以下几种方法.

方法 1 如果两个线性方程组均用一般形式给出，将它们联立求解即可；

方法 2 如果知道两个线性方程组的通解，令其相等求得通解中参数所满足

的关系而得到公共解；

方法 3 如果知道线性方程组 (I)的一般形式，又知道线性方程组 (II)的通

解，则将 (II)的通解代入 (I)中，确定通解中参数所满足的关系而求得公共解.

一个结论：

空间三个平面 (aix+ biy + ciz + di = 0 (i = 1, 2, 3))的位置与三元一次方程

组

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a1x+ b1y + c1z + d1 = 0

a2x+ b2y + c2z + d2 = 0

a3x+ b3y + c3z + d3 = 0

的解有如下关系：

交于一点 方程组有唯一解 (系数矩阵秩为 3，增广矩阵秩为 3)

交于一条直线 方程组有无穷多解 (系数矩阵秩为 2，增广矩阵秩为 2)

三平面重合 方程组有无穷多解 (系数矩阵秩为 1，增广矩阵秩为 1)

平行但不重合 方程组无解 (系数矩阵秩为 1，增广矩阵秩为 2)

其他 方程组无解 (系数矩阵秩为 2，增广矩阵秩为 3)

3.12 结式与两个一元多项式的公因式

1.结式的概念
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3.13 二元高次方程组的求解

设有数域 P 上的两个多项式

f(x) = a0x
n + a1x

n→1 + ...+ an, g(x) = b0x
m + b1x

m→1 + ...+ bm

用它们的系数构造的m+ n阶行列式
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 · · · · · · an

a0 a1 · · · · · · an

. . . . . . . . .

a0 a1 · · · · · · an

b0 b1 · · · · · · bm

b0 b1 · · · · · · bm

. . . . . . . . .

b0 b1 · · · · · · bm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(其中ai有m行bi有n行)

称为多项式 f(x)与 g(x)的结式，记为 R(f, g).

2.两个一元多项式有公因式的充分必要条件

(1)设 f(x), g(x)是数域 P 上的两个多项式，则 R(f, g) = 0 ↔⇒ f(x)与 g(x)

有非常数公因式或它们的第一个系数 a0 = b0 = 0.

(2)对复数域上两个多项式 f(x)和 g(x),R(f, g) ↔⇒ f(x)与 g(x)在复数域中

有公共根或它们的第一个系数全为零.

3.13 二元高次方程组的求解

设 f(x, y)和 g(x, y)是两个复系数二元多项式，按 x的降幂写出这两个多项

式

f(x, y) = a0(y)x
n + a1(y)x

n→1 + ...+ an(y)

g(x, y) = b0(y)x
m + b1(y)x

m→1 + ...+ bm(y)
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3.13 二元高次方程组的求解

其中 ai(y), bj(y) (i = 0, 1, ..., n; j = 0, 1, ...,m)都是 y的多项式，令

Rx(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0(y) a1(y) · · · · · · an(y)

a0(y) a1(y) · · · · · · an(y)

. . . . . . . . .

a0(y) a1(y) · · · · · · an(y)

b0(y) b1(y) · · · · · · bm(y)

b0(y) b1(y) · · · · · · bm(y)

. . . . . . . . .

b0(y) b1(y) · · · · · · bm(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

如果 (x0, y0)是方程组

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

f(x, y) = 0

g(x, y) = 0

的解，则 y0是 Rx(f, g)的一个根；

反之，如果 y0是 Rx(f, g)的一个根，则 a0(y0) = b0(y0) = 0或者存在复数 x0

使 (x0, y0)是方程组

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

f(x, y) = 0

g(x, y) = 0

的一个解.

这样，求两个未知量的两个方程 f(x, y) = 0和 g(x, y) = 0的公共解可以归

结为求一个未知量的一个方程 Rx(f, g) = 0的根.

注：也可将二元多项式 f(x, y)与 g(x, y)按 y 的降幂排列得到结式 Ry(f, g)，

此时求两个未知量两个方程 f(x, y) = 0与 g(x, y) = 0的公共解归结为求一个未

知量的一个方程 Ry(f, g) = 0的根.
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第四章 矩阵理论

本章主要介绍矩阵的运算、乘积、行列式、伴随与逆，以及矩阵的秩、矩阵

相抵标准形的应用与矩阵的分块。

4.1 矩阵乘法与可交换矩阵

1.矩阵乘法的概念

设AAA = (aij)m×s,BBB = (bij)s×n，AAA与BBB 的乘积ABABAB = (cij)m×n，其中

cij =
s∑

k=1

aikbkj = ai1b1j + ai2b2j + ...+ aisbsj (i = 1, ...,m; j = 1, ..., n)

注：两个矩阵只有当第一个矩阵的列数等于第二个矩阵的行数时才能相乘.

2.矩阵乘法满足的运算和性质

(1)结合律 (ABABAB)CCC = AAA (BCBCBC);

(2)分配律 A(B + C) = AB + AC, (A+B)C = AC +BCA(B + C) = AB + AC, (A+B)C = AC +BCA(B + C) = AB + AC, (A+B)C = AC +BC;

(3)与数乘法的结合律 (kAAA)BBB = AAA(kBBB) = k(ABABAB);

(4)当AAA,BBB 均为 n阶方阵时，有 |ABABAB|= |AAA||BBB|;

(5)(ABABAB)T = BBBTAAAT;

(6)r(ABABAB) " min(r(AAA), r(BBB)).

3.矩阵乘法中可能不成立的结论

(1)AB #=AB #=AB #=BABABA;

(2)AB = 0 "AB = 0 "AB = 0 "A = 0A = 0A = 0或B = 0B = 0B = 0 (除非AAA可逆时，B = 0B = 0B = 0或BBB可逆时，A = 0A = 0A = 0)时，

结论成立;



4.2 求抽象矩阵的行列式

(3)

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

AB = ACAB = ACAB = AC且A #= 0 "A #= 0 "A #= 0 "B #= CB #= CB #= C

BA = CABA = CABA = CA且A #= 0 "A #= 0 "A #= 0 "B #= CB #= CB #= C

(除非AAA可逆时，结论成立)；

(4)|A+BA+BA+B|#=#=#=|AAA|+|BBB|;

4.可交换矩阵

对于某些特殊的矩阵可能有 AB = BAAB = BAAB = BA,此时称 AAA,BBB 是可交换的，显然两个

矩阵可交换的必要条件是它们为同阶方阵.

4.2 求抽象矩阵的行列式

所谓抽象矩阵的行列式是指不知矩阵的基本元素，而求其行列式的值，这时

不能利用通常求行列式的方法进行计算，而是要综合运用行列式的性质及矩阵或

向量的运算性质进行计算，要熟悉行列式及矩阵的如下性质 (设AAA,BBB均为 n阶方

阵)：

|ABABAB|= |AAA|·|BBB|

|kAAA|= kn|AAA| (特别地 |→AAA|= (→1)n|AAA|, ||AAA|⇒EEEn = |AAA|n)

|AAAT|= |AAA|, |AAA→1|= 1

|AAA|

当AAA为m阶方阵，BBB 为 n阶方阵时，有
∣∣∣∣∣∣∣∣

AAA OOO

CCC BBB

∣∣∣∣∣∣∣∣
= |AAA|·|BBB|,

∣∣∣∣∣∣∣∣

AAA CCC

OOO BBB

∣∣∣∣∣∣∣∣
= |AAA|·|BBB|

∣∣∣∣∣∣∣∣

OOO AAA

BBB CCC

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (→1)mn|AAA|·|BBB|,

∣∣∣∣∣∣∣∣

CCC AAA

BBB OOO

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (→1)mn|AAA|·|BBB|

如果求得 n阶方阵 AAA的 n个特征值 λ1,λ2, ...,λn，则由 |AAA|= λ1λ2...λn 可以

求得矩阵AAA的行列式.

利用相似矩阵也可以求行列式. 设 AAA 与 BBB 相似，即存在可逆矩阵 PPP 使
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4.3 求方阵的幂

得 P→1AP = BP→1AP = BP→1AP = B，又设 f(AAA) 是矩阵 AAA 的多项式，则 f(BBB) = P→1P→1P→1f(AAA)PPP，于是

|f(BBB)|= |P→1P→1P→1f(AAA)PPP |= |f(AAA)|特别地，若

AAA = diag(λ1,λ2, ...,λn),则f(AAA) = f(λ1)f(λ2)...f(λn)

于是

|f(BBB)|= |f(AAA)|= f(λ1)f(λ2)...f(λn)

4.3 求方阵的幂

1.方阵的幂的概念

设AAA是一个 n阶方阵，m是正整数，则AAAm = A A · · · AA A · · · AA A · · · A︸ ︷︷ ︸
m个

称为AAA的m次幂.

2.方阵的幂的运算律

AAAkAAAl = AAAk+l, (AAAk)l = AAAkl, (λAAA)k = λkAAAk, |AAAk|= |AAA|k, (AAAk)T = (AAAT)k

3.矩阵方幂运算中可能不成立的结论：

(1)AAA2 = A "A "A "AAA = OOO或AAA = EEE

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

当AAA可逆时，才有AAA = EEE

当AAA→EEE可逆时，才有AAA = OOO

(2)AAA2 = E "E "E "AAA = ±EEE

(3)AAA2 = O "O "O "AAA = OOO AAA为实对称矩阵

(4)(AAA+BBB)2 #= AAA2 + 2ABABAB +BBB2 ABABAB = BABABA

(5)(AAA+BBB)(AAA→BBB) #= AAA2 →BBB2 ABABAB = BABABA

(6)(ABABAB)k #= AAAkBBBk ABABAB = BABABA

(7)(AAA+BBB)k #= AAAk + C1
kAAA

k→1BBB + ...+ Ck→1
k AAABBBk→1 +BBBk ABABAB = BABABA

4.求方幂的方法

求 n阶方阵AAA的 k次幂常采用如下一些方法.
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4.4 具体矩阵的可逆性判别及求逆矩阵

方法 1 数学归纳法：计算AAA2,AAA3等，从中发现AAAk 的元素的规律，再用

数学归纳法证明.

方法 2 利用二项展开公式：将矩阵 AAA分解成 AAA = FFF +GGG，要求矩阵 FFF

与GGG的方幂容易计算，且 FGFGFG = GFGFGF (即 FFF 与GGG可交换，否则二项展开公式不成

立)，则有

AAAk = (FFF +GGG)k = FFF k + C1
kFFF

k→1GGG+ ...+ Ck→1
k FFFGGGk→1 +GGGk

方法 3 利用矩阵乘法结合律：若矩阵 AAA可分解为 AAA = αβαβαβT，其中 α, β

均是 n⇒ 1矩阵 (即列向量)，利用矩阵乘法结合律，并注意 βββTααα是数，则有

AAAk = (αβαβαβT)k = ααα(βββTααα)k→1βββT = (βββTααα)k→1AAA

注：当AAA可分解为AAA = αβαβαβT时，可知 r(AAA) " 1.

方法 4 分块对角矩阵求方幂：对于分块对角矩阵

AAA =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

AAA1

AAA2

. . .

AAAs

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

，有AAAk =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

AAAk
1

AAAk
2

. . .

AAAk
s

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

其中AAAi(i = 1, 2, ..., n)均为方阵.

方法 5 利用相似对角化：若求得 n阶可逆矩阵 PPP，使得

P→1APP→1APP→1AP = diag(λ1,λ2, ...,λn),则AAAk = PPPdiag(λk
1,λ

k
2, ...,λ

k
n)P

→1P→1P→1

注：研究矩阵的特征值与特征向量的原始动因之一就是希望把一个一般矩阵

问题转化为对角矩阵或简便矩阵来进行分析.特别是对角矩阵的运算同数的运算

非常类似.
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4.4 具体矩阵的可逆性判别及求逆矩阵

4.4 具体矩阵的可逆性判别及求逆矩阵

1.逆矩阵的概念

设 AAA 是数域 P 上的一个 n 阶方阵，如果存在 P 上的 n 阶方阵 BBB，使得

AB = BA = EAB = BA = EAB = BA = E，则称AAA是可逆的，又称BBB为AAA的逆矩阵.当矩阵AAA可逆时，逆

矩阵由AAA唯一确定，记为AAA→1.

2.逆矩阵的性质

设AAA,BBB 是 n阶可逆矩阵，则

(1)(AAA→1)→1 = AAA;

(2)若 k #= 0，则 kAAA可逆，且 (kAAA)→1 =
1

k
AAA→1;

(3)ABABAB 可逆，且 (ABABAB)→1 = BBB→1AAA→1;

(4)AAAT可逆，且 (AAAT)→1 = (A→1A→1A→1)T;

(5)AAAk 可逆，且 (AAAk)→1 = (AAA→1)k;

(6)|AAA→1|= |AAA|→1;

(7) 如果 AAA 是 m ⇒ n 矩阵，PPP 是 m 阶可逆矩阵，QQQ 是 n 阶可逆矩阵，则

r(AAA) = r(PAPAPA) = r(AQAQAQ) = r(PAQPAQPAQ);

3.矩阵可逆的条件

(1)n阶方阵AAA可逆↔⇒ |AAA|#= 0,(也即 r(AAA) = n);

(2)n阶方阵 AAA可逆↔⇒ AAA可以通过初等变换 (特别是只通过初等行 (列)变

换)化为 n阶单位矩阵;

(3)n阶方阵AAA可逆↔⇒ AAA可以写成一些初等矩阵的乘积;

(4)对于 n阶方阵 AAA，若存在 n阶方阵 BBB 使得 AB = EAB = EAB = E(或 BA = EBA = EBA = E)，则 AAA

可逆，且AAA→1= B= B= B;

(5)n阶方阵AAA可逆↔⇒ AAA的 n个特征值不为零.
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4.4 具体矩阵的可逆性判别及求逆矩阵

4.求逆矩阵的方法

求元素为具体数字的矩阵的逆矩阵时，常采用如下一些方法.

方法 1 伴随矩阵法：AAA→1 =
1

|AAA|A
AA∗

特别注意：

(1)对于阶数较低 (一般不超过 3阶)或元素的代数余子式易于计算的矩阵可

用此法求其逆矩阵. 注意 AAA∗ = (Aji)n×n 元素的位置及符号. 特别对于 2 阶方阵

AAA =

⎛

⎜⎜⎝
a11 a12

a21 a22

⎞

⎟⎟⎠ ,其伴随矩阵AAA∗ =

⎛

⎜⎜⎝
a22 →a12

→a21 a11

⎞

⎟⎟⎠ ,即伴随矩阵具有“主对角元

互换，次对角元变号”的规律 .

(2)对分块矩阵

⎛

⎜⎜⎝
AAA BBB

CCC DDD

⎞

⎟⎟⎠不能按上述规律求伴随矩阵.

方法 2 初等变换法：(AAA
... EEE)

初等行变换→→→→→→→→→→ (EEE
... AAA→1)

特别注意:

(1)对于阶数较高 (n ! 3)的矩阵，采用初等行变换法求逆矩阵一般比用伴随

矩阵法简便，在用上述方法求逆矩阵时，之允许施行初等变换 .

(2)也可以利用

⎛

⎜⎜⎝
AAA

EEE

⎞

⎟⎟⎠
初等列变换→→→→→→→→→→

⎛

⎜⎜⎝
EEE

AAA→1

⎞

⎟⎟⎠求的AAA的逆矩阵 .

(3)当矩阵AAA可逆时，可利用

(AAA
... BBB)

初等行变换→→→→→→→→→→ (EEE
... AAA→1BBB),

⎛

⎜⎜⎝
AAA

CCC

⎞

⎟⎟⎠
初等列变换→→→→→→→→→→

⎛

⎜⎜⎝
EEE

CACACA→1

⎞

⎟⎟⎠

求得 AAA→1BBB 和 CACACA→1. 这一方法的优点是不需求出 AAA 的逆矩阵和进行矩阵乘法，

仅通过初等变换即求出了AAA→1BBB 或CACACA→1.

方法 3 分块对角矩阵求逆：对于分块对角 (或反对角) 矩阵求逆可套用
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4.5 求抽象矩阵的逆矩阵

公式
⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

AAA1

AAA2

. . .

AAAs

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

→1

=

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

AAA→11

AAA→12

. . .

AAA→1s

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

AAA1

AAA2

. .
.

AAAs

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

→1

=

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

AAA→1s

AAA→1s→1

. .
.

AAA→11

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

其中AAAi (i = 1, 2, ..., s)均为可逆矩阵.

4.5 求抽象矩阵的逆矩阵

对于元素未具体给出的所谓抽象矩阵AAA，判断其可逆及求逆矩阵常利用如下

结论.

结论 设AAA为 n阶方阵，若存在 n阶方阵BBB，使得AB = EAB = EAB = E(或BA = EBA = EBA = E)，

则AAA可逆，且A→1 = BA→1 = BA→1 = B.

注：对于需要证明 AAA可逆又要求出 A→1A→1A→1 的题目，利用上述结论将两个问题

一起解决，即不必先证明 |AAA|#= 0来说明AAA可逆.

4.6 涉及伴随矩阵的计算与证明

针对 2阶方阵AAA =

⎛

⎜⎜⎝
a11 a12

a21 a22

⎞

⎟⎟⎠，可求得AAA∗ =

⎛

⎜⎜⎝
a22 →a12

→a21 a11

⎞

⎟⎟⎠，即 2阶方阵

的伴随矩阵具有“主对角元互换，副对角变号”的规律.

针对 n ! 3的情形，直接用定义求伴随矩阵AAA∗ = (AAAji)n×n是比较麻烦的.因

此一般涉及到伴随矩阵的计算或证明都是从公式 AA∗AA∗AA∗ = A∗AA∗AA∗A = |AAA|EEE 及伴随矩

阵的有关结论着手分析.
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4.7 求抽象矩阵的秩

4.7 求抽象矩阵的秩

对于抽象矩阵求秩，则需利用矩阵的秩的有关结果，如：

(1).若AAA #= OOO，则 r(AAA) ! 1；

(2).r(AAAm×n) " min {m,n}；

(3).r(AAA) = r(AAAT)；

(4).r(ABABAB) " min {r(AAA), r(BBB)}；

(5).AAA可逆时，r(ABABAB) = r(BBB)；

(6).BBB 可逆时，r(ABABAB) = r(AAA)；

(7).AAA,BBB 为 n阶方阵且AB = OAB = OAB = O时，r(AAA) + r(BBB) " n；

(8).AAA为 n阶方阵，则 r(A∗A∗A∗) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

n, r(AAA) = n

1, r(AAA) = n→ 1

0, r(AAA) < n→ 1

.

4.8 初等变换与初等矩阵

1.初等变换

下列 3种矩阵变换分别称为矩阵的第一、第二、第三类初等行（列）变换：

(1)对调矩阵中某两行 (列)的位置；

(2)用以非零常数乘以矩阵的某一行 (列)；

(3)将矩阵的某一行 (列)乘以常数 k后加到另一行 (列)上去；

2.初等变换的引申结论

(1).(等价标准形)任一 s ⇒ n矩阵 AAA = (aij)总可经过有限次初等变换化为以
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4.8 初等变换与初等矩阵

下形式的 s⇒ n矩阵： ⎛

⎜⎜⎝
EEEr OOO

OOO OOO

⎞

⎟⎟⎠，其中AAA的秩为r.

即，AAA为一个秩为 r的 s⇒ n矩阵，则存在 s级可逆矩阵PPP 与 n级可逆矩阵QQQ使

得

AAA = PPP

⎛

⎜⎜⎝
EEEr OOO

OOO OOO

⎞

⎟⎟⎠QQQ

推论 1： s⇒ n的矩阵

⎛

⎜⎜⎝
EEEr OOO

OOO OOO

⎞

⎟⎟⎠有两种分解：

⎛

⎜⎜⎝
EEEr OOO

OOO OOO

⎞

⎟⎟⎠ =

⎛

⎜⎜⎝
EEEr

OOO

⎞

⎟⎟⎠

(
EEEr OOO

)
.

⎛

⎜⎜⎝
EEEr OOO

OOO OOO

⎞

⎟⎟⎠ =

⎛

⎜⎜⎝
EEEr OOO

OOO OOO

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
EEEr OOO

OOO OOO

⎞

⎟⎟⎠ .

推论 2：任一非零矩阵都可以分解成一个列满秩矩阵与一个行满秩矩阵的乘

积.

证明：设矩阵AAA是 s⇒ n矩阵，且 r(AAA) = r > 0，则存在 s级可逆矩阵 PPP 与

n级可逆矩阵QQQ使得

AAA = PPP

⎛

⎜⎜⎝
EEEr OOO

OOO OOO

⎞

⎟⎟⎠QQQ = PPP

⎛

⎜⎜⎝
EEEr

OOO

⎞

⎟⎟⎠

(
EEEr OOO

)
QQQ.

现在记 PPP 1 = PPP

⎛

⎜⎜⎝
EEEr

OOO

⎞

⎟⎟⎠ ,QQQ1 =

(
EEEr OOO

)
QQQ，则AAA = PPP 1QQQ1，且 PPP 1是 s⇒ r的列满

秩矩阵，QQQ1是 r ⇒ n的行满秩矩阵. (2)矩阵的等价

如果矩阵AAA经过若干次初等变换后变成矩阵BBB，则称矩阵AAA和BBB 等价.

(1).等价的矩阵必同阶 (行列数分别相等)且具有相同的秩.
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4.8 初等变换与初等矩阵

(2)一个奇异矩阵经过初等变换后仍是奇异矩阵；一个可逆矩阵经过初等变

换后仍是可逆矩阵.

(3)矩阵AAA与矩阵BBB 等价的充要条件为：

(a).存在初等矩阵 P1, ..., Pl, Q1, ..., OtP1, ..., Pl, Q1, ..., OtP1, ..., Pl, Q1, ..., Ot，使A = P1 · · ·PlBQ1 · · ·QtA = P1 · · ·PlBQ1 · · ·QtA = P1 · · ·PlBQ1 · · ·Qt;

(b).矩阵AAA与矩阵BBB 为同形矩阵，且 r(AAA) = r(BBB);

(c).存在可逆矩阵 P,QP,QP,Q，有AAA = PBQPBQPBQ;

3.初等矩阵

由单位矩阵EEE 经过一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵，共 3类.

(1).PPP (i, j)→→交换EEE的第 i行与第 j行（或第 i列与第 j列）得到的初等矩

阵.

(2).PPP (i(k))→→用数域 P 中的非零数 k乘EEE的第 i行（或第 i列）得到的初

等矩阵.

(3).PPP (i, j(k))→→把EEE 的第 j 行的 k倍加到第 i行（或第 i列的 k倍加到第

j 列）得到的初等矩阵.

4.初等矩阵的性质

性质 1 初等矩阵都是可逆的，且它们的逆矩阵仍是同类的初等矩阵，即

|PPP (i, j)|= →1, |PPP (i(k))|= k #= 0, |PPP (i, j(k))|= 1.

PPP→1(i, j) = PPP (i, j), PPP→1(i(k)) = PPP (i(k→1)), PPP→1(i, j(k)) = PPP (i, j(→k)).

性质 2 对一个 m⇒ n矩阵 AAA作一初等行变化就相当于在 AAA的左边乘上相

应的 m ⇒ m 初等矩阵，对 AAA 作一初等列变换就相当于在 AAA 的右边乘上相应的

n⇒ n初等矩阵，即

AAA
ri←→rj→→→→→ PPP (i, j)AAA, AAA

ci←→cj→→→→→ AAAPPP (i, j);

AAA
ri×k→→→ PPP (i(k))AAA, AAA

ci×k→→→ AAAPPP (i(k));

75



4.9 求解矩阵方程

AAA
ri+krj→→→→ PPP (i, j(k))AAA, AAA

cj+kci→→→→ AAAPPP (i, j(k));

注：用 PPP (i, k(k))左乘 AAA或又乘 AAA相应与 AAA所作的初等行变换和初等列变换时

有差别的.

4.9 求解矩阵方程

矩阵方程式含有未知矩阵的等式，求解矩阵方程时，往往先做恒等变形，再代

入已知条件求解。不要一开始就代入已知数据，那样会使运算复杂化，费时易错.

化简时要正确把握矩阵的有关重要公式和性质，将所给的关系式变为AXB = CAXB = CAXB = C，

从而当AAA,BBB 可逆时，解为X = A→1CB→1X = A→1CB→1X = A→1CB→1.

4.10 分块初等矩阵及应用

1.分块初等矩阵

将m+ n阶单位矩阵分块为
⎛

⎜⎜⎝
EEEm OOO

OOO EEEn

⎞

⎟⎟⎠

对它进行两行（列）互换得
⎛

⎜⎜⎝
OOO EEEn

EEEm OOO

⎞

⎟⎟⎠

或某一行（列）乘可逆矩阵 PPP 得
⎛

⎜⎜⎝
PPP OOO

OOO EEEn

⎞

⎟⎟⎠ ,

⎛

⎜⎜⎝
EEEm OOO

OOO PPP

⎞

⎟⎟⎠
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4.10 分块初等矩阵及应用

或一行（列）加上另一行（列）的 PPP（矩阵）倍数得
⎛

⎜⎜⎝
EEEm PPP

OOO EEEn

⎞

⎟⎟⎠ ,

⎛

⎜⎜⎝
EEEm OOO

PPP EEEn

⎞

⎟⎟⎠

称这些矩阵为分块矩阵.

2.分块初等矩阵的性质

(1)分块初等矩阵均是可逆矩阵，即
⎛

⎜⎜⎝
OOO EEEn

EEEm OOO

⎞

⎟⎟⎠

→1

=

⎛

⎜⎜⎝
OOO EEEm

EEEn OOO

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
PPP OOO

OOO EEEn

⎞

⎟⎟⎠

→1

=

⎛

⎜⎜⎝
PPP→1 OOO

OOO EEEn

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
EEEm OOO

OOO PPP

⎞

⎟⎟⎠

→1

=

⎛

⎜⎜⎝
EEEm OOO

OOO PPP→1

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
EEEm PPP

OOO EEEn

⎞

⎟⎟⎠

→1

=

⎛

⎜⎜⎝
EEEm →PPP

OOO EEEn

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
EEEm OOO

PPP EEEn

⎞

⎟⎟⎠

→1

=

⎛

⎜⎜⎝
EEEm OOO

→PPP EEEn

⎞

⎟⎟⎠

(2)用分块初等矩阵左（右）乘以

⎛

⎜⎜⎝
AAA BBB

CCC DDD

⎞

⎟⎟⎠（要可乘、可加）相当于对其作相应

的分块初等（列）变换（只列出左乘的结果）:
⎛

⎜⎜⎝
OOO EEEn

EEEm OOO

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
AAA BBB

CCC DDD

⎞

⎟⎟⎠ =

⎛

⎜⎜⎝
CCC DDD

AAA BBB

⎞

⎟⎟⎠
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4.10 分块初等矩阵及应用
⎛

⎜⎜⎝
PPP OOO

OOO EEEn

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
AAA BBB

CCC DDD

⎞

⎟⎟⎠ =

⎛

⎜⎜⎝
PAPAPA PBPBPB

CCC DDD

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
EEEm OOO

OOO PPP

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
AAA BBB

CCC DDD

⎞

⎟⎟⎠ =

⎛

⎜⎜⎝
AAA BBB

PCPCPC PDPDPD

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
EEEm PPP

OOO EEEn

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
AAA BBB

CCC DDD

⎞

⎟⎟⎠ =

⎛

⎜⎜⎝
A+ PCA+ PCA+ PC B + PDB + PDB + PD

CCC DDD

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
EEEm OOO

PPP EEEn

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
AAA BBB

CCC DDD

⎞

⎟⎟⎠ =

⎛

⎜⎜⎝
AAA BBB

C + PAC + PAC + PA D + PBD + PBD + PB

⎞

⎟⎟⎠

利用分块初等矩阵的上述结果，可以处理分块矩阵的有关命题.

3.矩阵的打洞原理

(1)当AAA可逆时，可通过行、列变进行如下操作：
⎛

⎜⎜⎝
AAA BBB

CCC DDD

⎞

⎟⎟⎠ →→

⎛

⎜⎜⎝
AAA OOO

OOO D → CA→1BD → CA→1BD → CA→1B

⎞

⎟⎟⎠

写成矩阵等式为
⎛

⎜⎜⎝
EEE OOO

→CA→1→CA→1→CA→1 EEE

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
AAA BBB

CCC DDD

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
EEE →A→1BA→1BA→1B→A→1BA→1BA→1B→A→1BA→1BA→1B

OOO EEE

⎞

⎟⎟⎠ =

⎛

⎜⎜⎝
AAA OOO

OOO D → CA→1BD → CA→1BD → CA→1B

⎞

⎟⎟⎠

(2)当DDD可逆时，可通过行、列变进行如下操作：
⎛

⎜⎜⎝
AAA BBB

CCC DDD

⎞

⎟⎟⎠ →→

⎛

⎜⎜⎝
A→ BD→1CA→ BD→1CA→ BD→1C OOO

OOO DDD

⎞

⎟⎟⎠

写成矩阵等式为
⎛

⎜⎜⎝
EEE OOO

OOO →BD→1→BD→1→BD→1

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
AAA BBB

CCC DDD

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
EEE OOO

OOO →D→1C→D→1C→D→1C

⎞

⎟⎟⎠ =

⎛

⎜⎜⎝
A→ BD→1CA→ BD→1CA→ BD→1C OOO

OOO DDD

⎞

⎟⎟⎠

特别地，
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4.11 矩阵秩的证明

(a).对于对称矩阵

⎛

⎜⎜⎝
AAA BBB

BTBTBT DDD

⎞

⎟⎟⎠，其中 AAA,DDD 也是对称方阵，则 AAA可逆时，可

以通过合同变换有：
⎛

⎜⎜⎝
AAA BBB

BBBT DDD

⎞

⎟⎟⎠ →→

⎛

⎜⎜⎝
AAA OOO

OOO D →BBBTA→1BD →BBBTA→1BD →BBBTA→1B

⎞

⎟⎟⎠

写成矩阵等式为
⎛

⎜⎜⎝
EEE →A→1B→A→1B→A→1B

OOO EEE

⎞

⎟⎟⎠

T⎛

⎜⎜⎝
AAA BBB

BBBT DDD

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
EEE →A→1B→A→1B→A→1B

OOO EEE

⎞

⎟⎟⎠ =

⎛

⎜⎜⎝
AAA OOO

OOO D →BBBTA→1BD →BBBTA→1BD →BBBTA→1B

⎞

⎟⎟⎠

(b).对矩阵AAA =

⎛

⎜⎜⎝
AAA1 α

βT ann

⎞

⎟⎟⎠，假设AAA1可逆，则有：

⎛

⎜⎜⎝
AAA1 α

βT ann

⎞

⎟⎟⎠ →→

⎛

⎜⎜⎝
AAA1 α

OOO ann → βTAAA→11 α

⎞

⎟⎟⎠

写成矩阵等式为
⎛

⎜⎜⎝
EEEn→1 0

→βTAAA→11 1

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝
AAA1 α

βT ann

⎞

⎟⎟⎠ =

⎛

⎜⎜⎝
AAA1 α

OOO ann → βTAAA→11 α

⎞

⎟⎟⎠

以上分块乘法与初等变换结合是矩阵运算中重要的方法，该方法常与数学归纳法

证明相关上、下三角矩阵问题的题目.

4.11 矩阵秩的证明

直接利用矩阵秩的定义（即非零子式的最高阶数）来证明有关矩阵秩的等式

或不等式，有时是不方便的，由于矩阵的秩与其行（或列）向量组的秩相等，利

用这一关系可将求矩阵秩的问题转化为求向量组秩的问题，从而可利用等价向量

组或线性表出向量组秩的等式或不等式的有关结论，这是证明矩阵秩的常用方法

之一.

79



4.12 有关矩阵的其他知识点的补充

利用齐次线性方程组Ax = 0Ax = 0Ax = 0的系数矩阵的秩 r(AAA)，解向量的维数 n及基础

解系所含向量的个数 n → r(AAA) 之间的这一关系，也可推出矩阵秩的等式或不等

式.

特别地，若Ax = 0Ax = 0Ax = 0与Bx = 0Bx = 0Bx = 0同解，则n = r(AAA) = n→r(BBB)从而 r(AAA) = r(BBB).

可利用这一点证明两个矩阵的秩相等.

4.12 有关矩阵的其他知识点的补充

(1).Cauchy-Binet公式

Cauchy-Binet公式可以看成是矩阵乘法的行列式定理的推广，它是矩阵理论

中的一个重要定理，有许多重要的应用.

(a).定理 (Cauchy-Binet公式)

设 AAA = (aij)是 m ⇒ n矩阵，BBB = (bij)是 n ⇒m矩阵.AAA

⎛

⎜⎜⎝
i1 · · · is

j1 · · · js

⎞

⎟⎟⎠表示

AAA的一个 s阶子式，它由 AAA的第 i1, · · · , is 行与第 j1, · · · , js 列交点上的元素按原

次序排列组成的行列式.同理定义BBB 的 s阶子式.

1o.若m > n，则有 |ABABAB|= 0；

2o.若m " n，则有

|ABABAB|=
∑

1"j1<j2<···<jm"n

AAA

⎛

⎜⎜⎝
1 2 · · · m

j1 j2 · · · jm

⎞

⎟⎟⎠BBB

⎛

⎜⎜⎝
j1 j2 · · · jm

1 2 · · · m

⎞

⎟⎟⎠

(b).推论

设 AAA = (aij) 是 m ⇒ n 矩阵，BBB = (bij) 是 n ⇒ m 矩阵，r 是一个正整数且

r " m.

1o.若 r > n，则ABABAB 的任意一个 r阶子式等于零；
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4.12 有关矩阵的其他知识点的补充

2o.若 r " n，则ABABAB 的 r阶子式

ABABAB

⎛

⎜⎜⎝
i1 i2 · · · ir

j1 j2 · · · jr

⎞

⎟⎟⎠ =
∑

1"k1<k2<···<kr"n

AAA

⎛

⎜⎜⎝
i1 i2 · · · ir

k1 k2 · · · kr

⎞

⎟⎟⎠BBB

⎛

⎜⎜⎝
k1 k2 · · · kr

j1 j2 · · · jr

⎞

⎟⎟⎠ .

(2).摄动法及其应用

摄动法是矩阵理论中的常用方法，它是利用连续函数的性质将一般矩阵问题

的讨论转化为对可逆矩阵的讨论.下面我们将对摄动法的原理及其在伴随阵性质

的证明和行列式求值中的应用作简单的介绍.

引例 1：设 AAA 是一个 n 阶方阵，求证：存在一个正数 a，使得对任意的

0 < t < a，矩阵 tEEEn +AAA都是可逆矩阵.

证明：通过简单的行列式计算，可得

|tEEEn +AAA|= tn + a1t
n→1 + · · ·+ an→1t+ an,

这是一个关于未知数 t的 n次多项式.由多项式理论可知，上述多项式至多只有

n个不同的根.

若上述多项式的根都是零，则不妨取 a = 1；

若上述多项式有非零根，则令 a为 |tEEEn +AAA|所有非零根的模长的最小值.

因此对任意的 0 < t0 < a, t0不是 |tEEEn+AAA|的根，即 |t0EEEn+AAA|#= 0，从而 t0EEEn+AAA

是可逆矩阵.

摄动法的原理 设AAA是 n阶矩阵，则由引例可知，存在一列有理数 tk →→ 0，

使得 tkEEEn + AAA 都是可逆矩阵. 如果一个矩阵问题对可逆矩阵成立，特别地对

tkEEEn +AAA成立，并且该问题关于 tk连续，则可让 tk →→ 0，最后得到该问题对一

般的方阵AAA也成立.

注意：摄动法处理的矩阵问题一定要关于 tk 连续.这一点十分重要，否则将

不能用摄动法来归结处理.

运用摄动法的步骤：
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4.12 有关矩阵的其他知识点的补充

(a).处理可逆矩阵的情形；

(b).利用摄动以及取极限得到一般情形的证明

下面我们利用一个引例给出伴随矩阵的有关性质的摄动法证明.

引例 2：若AAA,BBB 均为可逆矩阵，则AAA∗ = |AAA|AAA→1,BBB∗ = |BBB|BBB→1，从而

(ABABAB)∗ = |ABABAB|(ABABAB)→1 = |AAA||BBB|(BBB→1AAA→1) = (|BBB|BBB→1)(|AAA|AAA→1) = BBB∗AAA∗.

对于一般的方阵AAA,BBB，可取到一列有理数 tk →→ 0，使得 tkEEEn+AAA与 tkEEEn+BBB

均为可逆矩阵，有可逆矩阵情形得证明可得

((tkEEEn +AAA)(tkEEEn +BBB))∗ = (tkEEEn +BBB)∗(tkEEEn +AAA)∗.

注意到上式两边均为 n阶方阵，其元素都是 tk 的多项式，从而关于 tk 连续.

上式两边同时取极限，令 tk →→ 0，即有 (ABABAB)∗ = BBB∗AAA∗成立.

接下来我们利用摄动法证明有关（对角占优）行列式的一个结论.

(3).结论：（对角占优）

设AAA = (aij)n×n是一个 n阶实矩阵，则

1o.如果 |aii|>
∑

j &=i

|aij|，那么 |AAA|#= 0.

2o.如果 aii >
∑

j &=i

|aij|，那么 |AAA|> 0.

证明：1o.反证法.设 |AAA|= 0，则线性方程组 Ax = 0Ax = 0Ax = 0有非零解，不妨设 xxx =

(x1, ...xn)
T是一个非零解，则 x1, ..., xn不全为零，从而 |x1|, ..., |xn|中必有一个是

最大的，不妨设 |xk|最大，那么我们考虑方程 ak1x1 + ...+ aknxn = 0，那么

→akkxk = ak1x1 + ...+ ak,k→1xk→1 + ak,k+1xk+1 + ...+ aknxn.
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4.12 有关矩阵的其他知识点的补充

从而

|akk||xk| = |ak1x1 + ...+ ak,k→1xk→1 + ak,k+1xk+1 + ...+ aknxn|

" |ak1||x1|+...+ |ak,k→1||xk→1|+|ak,k+1||xk+1|+...+ |akn||xn|

" |ak1||xk|+...+ |ak,k→1||xk|+|ak,k+1|xk|+...+ |akn||xk|

= (|ak1|+...+ |ak,k→1|+|ak,k+1|+...+ |akn|)|xk|

=
∑

j &=k

|akj||xk|.

即有 |akk|"
∑

j &=k

|akj|，这与已知矛盾，从而 |AAA|#= 0.

2o.设

f(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ta12 ta13 · · · ta1n

ta21 a22 ta23 · · · ta2n

ta31 ta32 a33 · · · ta3n

... ... ... ...

tan1 tan2 tan3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

则 f(t)是关于 t的一个多项式函数，并且在 R上式一个连续函数，同时我们知

道 f(0) = a11a22 · · · ann > 0.当 t ∈ [0, 1]时，还有

aii >
∑

j &=i

|aij|!
∑

j &=i

|taij|.

由 1o可知 f(t)在 [0, 1]上非零，再由连续性，可以得到在 t ∈ [0, 1]上，有 f(t) > 0，

从而 f(1) > 0，即 |AAA|> 0.

(4).矩阵的迹的性质及一些结论

设AAA = (aij)是 n阶矩阵，则AAA主对角线上元素之和

a11 + a22 + ...+ ann

称为矩阵AAA的迹，记为 tr(AAA).迹是矩阵的一个重要不变量（相似不变量）

(a).迹的基本性质：线性性、对称性、交换性
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4.12 有关矩阵的其他知识点的补充

设AAA,BBB 是 n阶矩阵，则有

tr(AAA+BBB) = tr(AAA) + tr(BBB)

tr(kAAA) = k(tr(AAA))

tr(AAAT) = tr(AAA)

tr(ABABAB) = tr(BABABA)

推论：1o.不存在 n阶矩阵AAA,BBB，使ABABAB →BABABA = kEEEn(k #= 0).

2o.设AAA是 n阶矩阵，PPP 是同阶可逆矩阵，则有 tr(PPP→1APAPAP ) = tr(AAA)，即相

似矩阵具有相同的迹.

(b).“正定性”，可用于证明一个矩阵是零矩阵.有以下一些结论：

若AAA是 n阶实矩阵，则 tr(AAAAAAT) ! 0，等号成立的充要条件是A = OA = OA = O;

若AAA是 n阶复矩阵，则 tr(AAAAAA
T
) ! 0，等号成立的充要条件是A = OA = OA = O.

设 AAAi(i = 1, 2, ..., k) 是实对称矩阵且 AAA2
1 +AAA2

2 + ... +AAA2
k = OOO，则有每一个

AAAi = OOO.

设 n 阶实矩阵 AAA 适合 AAAT = →AAA，如果存在同阶实矩阵 BBB，使得 ABABAB = BBB，

则BBB = OOO;

设 n 阶复矩阵 AAA 适合 AAA
T
= →AAA，如果存在同阶实矩阵 BBB，使得 ABABAB = BBB，

则BBB = OOO;

设AAA为 n阶实矩阵，满足AAAAAAT = AAA2，则AAA是对称矩阵.

注：所谓迹的正定性的性质的适用，必须确定了矩阵的数域为实数域或是复

数域的情形.

(c).关于迹的刻画显示，迹函数由线性、交换性和单位矩阵处的取值唯一决

定.

引例：设 f 是数域 F上的 n阶矩阵集合到 F的一个映射，它满足下列条件：

∗1.对任意的 n阶矩阵AAA,BBB, f(AAA+BBB) = f(AAA) + f(BBB);
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∗2.对任意的 n阶矩阵AAA和 F中数 k，f(kAAA) = kf(AAA);

∗3.对任意的 n阶矩阵AAA,BBB, f(ABABAB) = f(BABABA);

∗4.f(EEEn) = n;

则 f 就是迹，即 f(AAA) = tr(AAA)对一切 F上 n阶矩阵AAA成立.

证明：设EEEij 是 n阶基础矩阵，因为 f(EEEn) = n，所以由 ∗1，有

f(EEEn) = f(EEE11 +EEE22 + ...+EEEnn) = f(EEE11) + f(EEE22) + ...+ f(EEEnn).

又由 ∗.，有

f(EEEii) = f(EEEijEEEji) = f(EEEjiEEEij) = f(EEEjj).

所以 f(EEEii) = 1.另一方面，若 i #= j,EEEij = EEEi1EEE1j，则

f(EEEij) = f(EEEi1EEE1j) = f(EEE1jEEEi1) = f(OOO) = 0 · f(EEEn) = 0.

若AAA = (aij)，则

f(AAA) = f(
n∑

i,j=1

aijEEEij) =
n∑

i,j=1

aijf(EEEij) =
n∑

i=1

aii = tr(AAA).

(5).秩 1矩阵的有关性质与结论

设AAA =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1

...

an

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(
b1 · · · bn

)
是一个秩 1矩阵，则

(a).直接计算有AAA2 = tr(AAA)AAA，推广一下就有AAAk = tr(AAA)k→1AAA.

注：显然 r(AAA) = 0(即A = 0A = 0A = 0)上式也成立，所以我们说：如果 r(AAA) " 1，则

有AAAk = (tr(AAA))k→1AAA.

(b).结论 1：

1o.当 tr(AAA) #= 0时，AAA的特征值为 0(n→ 1重)，迹 trAAA = a1b1 + · · ·+ anbn(1

重).

2o.当 tr(AAA) = a1b1 + · · ·+ anbn = 0时，AAA只有特征值 0(n重).
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(c).结论 2：AAA的最小多项式为 x(x→ tr(AAA))，从而

如果 tr(AAA) #= 0，则AAA可以对角化；

如果 tr(AAA) = 0，则AAA不可以对角化.
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第五章 二次型理论

本章主要介绍二次型与其标准形及规范形，矩阵的合同，正定二次型，以及

正定、半正定、负定矩阵。

5.1 二次型的矩阵表示

1.二次型的概念

设 P 是一个数域，aij ∈ P ,n个文字 x1, x2, ..., xn的二次齐次多项式

f(x1.x2, ..., xn) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + · · ·+ 2a1nx1xn+

a22x
2
2 + 2a23x2x3 + · · ·+ 2a2nx2xn+

· · · · · ·+ annx
2
n =

n∑

i=1

n∑

j=1

aijxixj (aij = aji, i, j = 1, 2, ..., n)

称为数域 P 上的一个 n元二次型，简称二次型.

当 aij 为实数时，称 f 为实二次型；

当 aij 为复数时，称 f 为复二次型；

如果二次型中只含有文字的平方项，即

f(x1, x2, ..., xn) = d1x
2
1 + d2x

2
2 + ...+ dnx

2
n

称 f 为标准形.

2.二次型的矩阵形式

二次型 f(x1, x2, ..., xn)可唯一的表示成

f(x1, x2, ..., xn) = xxxTAxAxAx，其中xxx = (x1, x2, ..., xn)
T,AAA = (aij)n×n为对称矩阵



5.2 用可逆线性变换化二次型为标准形

称上式为二次型的矩阵形式，称 AAA为二次型的矩阵 (必是对称矩阵)，称 AAA的秩

为二次型 f 的秩.

3.写出二次型矩阵的方法

对于含 n个变元的二次型 f(x1, x2, ..., xn)，可以按下述方法得到二次型的矩

阵AAA = (aij)n×n：

第一步：AAA的主对角线上的元素依次为二次型的平方项 x2
1, x

2
2, ..., x

2
n的系数；

第二步：AAA的第 i行第 j 列元素 aij(i < j)是交叉项 xixj 的系数的一半；

第三步：再取 aij = aji(i < j)即得到对称矩阵AAA.

于是该二次型可以用矩阵形式表示为 xxxTAxAxAx，其中 xxx = (x1, x2, ..., xn)
T.

5.2 用可逆线性变换化二次型为标准形

1.线性变换的概念

(1)设 P是一个数域，cij ∈ P，两组文字 x1, ..., xn; y1, ..., yn的关系式
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = c11y1 + c12y2 + · · ·+ c1nyn

x2 = c21y1 + c22y2 + · · ·+ c2nyn

.....................................

xn = cn1y1 + cn2y2 + · · ·+ cnnyn

即xi =
n∑

j=1

n∑

i=1

cijyj

称为由 x1, x2, ..., xn到 y1, ..., yn的一个线性变换 (或线性替换).用矩阵形式可写为

xxx = CyCyCy

其中 xxx = (x1, x2, ..., xn)
T,CCC = (cij)n×n, yyy = (y1, y2, ..., yn)

T.

当 |CCC|#= 0时，称线性变换是可逆的 (或是非退化的，或满秩的).

(2)线性变换将二次型变成二次型.

2.用可逆线性变换化简二次型的结论
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(1)数域 P上的秩为 r 的任意二次型 f(x1, x2, ..., xn) = xxxTAxAxAx都可经过 P上

的可逆线性变换 xxx = CyCyCy化成标准形

d1y
2
1 + d2y

2
2 + · · ·+ dny

2
n

其中 di ∈ P (i = 1, 2, ..., n)中有 r个元素非零.

(2)秩为 r的复二次型 f(x1, x2, ..., xn) = xxxTAxAxAx都可以经过复的可逆线性变换

xxx = CyCyCy化为唯一的规范形

f = y21 + y22 + · · ·+ y2r

(3)两个 n元复二次型可通过复的可逆线性变换互化↔⇒二者有相同的秩.

(4)惯性定理 秩为 r 的实二次型 f(x1, x2, ..., xn) = xxxTAxAxAx都可经过实的

可逆线性变换 xxx = CyCyCy化为唯一的规范形

y21 + · · ·+ y2p → y2p+1 → · · ·→ y2r

其中正项的个数 p及负项个数 q = r → p是确定的，分别称为 f 的正惯性指数和

负惯性指数；二者的差 p→ q称为 f 的符号差.

(5)两个 n元实二次型可通过实的可逆线性变换互化↔⇒二者有相同的秩和

符号差.

3.用可逆线性变换化二次型为标准形的方法

方法 1 配方法

用配方法化二次型为标准形的关键是消去交叉项，其要点是利用两数和的平

方公式与两数平方差公式逐步消去非平方项并构造新平方项，分如下两种情形来

处理：

(a).二次型中的含某变量 xi的平方项和交叉项.

先集中含 xi的交叉项，然后与 x2
i 配方，化成完全平方，令新变量代替各个

平方项中的变量，即可做出可逆的线性变换，同时立即写出它的逆变换 (即用新
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变量表示旧变量的变换)，这样后面求总的线性变换就比较方便.每次只对一个变

量配平方，余下的项中不应再出现这个变量.在对剩下的 n → 1个变量同样进行，

直到各项全部化为平方项.

(b).二次型中没有平方项，只有交叉项.

先利用平方差公式构造可逆线性变换，化二次型为含平方项的二次型，如当

xixj 的系数 aij #= 0时，进行可逆线性变换

xi = yi → yj, xj = yi + yj, xk = yk(k #= i, j)

代入二次型后出现平方项 aijy
2
i → aijy

2
j，再按情形 (a).来处理.

方法 2 初等变换法

用可逆线性变换 xxx = PyPyPy 化二次型 f = xxxTAxAxAx 为标准形 f = d1y
2
1 + d2y

2
2 +

· · · + dny
2
n，相当于对于堆成矩阵 AAA 找一个可逆矩阵 PPP 使 PPPTAPAPAP = DDD，其中

DDD = diag(d1, d2, ..., dn)，即AAA合同于对角矩阵DDD.由于可逆矩阵 PPP 可以写成若干

个初等矩阵 PPP 1,PPP 2, ...,PPP s的乘积，即 PPP = PPP 1PPP 2 · · ·PPP s，从而有

PPPT
s · · ·PPPT

2PPP
T
1AAAPPP 1PPP 2 · · ·PPP s =DDD, EEEPPP 1PPP 2 · · ·PPP s = PPP

根据初等矩阵的性质，有上式即可得到用初等变换法化二次型为标准形的步

骤如下：

第一步：写出二次型的矩阵AAA，并构造 2n⇒ n矩阵

⎛

⎜⎜⎝
AAA

EEE

⎞

⎟⎟⎠;

第二步：进行初等变换
⎛

⎜⎜⎝
AAA

EEE

⎞

⎟⎟⎠
对AAA进行同样的初等行变换和初等列变换→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→

对EEE只进行其中的初等列变换

⎛

⎜⎜⎝
DDD

PPP

⎞

⎟⎟⎠

当AAA化为对角矩阵DDD时，单位矩阵EEE 也相应的化为可逆矩阵 PPP；

第三步：可逆线性变换 xxx = PyPyPy化二次型为标准形 f = yyyTDyDyDy = d1y
2
1 +d2y

2
2 +

· · ·+ dny
2
n.
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5.3 矩阵合同的判定与求法

1.合同矩阵的概念

设AAA,BBB 是数域 P上的 n⇒ n矩阵，如果存在数域 P上的可逆 n⇒ n矩阵 CCC，

使

BBB = CCCTACACAC

则称AAA与BBB 合同.

2.合同矩阵的性质

(1)反身性：AAA与AAA合同；

(2)对称性：如果AAA与BBB 合同，则BBB 与AAA合同；

(3)传递性：如果AAA与BBB 合同，BBB 与CCC 合同，则AAA与CCC 合同；

(4)如果AAA与BBB 合同，则 r(AAA) = r(BBB)；

(5)如果AAA与BBB 合同，且AAA对称，则BBB 也对称.

3.合同矩阵的有关结论

(1)经过可逆的线性变换 xxx = CyCyCy,新二次型 f = yyyTByByBy 的矩阵是合同的，即

BBB = CCCTACACAC；

(2)数域 P上秩为 r的任意一个 n阶对称矩阵AAA都合同于一个秩为 r的对角

矩阵DDD，即存在可逆矩阵CCC，使

CCCTACACAC =DDD

这里DDD的对角元素中有 r个非零.

注：二次型的标准形一般不是唯一的，与对称矩阵合同的对角矩阵一般也不

是唯一的.
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5.4 求具体矩阵的特征值与特征向量

(3)秩为 r的任意 n阶复对称矩阵AAA在复数域上合同于唯一的 n阶对角矩阵
⎛

⎜⎜⎝
EEEr OOO

OOO OOO

⎞

⎟⎟⎠

即存在 n阶复可逆矩阵CCC，使

CCCTACACAC =

⎛

⎜⎜⎝
EEEr OOO

OOO OOO

⎞

⎟⎟⎠

(4)秩为 r的 n阶实对称矩阵AAA在实数域上合同于唯一的 n阶对角矩阵
⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

EEEp

→EEEr→p

OOO

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

即存在 n阶实可逆矩阵CCC，使

CCCTACACAC =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

EEEp

→EEEr→p

OOO

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

4.矩阵合同的充分必要条件

(1)两个 n元复二次型可通过复的可逆线性变化互化⇐⇒二者有相同的秩；

(2)两个 n阶实对称矩阵在实数域上合同⇐⇒二者有相同的秩与符号差；

注：实对称矩阵AAA的符号差即指二次型 xxxTAxAxAx的符号差.

5.4 求具体矩阵的特征值与特征向量

1.矩阵的特征值与特征向量

设 AAA是数域 P上的一个 n阶方阵，如果存在数 λ和数域 P上的 n维非零列

向量 xxx,使得

AxAxAx = λxxx

92



5.4 求具体矩阵的特征值与特征向量

则称 λ为AAA的特征值；xxx为AAA的属于特征值 λ的特征向量；

称 λEEE →AAA为AAA的特征矩阵；

称 |λEEE →AAA|为AAA的特征多项式，这是数域 P上的一个 n次多项式；

称 |λEEE →AAA|= 0为AAA的特征方程.

注：矩阵的特征向量必定是非零的列向量.

2.求具体矩阵的特征值与特征向量的步骤

对于具体的数字矩阵AAA = (aij)m×n，求AAA的特征值与特征向量的步骤如下：

第一步 由特征方程 |λEEE →AAA|= 0求得 AAA的 n个特征值，设 λ1,λ2, · · · ,λt

是AAA的互异特征值，其重数分别为 r1, r2, · · · , rt，则 r1 + r2 + · · ·+ rt = n.

第二步 求解齐次线性方程组 (λiEEE →AAA)xxx = 000(i = 1, 2, · · · , t)，其基础解系

pppi1, pppi2, · · · , pppisi (1 ! si ! ri, i = 1, 2, · · · , t)

就是AAA对应特征值 λi的线性无关特征向量，而AAA对应特征值 λi的全部特征向量

为

ki1pppi1 + ki2pppi2 + · · ·+ kisipppisi (ki1, ki2, · · · , kisi不全为零)

注：如果AAA是 2阶方阵，则 |λEEE →AAA|是 λ的二次多项式，此时求AAA的特征

值是方便的；如果 AAA的阶数为 3或 3以上，|λEEE →AAA|是 λ的三次或三次以上的

多项式，求根公式较复杂或没有一般求根公式，给计算带来困难.因此，如果能

在计算过程中把因式分解出来是最好的，通常也是可行的.如果未分解出因子而

求出 n阶方阵AAA的特征多项式

|λEEE →AAA|= λn + an→1λ
n→1 + · · ·+ a1λ+ a0

且其中 ai(i = 0, 1, 2, · · · , n→ 1)均为整数，则AAA的整数特征值 (如果有的话)应是

常数项 a0 的因子，因此可以通过对 a0 的所有整数因子的验证来求出 AAA 的特征

值.
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5.5 求抽象矩阵的特征值

3.矩阵运算的特征值与特征向量

矩阵 AAA lAAA AAAk f(AAA) =
m∑

i=0

aiAAA
i AAA→1 AAA∗ AAAT PPP→1APAPAP

特征值 λ lλ λk f(λ) =
m∑

i=0

aiλ
i 1

λ

|AAA|
λ

λ λ

特征向量 xxx xxx xxx xxx xxx xxx PPP→1xxx

4.特征值的重要性质

设AAA = (aij)n×n的 n各特征值为 λ1,λ2, · · · ,λn，则

λ1 + λ2 + · · ·+ λn = a11 + a22 + · · ·+ ann, λ1λ2 · · ·λn = |AAA|

利用这一结果也可以求得AAA的部分特征值.

5.5 求抽象矩阵的特征值

对于元素没有具体给出的抽象矩阵，要根据题设条件：

(1)利用特征值与特征向量的定义，即满足AxAxAx = λxxx,xxx ↔= 0的 λ和 xxx为AAA的

特征值和相应的特征向量；

(2)利用特征方程 |λEEE →AAA|= 0，满足特征方程的 λ即为AAA的特征值；

(3)利用特征值的有关性质和结论推导出特征值的取值.

5.6 方阵可对角化的判定、计算及应用

1.相似矩阵的概念

设 AAA,BBB 为数域 P上两个 n阶矩阵，如果存在数域 P上的 n阶可逆矩阵 XXX，

使得BBB =XXX→1AXAXAX，则称AAA相似与BBB，记为A ∼ BA ∼ BA ∼ B;并称由AAA变到BBB的变换为相

似变换，称XXX 为相似变换矩阵.

2.相似矩阵的性质

94

AtEr
-

- 1tk-



5.6 方阵可对角化的判定、计算及应用

设 n阶矩阵AAA与BBB 相似，则

(1)r(AAA) = r(BBB);

(2)|AAA|= |BBB|;

(3)tr(AAA) = tr(BBB);

(4)|λEEE →AAA|= |λEEE →BBB| (λ ∈ P );

(5)AAAT与BBBT相似，AAAk 与BBBk 相似，AAA→1与BBB→1相似 (AAA);

(6)如果 f(x)是数域 P上的任一多项式，则 f(AAA) ∼ f(BBB);

(7)AAA ∼ AAA;若AAA ∼ BBB，则BBB ∼ AAA若AAA ∼ BBB，BBB ∼ CCC，则AAA ∼ CCC.

3.可对角化矩阵的概念

如果数域 P上的 n阶矩阵AAA可相似于对角矩阵则称AAA可对角化.

4.可对角化矩阵的条件

数域 P上的 n阶矩阵AAA可对角化的条件如下：

充分条件

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

AAA有n个不同的特征值，则AAA可对角化

AAA为实对称矩阵，则AAA可对角化

充分必要条件

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

AAA有n个线性无关的特征向量

Cn是AAA的特征子空间的直和

AAA有完全的特征向量系，即对AAA的任一特征值，其几何重数等于其代数重数

AAA的极小多项式没有重根

AAA的不变因子都没有重根

AAA的 Jordan块都是一阶的 (或AAA的初等因子都是一次多项式)
注：设 λi是AAA的一个特征值，

把 λi作为AAA的特征多项式的根的重数叫做 λi的代数重数;

把AAA的属于特征值 λi的特征子空间的 Vλi 的维数叫做 λi的几何重数.
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5.7 由特征值或特征向量反求矩阵中的参数

即矩阵AAA可对角化⇐⇒ AAA的所有 λi重特征值对应 λi线性无关的特征向量.

5.方阵可对角化的判定与计算

对于 n阶方阵AAA,判断AAA可否对角化，并在可对角化的情形下求出相似变换

矩阵和相应的对角矩阵的基本步骤如下：

第一步： 求AAA的全部特征值.设AAA的所有互异特征值为 λ1,λ2, ...,λt,其重

数分别为 r1, r2, ..., rt，且 r1 + r2 + ...+ rt = n.若 t = n，即AAA有 n个互异的特征

值，则AAA可对角化.

第二步： 对每一特征值 λi，解方程组 (λiEEE →AAA)xxx = 000得对应 λi的线性无

关特征向量 (即齐次方程组的基础解系)

pppi1, pppi2, · · · , pppisi (i = 1, 2, · · · , t)

若某个 si < ri，即对应 λi 的线性无关特征向量的个数小于 λi 的重数，则AAA

不可对角化；

若 si = ri(i = 1, 2, · · · , t)，则AAA可对角化.

第三步： 当AAA可对角化时，把 n个线性无关的特征向量按列构成矩阵

PPP = (ppp11, ppp12, · · · , ppp1r1 , ppp21, ppp22, · · · , ppp2r2 , · · · , pppt1, pppt2, · · · , ppptrt)

则

PPP→1APAPAP =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1EEEr1

λ2EEEr2

. . .

λtEEErt

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= εεε

注：(1)对角矩阵 εεε的对角线元素恰好是AAA的 n个特征值 (重根重复计算)，且特

征值的顺序与 PPP 的列向量顺序 (即特征值所对应特征向量顺序)保持一致.

(2)如果AAA是实对称矩阵，则AAA必定可对角化.
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5.7 由特征值或特征向量反求矩阵中的参数

5.7 由特征值或特征向量反求矩阵中的参数

若已知条件总给出的特征向量，由定义式 AxAxAx = λxxx可以求出矩阵 AAA中的参

数和特征向量 xxx对应的特征值 λ.

若只给出和特征值而没有给出和特征向量，一般用特征方程 |λEEE →AAA|= 0求

解.

利用有关性质，如

(1)若AAA与BBB 相似，则 |λEEE →AAA|= |λEEE →BBB|；

(2)相似矩阵有相同的特征值；

(3)若AAA = (aijj)n×n的 n各特征值为 λ1,λ2, · · · ,λn，则

λ1 + λ2 + · · ·+ λn = a11 + a22 + · · ·+ ann, λ1λ2 · · ·λn = |AAA|

等也可以确定矩阵中的参数.

5.8 由特征值和特征向量反求矩阵

提供了矩阵 AAA的特征值与特征向量的足够多信息，确定矩阵 AAA的元素，即

为反求矩阵的问题.在这类问题中矩阵AAA一般是可对角化的.

特别地：如果矩阵AAA为实对称矩阵，主要利用该性质：实对称矩阵的不同特

征值对应的特征向量正交.

5.9 有关特征值与特征向量的证明

涉及矩阵 AAA的特征值与特征向量的证明问题，往往是由定义 AxAxAx = λxxx出发

并且结合反证法，经恒等变形推证有关的结论.
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5.10 相似矩阵的判定与证明

5.10 相似矩阵的判定与证明

设AAA,BBB 是数域 P上的 n阶矩阵，判断AAA与BBB 是否相似常用如下方法：

定义：如果存在数域 P上的 n阶可逆矩阵XXX，使得BBB =XXX→1AXAXAX，则称AAA相

似与BBB

必要条件:AAA ∼ BBB =⇒

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

r(AAA) = r(BBB)

|AAA|= |BBB|

|λEEE →AAA|= |λEEE →BBB|

mA(x) = mB(x)

AAA与BBB有相同的特征值、特征向量

充分条件：AAA ∼ BBB ⇐=如果AAA与BBB均相似与同一个对角矩阵.

充分必要条件：AAA ∼ BBB ⇐⇒

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λEEE →AAA与λEEE →BBB等价

AAA与BBB的行列式因子相同

AAA与BBB的不变因子相同

AAA与BBB的初等因子相同

注：(1)λ-矩阵等价的概念：

AAA(λ) ∼ BBB(λ) ⇐⇒ 存在一系列初等矩阵 PPP 1, · · · ,PPP l,QQQ1, · · · ,QQQs，使 AAA(λ) =

PPP 1 · · ·PPP lBBB(λ)QQQ1 · · ·QQQs.

(2)λEEE →AAA与 λEEE →BBB 等价

⇐⇒ λEEE →AAA与 λEEE →BBB 有相同的行列式因子.

⇐⇒ AAA,BBB 有相同的初等因子.

⇐⇒ AAA ∼ BBB.

(3)结论：
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5.11 正交矩阵的判定与证明

AAA与AAAT相似，且AAA与AAAT等价.

λEEE →AAAT = (λEEE →AAA)T;

λEEE → AAA 与 λEEE → AAAT = (λEEE → AAA)T 有相同的行列式因子，从而 λEEE → AAA 与

(λEEE →AAA)T等价，于是AAA与AAAT相似.

5.11 正交矩阵的判定与证明

1.正交矩阵的概念

如果 n阶实矩阵AAA满足AAATAAA = EEE(或AAAAAAT = EEE，或AAA→1 = AAAT)，则称AAA为正

交矩阵.

2.正交矩阵的性质

(1)如果AAA是正交矩阵，则 |AAA|= ±1；

(2)如果AAA是正交矩阵，则AAAT,AAA→1,AAA∗,AAAk均是正交矩阵；而 lAAA是正交矩阵

⇐⇒ l = ±1；

(3)如果AAA,BBB 是 n阶正交矩阵，则ABABAB 也是正交矩阵；

(4)n阶实矩阵AAA是正交矩阵⇐⇒ AAA的 n个列 (或行)向量时两两正交的单位

向量.

判定一个实方阵 AAA 是否为正交矩阵往往用定义，即 AAATAAA = EEE(或AAAAAAT =

EEE，或AAA→1 = AAAT)，也可验证AAA的行 (或列)向量是否是两两正交的单位向量.

注：当已知AAA的正交矩阵求证其他的结论时，要用到正交矩阵的定义及有关

性质.

5.12 实对称矩阵正交相似于对角矩阵的计算

1.实对称矩阵的性质
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5.12 实对称矩阵正交相似于对角矩阵的计算

(1)实对称矩阵的特征值都是实数.

(2)实对称矩阵的不同特征值对应的特征向量必正交.

(3)实对称矩阵可正交相似于对角矩阵，即对于任意一个 n阶实对称矩阵AAA,

都存在一个 n阶正交矩阵QQQ，使QQQTAQAQAQ = QQQ→1AQAQAQ对角矩阵.

2.实对称矩阵正交矩阵相似于对角矩阵的计算步骤

化实对称矩阵AAA = (aij)n×n正交相似于对角矩阵的步骤如下：

第一步： 求AAA的特征值和对应的线性无关特征向量.设 λ1,λ2, ·,λt是AAA的

所有互异特征值其重数分别为 r1, r2, · · · , rt，且 r1 + r2 + · · ·+ rt = n.又设对应特

征值 λi的 ri个线性无关的特征向量为

αααi1,αααi2, · · · ,αααiri (i = 1, 2, · · · , t)

第二步： 当 ri > 1时，将特征向量 αααi1,αααi2, · · · ,αααiri，用 Schmidt方法正交

化：

βββi1 = αααi1,βββij = αααij →
(αααij,βββi1)

(βββi1,βββi1)
βββi1 → · · ·→

(αααij,βββi,j→1)

(βββi,j→1,βββi,j→1)
βββi,j→1 (j = 2, · · · , ri)

再单位化

ηηηij =
1

‖ βββij ‖
βββij (j = 1, 2, · · · , ri)

如果 ri = 1，直接将 αi1αi1αi1单位化得 ηηηi1 =
1

‖ αααi1 ‖
αααi1.

第三步： 构造正交矩阵

QQQ = (ηηη11,ηηη12, · · · ,ηηη1r1 ,ηηη21,ηηη22, · · · ,ηηη2r2 , · · · ,ηηηt1,ηηηt2, · · · ,ηηηtrt)

则

QQQ→1AQAQAQ = QQQTAQAQAQ =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1EEEr1

λ2EEEr2

. . .

λtEEErt

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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5.13 用正交变换化二次型为标准形

5.13 用正交变换化二次型为标准形

1.主轴定理

任意一个 n 元实二次型 f(x1, x2, · · · , xn) = xxxTAxAxAx 都可以经过正交变换 xxx =

QyQyQy化为标准形

f = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n

其中 λ1,λ2, · · · ,λn 是 AAA 的全部特征值，正交矩阵 QQQ 的列向量时对应特征值

λ1,λ2, · · · ,λn的两两正交的单位特征向量.

2.用正交变换化二次型为标准形的步骤

将 n元实二次型 f(x1, x2, · · · , xn) = xxxTAxAxAx用正交变换化为标准形的步骤是：

第一步：写出二次型 f 的矩阵AAA = (aij)n×n，则AAA是实对称矩阵；

第二步：求 n阶正交矩阵QQQ，使得

QQQ→1AQAQAQ = QQQTAQAQAQ = diag(λ1,λ2, · · · ,λn)

第三步：正交变换 xxx = QyQyQy化二次型为 f = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n。

注：用正交变换 xxx = QyQyQy化二次型为 f = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n,其平方项

的系数 λ1,λ2, · · · ,λn 除排列次序外是唯一确定的，它们都是二次型矩阵 AAA的特

征值，这是因为正交变换既是合同变换，又是相似变换，而相似矩阵有相同的特

征值.

5.14 正定矩阵的判定与证明

1.正定二次型与正定矩阵的概念

设 f(x1, x2, · · · , xn) = xxxTAxAxAx是 n元实二次型 (AAA为实对称矩阵)，对于任意不

全为零的实数 c1, c2, · · · , cn:
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5.14 正定矩阵的判定与证明

如果 f(c1, c2, · · · , cn) > 0，则称 f(x1, x2, · · · , xn)为正定二次型，AAA为正定矩

阵；

如果 f(c1, c2, · · · , cn) " 0，则称 f(x1, x2, · · · , xn)为半正定二次型，AAA为半正

定矩阵；

如果 f(c1, c2, · · · , cn) < 0，则称 f(x1, x2, · · · , xn)为负定二次型，AAA为负定矩

阵；

如果 f(c1, c2, · · · , cn) ! 0，则称 f(x1, x2, · · · , xn)为半负定二次型，AAA为半负

定矩阵；

既不是半正定又不是半负定的实二次型 f 称为不定的二次型，称 AAA为不定

矩阵.

2.判断正定二次型 f(x1, x2, · · · , xn) = xxxTAxAxAx与正定矩阵AAA的充要条件:

⇐⇒任意不全为零的 c1, c2, · · · , cn，有 f(c1, c2, · · · , cn) > 0；

⇐⇒ f 的标准形系数全为正；

⇐⇒正惯性指数为 n；

⇐⇒ AAA与EEE 合同；

⇐⇒ ⇐可逆矩阵CCC，有AAA = CCCTCCC;

⇐⇒顺序主子式 !k > 0；

⇐⇒特征值全大于零；

⇐⇒ AAA的主子式全大于零；

3.判断负定二次型 f(x1, x2, · · · , xn) = xxxTAxAxAx与负定矩阵AAA的充要条件:

⇐⇒任意不全为零的 c1, c2, · · · , cn，有 f(c1, c2, · · · , cn) < 0；

⇐⇒ f 的标准形系数全为负；

⇐⇒负惯性指数为 n；

⇐⇒ AAA与 →EEE 合同；
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5.14 正定矩阵的判定与证明

⇐⇒ ⇐可逆矩阵CCC，有AAA = →CCCTCCC;

⇐⇒ (→1)k!k > 0；

⇐⇒特征值全小于零；

4.判断半正定二次型 f(x1, x2, · · · , xn) = xxxTAxAxAx与半正定矩阵AAA的充要条件:

⇐⇒任意不全为零的 c1, c2, · · · , cn，有 f(c1, c2, · · · , cn) " 0；

⇐⇒ f 的正惯性指数 p = r(AAA)；

⇐⇒ AAA与

⎛

⎜⎜⎝
EEEr

OOO

⎞

⎟⎟⎠合同，r = r(AAA)；

⇐⇒ ⇐可逆矩阵CCC，有AAA = →CCCT

⎛

⎜⎜⎝
EEEr

OOO

⎞

⎟⎟⎠CCC;

⇐⇒ AAA的特征值非负；

5.判断半负定二次型 f(x1, x2, · · · , xn) = xxxTAxAxAx与半负定矩阵AAA的充要条件:

⇐⇒任意不全为零的 c1, c2, · · · , cn，有 f(c1, c2, · · · , cn) ! 0；

⇐⇒ f 的正惯性指数 q = r(AAA)；

⇐⇒ AAA与

⎛

⎜⎜⎝
→EEEr

OOO

⎞

⎟⎟⎠合同，r = r(AAA)；

⇐⇒ ⇐可逆矩阵CCC，有AAA = →CCCT

⎛

⎜⎜⎝
→EEEr

OOO

⎞

⎟⎟⎠CCC;

⇐⇒ AAA的特征值非正；

6.正定矩阵的判定与证明方法

正定矩阵必须是实对称矩阵，因此在论证之前应注意 AAA是否为实对称矩阵，

若不是实对称矩阵，根本谈不上正定性.

对于具体给出的实对称矩阵 AAA，判断 AAA是否正定通常是检验 AAA的各阶顺序

主子式是否都大于零.

对于抽象给出的实对称矩阵AAA，常采用如下的一些方法判断其正定性：
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5.15 由正定矩阵证明其它结论

方法 1 利用定义：即对任意列向量 xxx ↔= 000，恒有二次型 xxxTAxAxAx > 0，则AAA为

正定矩阵.当证明若干矩阵之和或之积为正定矩阵时，常用此法.

方法 2 利用特征值：当AAA的所有特征值大于零时，AAA为正定矩阵.当证明

矩阵AAA的各种运算，如数乘、方幂、逆矩阵、伴随矩阵、多项式矩阵等为正定矩

阵时，常用此法.

5.15 由正定矩阵证明其它结论

已知AAA是正定矩阵，求证其他的结论，这类问题中AAA一般是抽象矩阵.

由AAA的堆成正定性可知，存在正交矩阵QQQ，使得

QQQ→1AQAQAQ = QQQTAQAQAQ = diag(λ1),λ2, · · · ,λn，其中λi > 0, (i = 1, 2, ..., n)

再由此展开讨论即可.

正定矩阵证明的有关结论：

(1)设AAA是 n阶正定矩阵，则 |AAA+ 2EEE|> 2n.

(2)AAA是 n阶正定矩阵⇐⇒存在 n阶正定矩阵BBB 使得AAA = BBB2.

(3)设 AAA,BBB 都是 n阶正定矩阵，则 ABABAB 的特征值全大于零.如果 ABABAB = BABABA，

则ABABAB 是正定矩阵.

(4)设AAA是 n阶正定矩阵，xxx1, x2, · · · ,xxxs是实 n维非零列向量，且满足

xxxT
i AxAxAxj = 0 (i ↔= j)

则 xxx1, x2, · · · ,xxxs线性无关.

(5)设AAA为 n阶实对称矩阵，如果AAA既是正定矩阵又是正交矩阵，则AAA = EEE.

(6)设AAA,BBB均为 n阶实对称矩阵，且AAA的特征值均大于 a，而BBB的特征值均

大于 b，则AAA+BBB 的特征值全大于 a+ b.

(7)设AAA是一个 n阶实可逆矩阵，则存在一个正定矩阵 SSS 和正交矩阵 PPP，使
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5.16 幂等矩阵的判定与证明

AAA = PSPSPS；

设AAA是一个 n阶实可逆矩阵，则存在正交矩阵 PPP 1,PPP 2，使

PPP→11 AAAPPP 2 = diag(λ1, · · · ,λn), λi > 0(i = 1, 2, · · · , n)

(8)AAA为实满秩矩阵，则AAATAAA为正定矩阵.

(9) 设 AAA,BBB 都是实对称矩阵且 AAA 为正定矩阵，则存在实可逆矩阵 TTT，使

TTT TATATAT = EEE，TTT TBTBTBT = diag(λ1,λ2, · · · ,λn).

5.16 幂等矩阵的判定与证明

1.幂等矩阵的概念

在数域 K上，一个 n级方阵AAA如果满足AAA2 = AAA，我们称AAA是一个幂等矩阵.

2.幂等矩阵的性质及有关结论

(1).AAA是幂等矩阵⇐⇒ r(AAA) + r(AAA→EEE) = n；

(2).AAA是幂等矩阵，则AAA一定可以对角化.

(3).AAA是幂等矩阵，则 r(AAA) = tr(AAA).

(4)设AAA1,AAA2, · · · ,AAAm为 n阶方阵，满足AAA1 +AAA2 + · · ·+AAAm = EEEn,则以下三

条条件等价：

(a).AAA1,AAA2, · · · ,AAAm都是幂等矩阵.

(b).r(AAA1) + r(AAA2) + · · ·+ r(AAAm) = n.

(c).对任意 i ↔= j(i, j = 1, 2, · · · ,m)都有AAAiAAAj = 0.

5.17 幂零矩阵的判定与证明

1.幂零矩阵的概念

设AAA是 n阶矩阵，若存在一个自然数m，使AAAm = 0，则称AAA为幂零矩阵.
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5.18 反对称矩阵的判定与证明

设AAA是 n阶矩阵，满足AAAm = 0的最小正整数m称为AAA的幂零指数.

特别地：n阶零矩阵是特殊的幂零矩阵，且其幂零指数为 1.

2.幂零矩阵的性质及有关结论

(1)设AAA为幂零矩阵，则AAAT, kAAA,AAAk,AAA∗都是幂零矩阵.

(2)设AAA为幂零矩阵，则 |AAA|= 0.

(3)AAA为幂零矩阵⇐⇒特征值全为零.

(4)幂零矩阵的相似矩阵是幂零矩阵.

(5)设AAA,BBB 为同阶幂零矩阵，且ABABAB = BABABA，则ABABAB 也是幂零矩阵.

(6)设AAA为非零的幂零矩阵，且 r是AAA的幂零指数，则EEE,AAA,AAA2, · · · ,AAAr→1线

性无关.

(7)设AAA为幂零矩阵，且m是AAA的幂零指数，则

(a).EEE →AAA可逆，且 (EEE →AAA)→1 = EEE +AAA+AAA2 + · · ·+AAAm→1.

(b).EEE +AAA可逆，且 (EEE +AAA)→1 = EEE →AAA+AAA2 + · · ·+ (→1)m→1AAAm→1.

(8)若AAAn = BBBn = 000，但AAAn→1 ↔= 000,BBBn→1 ↔= 000(n " 1)，则AAA与BBB 相似.

提示：AAA与BBB都相似于矩阵NNN =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 · · · 0 0

1 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 · · · 1 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(9)相似于对角形矩阵的幂零矩阵是零矩阵.

推论：对角形矩阵的幂零矩阵为零矩阵.

(10)若AAA2 = 000且AAAT = AAA，则AAA = 000.
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5.18 反对称矩阵的判定与证明

5.18 反对称矩阵的判定与证明

1.反对称矩阵的概念

如果AAAT = →AAA,则 n阶矩阵AAA称为反对称的，

设 n阶矩阵AAA = (aij)，如果 aij = →aji,则AAA一个反对称矩阵.

2.反对称矩阵的性质

(1)奇数阶反对称矩阵的行列式值为 0.

(2)设AAA是 n阶实矩阵，则AAA是反对称矩阵⇐⇒ ⇒xxx ∈ Rn有 xxxTAxAxAx = 000.

(3)反对称实矩阵的特征值是零或纯虚数.

推论：设AAA,BBB 为实对称矩阵，则ABABAB →BABABA的特征值的实部为 0.

推论设 AAA是反对称矩阵，则 AAA +EEE 可逆 (否则，-1为 AAA的特征值，出现矛

盾).

(4)设AAA是反对称矩阵，则AAA合同于矩阵
⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1

→1 0
. . .

0 1

→1 0

0

. . .

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

推论：反对称矩阵的秩为偶数.

推论：反对称实矩阵的行列式为非负实数.

(5)设AAA是反对称矩阵，AAA有一个 n阶主子式MMM ↔= 0，且含MMM 的 r + 2阶主

子式均为零，则 r(AAA) = r.
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5.18 反对称矩阵的判定与证明

(6) 设 AAA 是反对称矩阵，若 AAA 的所有 r + 1 阶与 r + 2 阶主子式均为 0，则

r(AAA) ! r.

(7)设AAA是秩为 r的反对称矩阵，则AAA至少有一个 r阶主子式不为 0.

3.反对称矩阵的重要结论

命题 (1)：设AAA是 n阶可逆的反对称矩阵，ααα是 n维列向量，则
⎛

⎜⎜⎝
AAA ααα

αααT k

⎞

⎟⎟⎠是可逆矩阵⇐⇒ k ↔= 0.

命题 (2): 设 AAA 是一个 n 阶实反对称矩阵，BBB 是一个 n 阶正定矩阵，则

|AAA+BBB|> 0.

命题 (3):设AAA是 n阶反对称矩阵，AAA∗是AAA的伴随矩阵.

(a).若 n为奇数，则AAA∗是对称矩阵；若 n为偶数，则AAA∗是反对称矩阵.

(b).若AAA可逆时，AAA→1是反对称矩阵.

命题 (4):设 AAA是 n阶实反对称矩阵，BBB 是 n阶正定矩阵，则 ABABAB 的特征值

的实部均为 0.

命题 (5):设AAA是 n阶实反对称矩阵，BBB是 n阶可逆实对称矩阵，且ABABAB = BABABA，

则AAA+BBB 是可逆矩阵.

命题 (6):设AAA是 n阶反对称矩阵，则BBB = (EEE →AAA)(EEE +AAA)→1为正交矩阵.

命题 (7): 设 AAA 是 n 阶实可逆反对称矩阵，则 AAA2 + AAA→1 可逆，且 BBB =

(AAA2 →AAA→1)(AAA2 +AAA→1)→1是正交矩阵.

命题 (8)：设AAA是一个 n阶实反对称矩阵,BBB是一个 n阶可逆实对称矩阵，且

ABABAB = BABABA，则 (BBB +AAA)(BBB →AAA)→1是一个正交矩阵.

命题 (9):设 AAA为实反对称矩阵，AAA的属于特征值 λ = bi(b ↔= 0)的特征向量

为 ααα + iβββ,ααα,βββ ∈ Rn，则 ααα与 βββ 的模长相等，且相互正交.

命题 (10):设AAA为 n阶实反对称矩阵，bi是它的一个非 0特征值，则存在正
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5.18 反对称矩阵的判定与证明

交矩阵 TTT 使得

TTT→1ATATAT = TTTTATATAT =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 b 0

→b 0 0

0 0 AAA

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

其中AAA是 n→ 2阶实反对称矩阵.

命题 (11):设AAA为 n阶实反对称矩阵，则存在正交矩阵 TTT 使得

TTT→1ATATAT = TTTTATATAT =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 b1

→b1 0

0 b2

→b2 0

. . .

0 br

→br 0

0

. . .

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

其中 ±ibk(k = 1, 2, · · · , r)是AAA的全部特征值.

命题 (12): 设 AAA 是一个 n 阶实反对称矩阵,BBB 是一个 n 阶正定矩阵，则

|AAA+BBB|> |BBB|.

命题 (13)：AAA是秩为 n的反对称矩阵⇐⇒有列无关矩阵GGGn×r 与可逆反对称

矩阵MMM r×r 使AAA = GMGMGMGGGT.

命题 (14)：设AAA为秩是 r的实反对称矩阵，则AAA中不为 0的 r阶主子式同号.
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5.18 反对称矩阵的判定与证明

命题 (15)：AAAn×n为可逆的实反对称矩阵，bbb为 n元实向量，则

r(AAA+ bbbbbbT) = r

⎛

⎜⎜⎝
AAA bbb

bbbT 0

⎞

⎟⎟⎠ = n
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第六章 线性空间

本章主要介绍线性空间的定义、维数与基，坐标变换，线性子空间的和、交、

并、直和及之间的关系，以及同构的概念。

6.1 线性空间的判定

1.双射的概念

设 σ为 X 到 Y 的映射：

如果 ⇒y ∈ Y, ⇐x ∈ X，有 y = σ(x)，则称 σ为满射；

如果 σ(x1) = σ(x2)，有 x1 = x2(或 ⇒x1, x2 ∈ X，且 x1 ↔= x2，有 σ(x1) ↔= σ(x2))，

则称 σ为单射.

注意：定义一个映射必须是合理的，如：σ : X →→ Y，必须满足 x ∈ X 取

遍所有.

2.线性空间的定义

设 V 是一个非空集合，在数域 P 上定义了两种运算 (加法和数乘),对所规定

的加法，数乘运算封闭：

即，对于任意 ααα,βββ ∈ V 都有 ααα + βββ ∈ V，

又对任意 k ∈ P 和 ααα ∈ V 都有 kααα ∈ V ,

对任意的 α, β, φα, β, φα, β, φ ∈ V 和 k, l ∈ P 满足如下八条性质：

(1)ααα + βββ = βββ +ααα；

(2)(ααα + βββ) + φφφ = ααα + (βββ + φφφ)；

(3)⇐000 ∈ V, ⇒ααα ∈ V，有 000 +ααα = ααα；



6.1 线性空间的判定

(4)⇒ααα ∈ V, ⇐βββ ∈ V，有 ααα + βββ = 000；

(5)1 ·ααα = ααα；

(6)k(lααα) = (kl)ααα；

(7)(k + l)ααα = kααα + lααα；

(8)k(ααα + βββ) = kααα + kβββ.

则称 V 为数域 P 上的线性空间，线性空间的元素也称为向量.

特别注意：

(1)线性空间具有一般性，其中的元素不一定是通常意义下的向量，可以是

数、矩阵、多项式、函数等，但都可以简称为向量.

(2)线性空间具有抽象性，主要体现在两个运算上，其中的加法与乘法未必

是我们所书序的向量、矩阵函数、多项式等的加法与数乘运算，之所以这样称呼，

是因为所规定的这两种运算满足通常的加法与数乘运算所具有的运算规律.当然

在同一个非空集合 V 和数域 P 上按不同的规则来定义这两种运算，所构成的线

性空间是不同的.

(3)线性空间定义中涉及到数域 P，当取不同的数域时，线性空间的定义形

式上没有改变，但该线性空间中的一些性质，如线性相关性、维数等，一般都要

改变.

3.线性空间的性质

(1)零元素是唯一的；

(2)任一元素的负元素是唯一的，记 ααα的负元素为 →ααα；

(3)0ααα = 000, k000 = 000, (→1)ααα = →ααα；

(4)如果 kααα = 000，则 k = 0或 ααα = 000.

4.常用的线性空间

(1)P n：数域 P 上 n为行 (或列)向量的全体，按通常向量的加法也向量的乘
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6.2 线性子空间的判定

法，构成的数域 P 上的线性空间.

(2)Pm×n：数域 P 上m× n矩阵的全体，按通常矩阵的加法和数与矩阵的乘

法，构成的数域 P 上的线性空间.

(3)P [ x ]：数域 P 上一元多项式的全体,按通常的多项式的加法和数域多项

式的乘法，构成的数域 P 上的线性空间.

(4)P [ x ]n：数域 P 上次数小于 n的多项式全体，再添上零多项式，按通常

的多项式的加法和数与多项式的乘法，构成的数域 P 上的线性空间.

(5)数域 P 按数的加法与乘法构成数域 P 上的线性空间.如：

复数域C按数的加法和乘法构成实数域R上的线性空间.(基为 1, i为 2维的)

复数域 C按数的加法和乘法构成实数域 C上的线性空间.(基为 1为 1维的)

注：要验证一个非空集合是线性空间：

(a).加法和数乘运算封闭；

(b).满足八条性质.

如果验证条件中有任何一条不满足，则该非空集合一定不是线性空间.

6.2 线性子空间的判定

1.线性子空间的概念

设 V 是数域 P 上的线性空间，W 是 V 的一个非空子集合，

如果W 对于 V 的两种运算也构成数域 P 上的线性空间，则称W 为 V 的一

个线性子空间,简称子空间.

V 本身与 {000}都是 V 的子空间，称之为 V 的平凡子空间，而 V 的其他子空

间称为非平凡子空间.

113

g



6.3 元素组线性相关性的判别

由 V 的一组元素 ααα1,ααα2, · · · ,αααs的所有可能的线性组合构成的集合

{k1ααα1 + kααα2 + ·+ ksαααs | k1, k2, · · · , ks ∈ P}

构成V 的一个子空间，称之为由ααα1,ααα2, · · · ,αααs生成的子空间，记为L(ααα1,ααα2, · · · ,αααs).

2.线性子空间的有关结论

(1)如果数域 P 上线性空间 V 的非空子集合W 对于 V 的两种运算封闭：

即对任意 ααα,βββ ∈ W 有 ααα + βββ ∈ W；

又对任意 k ∈ P,ααα ∈ W，则W 是 V 的子空间.

(2)设 (I)：ααα1,ααα2, · · · ,αααs和 (II)：βββ1,βββ2, · · · ,βββt是线性空间 V 中两组元素，如

果元素组 (I)可由 (II)线性表出，则

L(ααα1,ααα2, · · · ,αααs) ⊂ L(βββ1,βββ2, · · · ,βββt)

而 L(ααα1,ααα2, · · · ,αααs) = L(βββ1,βββ2, · · · ,βββt) ⇐⇒元素组 (I)与 (II)等价.

(3)设W1与W2是线性空间 V 的两个子空间，则它们的交W1∩W2也是W

的子空间.

注：两个子空间的并一般未必是子空间.

判断线性空间V的非空子集W为子空间的方法

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

W ⊂ V

⇒ααα,βββ ∈ W, ⇒k ∈ P，有ααα + βββ ∈ W, kα ∈ W

6.3 元素组线性相关性的判别

1.线性组合

设 V 是数域 P 上的线性空间，ααα1,ααα2, · · · ,αααs,ααα是 V 中一组元素，如果存在
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6.3 元素组线性相关性的判别

P 中一组数 k1, k2, · · · , ks，使得

ααα = k1ααα1 + k2ααα2 + · · ·+ ksαααs.

则称 ααα是 ααα1,ααα2, · · · ,αααs的线性组合 (或 ααα可由 ααα1,ααα2, · · · ,αααs线性表出).

V 是数域 P 上的线性空间，设有 V 中的两个元素组

(I)：ααα1,ααα2, · · · ,αααs (I)：βββ1,βββ2, · · · ,βββt

如果 (I)中每个元素都可以由 (II)线性表出，则称元素组 (I)可由元素组 (II)

线性表出.

如果 (I)与 (II)可以互相线性表出，则称元素组 (I)与 (II)等价.

2.线性相关与线性无关

设 V 是数域 P s上的线性空间，ααα1,ααα2, · · · ,αααs是 V 中一组元素，

如果存在 P 中一组不全为零的数 k1, k2, · · · , ks，使的

k1ααα1 + k2ααα2 + · · ·+ ksαααs = 000

则称 ααα1,ααα2, · · · ,αααs线性相关.

如果当且仅当 k1 = k2 = · · · = ks = 0时才成立，则称 ααα1,ααα2, · · · ,αααs 线性无

关.

3.元素组线性相关性的结论

(1)单元素 ααα线性相关⇐⇒ ααα = 000；

(2)如果元素组 ααα1,ααα2, · · · ,αααs 中有一部分元素线性相关，则整个元素组也线

性相关；

(3)元素组ααα1,ααα2, · · · ,αααs(s " 2)线性相关⇐⇒其中至少有一个元是其余元素

的线性组合;

(4)如果元素组 ααα1,ααα2, · · · ,αααs 线性无关，但元素组 ααα1,ααα2, · · · ,αααs，βββ 线性相

关，则 βββ 可由 ααα1,ααα2, · · · ,αααs唯一线性表出；
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(5)如果元素组 ααα1,ααα2, · · · ,αααs 线性无关，且可由 βββ1,βββ2, · · · ,βββt 线性表出，则

s ! t；

(6)两个等价的线性无关的元素组必含有相同个数的元素；

4.判别方法

类比第三章中判断向量组线性相关与线性无关的方法，但由于线性空间张红

的元素是各式各样的，需要根据不同的情形分别处理。一般判别元素组线性相关

常采用以下方法：

方法一 利用定义. 为判断元素组 ααα1,ααα2, · · · ,αααm 的线性相关性，先设

k1, k2, · · · , km ∈ P，使得

k1ααα1 + k2ααα2 + · · ·+ kmαααm = 000

通过比较上式中元素的分量 (对向量或矩阵)、或求导数 (对多项式或函数)等，将

其转化成齐次线性方程组，如果该方程组中只有零解，则元素组线性无关；如果

该方程组有非零解，则元素组线性相关.

方法二 对于有限维 (不妨设为n维)线性空间V 中的一组元素ααα1,ααα2, · · · ,αααm，

先选取 V 的一组基 φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn(一般取 V 中最简单的一组基)，然后求出

αααi = αααi1φφφ1 +αααi2φφφ2 + · · ·+αααinαααn (i = 1, 2, · · · ,m)

即分别求出元素 ααα1,ααα2, · · · ,αααm在基 φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn下的坐标

aaa1 = (a11, a12, · · · , a1n)T, aaa2 = (a21, a22, · · · , a2n)T, · · · , aaam = (am1, am2, · · · , amn)
T

利用同构的结论知元素组 ααα1,ααα2, · · · ,αααm 与 aaa1, aaa2, · · · , aaam 有相同的线性相关性，

这样就将判别元素组的线性相关性问题转化为判别向量组的线性相关性的问题.
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6.4 求元素组的秩与极大无关组

1.秩与极大无关组的概念

设 V 是数域 P 的线性空间，ααα1,ααα2, · · · ,αααs是 V 中的一组元素，如果该元素

中有 r个元素 αααi1 ,αααi2 , · · · ,αααir 线性无关，而任意 r + 1个元素 (如果有的话)线性

相关，则称 r为这个元素组的秩，又称 αααi1 ,αααi2 , · · · ,αααir 是这个元素组的一个极大

线性无关组简称极大无关组.

2.秩与极大无关组的有关结论

(1).每一个不全由零组成的元素组都有极大无关组；

(2).元素组与它的任一极大无关组等价；一个元素组的任意两个极大无关组

等价；

(3).如果元素组 ααα1,ααα2, · · · ,αααs可由 βββ1,βββ2, · · · ,βββt线性表出，则前一个元素组

的秩不超过哦后一元素组的秩;

(4).等价的元素组有相同的秩.

3.求秩与极大无关组的方法

直接利用定义来求线性空间中的一组元素的秩与极大无关组时比较困难的.

对于有限维 (不妨设为 n维)线性空间 V 中的一组元素 ααα1,ααα2, · · · ,αααm，求其秩的

极大无关组通常采用如下方法：

第一步： 选取 V 的一组基 φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn(一般取 V 中结构最简单的一组

基)；

第二步： 求 αααi在该基下的坐标 aaai = (xi1, xi2, · · · , xin)
T(i = 1, 2, · · · ,m)；

第三步： 利用同构映射的结论可知元素组ααα1,ααα2, · · · ,αααm与向量组aaa1, aaa2, · · · , aaam

有相同的线性相关性，从而有相同的秩和对应的极大无关组.这样就将线性空间

中元素组的秩和极大无关组的问题转化为求向量组的秩和极大无关组的问题.
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6.5 求线性 (子)空间的基与维数

1.基与维数的概念

设 V 是数域 P 是的线性空间.如果 V 中有 n个元素 ααα1,ααα2, · · · ,αααn线性无关，

但 V 中没有更多数目的线性无关的元素，则称 V 是 n维线性空间，V 的维数记

为 dimV，又称 ααα1,ααα2, · · · ,αααn是 V 的一组基.设 ααα ∈ V，则 ααα1,ααα2, · · · ,αααn,ααα线性

相关，于是 ααα可由 ααα1,ααα2, · · · ,αααn唯一线性表出

ααα = a1ααα1 + a2ααα2 + · · ·+ anαααn

称系数 a1, a2, · · · , an为 α在基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn下的坐标，记为 (a1, a2, · · · , an)T.如

果在 V 中可以找到任意多个线性无关的元素，则称 V 为无限维线性空间.

2.一些常见的线性空间的基与维数

(1)P n = {(a1, a2, · · · , an) | ai ∈ P (i = 1, 2, · · · , n)} 是 n 维的线性空间，且

εεε1 = (1, 0, · · · , 0),εεε2 = (0, 1, · · · , 0), · · · ,εεεn = (0, 0, · · · , 1)是 P n的一组基.

(2)Pm×n = {AAA = (aij)m×n | aij ∈ P (i = 1, · · · ,m; j = 1, · · · , n)}是 mn维的

线性空间，且

EEEij =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

...

0

0 · · · 0 1 0 · · · 0

0

...

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(i = 1, 2, · · · ,m; j = 1, 2, · · · , n)

即，EEEij 为除第 i行第 j 列元素为 1以外，其余元素均为 0的 m× n阶矩阵，是

Pm×n的一组基.
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(3)P [ t ]n = {a0 + a1t+ · · ·+ an→1t
n→1 | ai ∈ P (i = 0, 1, · · · , n→ 1)}是 n为的

线性空间，且 1, t, · · · , tn→1是 P [ t ]n的一组基.

(4)数域 P 是一元多项式的全体 P [ t ]是无限维线性空间，因为对任意自然

数 N，P [ t ]中的元素组 1, t, t2, · · · , tN 都是线性无关的.

3.生成子空间的基与维数

设 ααα1,ααα2, · · · ,αααs 是线性空间 V 中的一组元素，则 dimL(ααα1,ααα2, · · · ,αααs) =

r{ααα1,ααα2, · · · ,αααs}且元素组ααα1,ααα2, · · · ,αααs的任一极大无关组都是 L(ααα1,ααα2, · · · ,αααs)

的基.

4.子空间基的扩充

设W 是数域 P 上的 n维线性空间 V 的一个m维子空间，ααα1,ααα2, · · · ,αααm是

W 的一组基，则这组元素必可扩充成 V 的一组基，即在 V 中可以找到 n→m个

元素 αααm+1, · · · ,αααn，使得 ααα1, · · · ,αααm,αααm+1, · · · ,αααn是 V 的一组基.

5.求基与维数的方法

求线性 (子)空间的基与维数，应根据不同的情形采用不同的方法.

情形一 线性 (子)空间用集合的形式来描述，即线性 (子)空间 V 表示为

V = {一般元素 |元素所满足的条件}

方法 1 观察法.

(1). 观察找出 V 中一组元素 ααα1,ααα2, · · · ,αααr(这组元素含非零分量越少越好)；

对于元素中可以任意取值的那些分量，分别取其中一个分量为 1其余分量为 0求

得相应的元素组；而对于必须满足给定条件的那些分量，分别取其中两个分量为

满足条件的非零数二取其余分量为 0，求得相应的元素组.

(2) 证明 ααα1,ααα2, · · · ,αααr 线性无关且 V 中任意元素可由它们线性表出，则

ααα1,ααα2, · · · ,αααr 是 V 的一组基，且 V 是 r维线性空间.

方法 2 代入法.
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将所给条件代入元素中并整理，使 V 中的一般元素通过有限个确定的元素

来表示，从而得到 V 的基.

注：观察法与代入法适用于元素所满足的条件较少的线性空间，一般是给定

一个条件时采用.

方法 3 联立求解集合的元素所满足的条件得到齐次线性方程组，求该方程

组的基础解系，相应地得到线性 (子)空间的基.

注：上述方法中中的方程组应涉及到所有的分量，未出现的分量应认为其系

数为 0.

情形二 如果 V 是有元素组 ααα1,ααα2, · · · ,αααm 生成的线性空间，则求元素

组 ααα1,ααα2, · · · ,αααm的秩和极大无关组即得到 V 的维数和基.

情形三 如果已知 V 是 r为线性空间，任取 V 中 r各线性无关的元素都

构成 V 的基.

6.6 求子空间的交与和的基与维数

1.子空间的和

设W1与W2是线性空间 V 的两个子空间，集合 {ααα1+ααα2 | ααα1 ∈ W1,ααα2 ∈ W2}，

称为W1与W2的和，记为W1 +W2.

2.子空间的和的有关结论

(1)设W1与W2是线性空间 V 的两个子空间，则W1 +W2也是 V 的子空间；

(2)设W1,W2,W3是线性空间 V 的子空间，则

W1 +W2 = W2 +W1, (W1 +W2) +W3 = W1 + (W2 +W3)

(3)设W1与W2是线性空间 V 的两个子空间，则

dimW1 + dimW2 = dim(W1 +W2) + dim(W1 ∩W2)
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(4) 如果 n 维线性空间 V 的两个子空间 W1 与 W2 的维数之和大于 n，则

W1,W2必含有非零的公共元素.

3.求子空间的交与和的基与维数的方法

设W1 与W2 是线性空间 V 的子空间，求W1 +W2 与W1 ∩W2 的基与维数

的方法如下：

(1)求W1 +W2的基与维数

将W1与W2用生成子空间来表示，即W1 = L(ααα1,ααα2, · · · ,αααs),W2 = L(βββ1,βββ2, · · · ,βββt)，

此时易知

W1 +W2 = L(ααα1,ααα2, · · · ,αααs,βββ1,βββ2, · · · ,βββt)

可见求 W1 +W2 的基与维数转化为求元素组 ααα1,ααα2, · · · ,αααs,βββ1,βββ2, · · · ,βββt 的极大

无关组与秩；

(2)求W1 ∩W2的基与维数

设 ααα ∈ W1 ∩W2，即 ααα ∈ W1且 ααα ∈ W2，于是

ααα = k1ααα1 + k2ααα2 + · · ·+ ksαααs = l1βββ1 + l2βββ2 + · · ·+ ltβββt

从而

k1ααα1 + k2ααα2 + · · ·+ ksαααs → l1βββ1 → l2βββ2 → · · ·→ ltβββt = 000

可见问题转化为确定满足上述条件的 k1, k2, · · · , ks和 l1, l2, · · · , lt.

注：有时也可以利用子空间的维数公式：dimW1+dimW2 = dim(W1+W2)+

dim(W1 ∩W2)求解子空间的交与和的基与维数.

6.7 求过渡矩阵及坐标

1.过渡矩阵的概念
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设 V 是数域 P 上的 n为线性空间，ααα1,ααα2, · · · ,αααn和 βββ1,βββ2, · · · ,βββn是 V 的两

组基，它们之间的关系式
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

βββ1 = c11ααα1 + c21ααα2 + · · ·+ cn1αααn

βββ2 = c12ααα1 + c22ααα2 + · · ·+ cn2αααn

· · · · · · · · · · · ·

βββn = c1nααα1 + c2nααα2 + · · ·+ cnnαααn

称为基变换公式.基变换公式可形式地写为

(βββ1,βββ2, · · · ,βββn) = (ααα1,ααα2, · · · ,αααn)CCC

其中CCC = (cij)n×n称为由基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn到 βββ1,βββ2, · · · ,βββn的过渡矩阵.

2.过渡矩阵的有关结论

(1)过渡矩阵都是可逆的；

(2)如果由基ααα1,ααα2, · · · ,αααn到βββ1,βββ2, · · · ,βββn的过渡矩阵为CCC，则由基βββ1,βββ2, · · · ,βββn

到 ααα1,ααα2, · · · ,αααn的过渡矩阵是CCC→1.

3.坐标变换公式

设 V 是数域 P 上的 n 维线性空间，CCC 是由 V 的基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn 到基

βββ1,βββ2, · · · ,βββn的过渡矩阵，则V 中元素ααα在基ααα1,ααα2, · · · ,αααn下的坐标 (x1, x2, · · · , xn)
T

和在基 βββ1,βββ2, · · · ,βββn下的坐标 (y1, y2, · · · , yn)T满足关系式
⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= CCC

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

y1

y2

...

yn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

或

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

y1

y2

...

yn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= CCC→1

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

称之为坐标变换公式.

4.求过渡矩阵的方法
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情形一： 两组基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn和 βββ1,βββ2, · · · ,βββn均已知.

第一步： 取 V 的一组简单基 φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn，直接写出

(ααα1,ααα2, · · · ,αααn) = (φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn)AAA, (βββ1,βββ2, · · · ,βββn) = (φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn)BBB

注：在线性空间 Pm×n中一般取简单基为EEEij(i = 1, 2, · · · ,m; j = 1, 2, · · · , n);

在线性空间 P n中一般取简单基为 εεε1,εεε2, · · · ,εεεn;

在线性空间 P [ t ]n中一般取简单基为 1, t, t2, · · · , tn→1;

第二步： 求出由基ααα1,ααα2, · · · ,αααn到基βββ1,βββ2, · · · ,βββn的过渡矩阵CCC = AAA→1BBB;

或由基 βββ1,βββ2, · · · ,βββn到基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn的过渡矩阵DDD = BBB→1AAA.

情形二： 两组基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn 和 βββ1,βββ2, · · · ,βββn 之间的关系已知 (但两

组基均不知).

根据所给关系直接写出基变换公式

(βββ1,βββ2, · · · ,βββn) = (ααα1,ααα2, · · · ,αααn)CCC 或 (ααα1,ααα2, · · · ,αααn) = (βββ1,βββ2, · · · ,βββn)DDD

再求所要求的过渡矩阵.

情形三： 已知两组基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn和 βββ1,βββ2, · · · ,βββn中某一组.

不妨设已知基ααα1,ααα2, · · · ,αααn.又已知某一元素在两组基下坐标 (x1, x2, · · · , xn)
T

和 (y1, y2, · · · , yn)T之间的关系.此时根据所给关系直接写出坐标变换公式
⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= CCC

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

y1

y2

...

yn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

或

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

y1

y2

...

yn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= CCC

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

从而求出所需的过渡矩阵，又可根据相应的基变换公式求出另一组基.

5.求元素坐标的方法

情形一 已知该元素，求其在某组基下的坐标时，采用定义，设出其坐

标，再列方程组求解；
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情形二 已知元素在一组基下的坐标，求其在另一组基下的坐标时可利

用坐标变换公式；

情形三 已知两组基之间的过渡矩阵 CCC，求在两组基下有相同坐标的元

素时，先求解齐次线性方程组 (CCC →EEE)xxx = 000的解 xxx，以其为坐标，求得所需的元

素.

6.8 子空间直和的判定与证明

1.直和的概念

设W1与W2是线性空间 V 的两个子空间，如果W1与W2的和

W1 +W2 = {ααα | ααα = ααα1 +ααα2,ααα1 ∈ W1,ααα2 ∈ W2}

中每一个元素 ααα的分解是唯一的，则称这个和为直和，记为W1 ⊕W2.

2.直和的充分必要条件

设 V 是数域 P 上的线性空间，W1与W2是 V 的子空间，则下列条件等价：

(1)W1 +W2是直和；

(2)零元素的分解式是唯一的，即如果 000 = ααα1 +ααα2, ααα1 ∈ W1,ααα2 ∈ W2，则

只有 ααα1 = ααα2 = 000;

(3)W1 ∩W2 = {000}；

3.线性空间的直和分解

设U是线性空间V 的一个子空间，则必存在V 的子空间W，使得V = U⊕W .

4.判定与证明直和的方法

在判定两个子空间 W1 与 W2 的和是直和时，应熟练应用直和的等价条件，

特别是W1 ∩W2 = {000}或 dim(W1 +W2) = dimW1 + dimW2.

如果要证明线性空间 V 可以分解为子空间W1与W2的直和时，
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6.9 线性空间同构的判定与证明

先任取 ααα ∈ V 证明

ααα = ααα1 +ααα2, ααα1 ∈ W1,ααα2 ∈ W2

则有 V = W1 +W2(这一步有一定的技巧性)，

再任取 βββ ∈ W1 ∩W2证明 βββ = 000，则有W1 ∩W2 = {000}.

于是 V = W1 ⊕W2.

6.9 线性空间同构的判定与证明

1.同构的概念

设 V 是 V
′ 是数域 P 上的两个线性空间，如果可以建立由 V 到 V

′ 的双射 σ，

且对任意 ααα,βββ ∈ V 和 k ∈ P 有

σ(ααα + βββ) = σ(ααα) + σ(βββ), σ(kααα) = kσ(ααα)

则称 σ为同构映射，而称线性空间 V 与 V
′ 同构.

2.同构映射的有关结论

设σ是数域P上线性空间V 到V
′的同构映射，ααα1, · · · ,αααs,ααα ∈ V, k1, k2, · · · , ks ∈

P.则：

(1)σ(000) = 000
′
(000

′ 是 V
′ 的零元素)，σ(→ααα) = →σ(ααα)；

(2)σ(k1ααα1 + k2ααα2 + · · ·+ ksαααs) = k1σ(ααα1) + k2σ(ααα2) + · · ·+ ksσ(αααs)；

(3)ααα1,ααα2, · · · ,αααs线性相关⇐⇒ σ(ααα1),σ(ααα2), · · · ,σ(αααs)线性相关；

(4)如果 W 是 V 的子空间，则 σ(W ) = {σ(ααα) | ααα ∈ W}是 σ(V )的子空间，

且W 与 σ(W )的维数相等；

(5)同构映射的逆映射及两个同构映射的乘积还是同构映射.

3.同构线性空间的有关结论

(1)同构的线性空间具有反身性、对称性与传递性；
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6.9 线性空间同构的判定与证明

(2)数域 P 上任一 n维线性空间 V 都与 P n 同构.取定 V 的基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn

后，对任意 ααα ∈ V 有 ααα = a1ααα1 + a2ααα2 + · · ·+ anαααn，则 σ(ααα) = (a1, a2, · · · , an)就

是 V 到 P n的一个同构映射;

(3)数域 P 上两个有限维线性空间同构⇐⇒它们有相同的维数.

4.同构的判定方法

要判定两个线性空间同构时，需要找到它们之间的同构映射；而当两个线性

空间都是有限维时，也可通过它们的维数是否相等来判定同构.

126



第七章 线性变换

本章主要介绍线性映射、线性变换与矩阵，特征值、特征向量，矩阵的对角

化与矩阵的幂，线性变换的值域、核与逆，不变子空间、Jordan标准形、最小多

项式与特征多项式。

7.1 线性变换的判定与证明

1.线性变换的概念

设 V 是数域 P 上的线性空间，A 是 V 上的一个变换，如果对任意 ααα,βββ ∈ V

和 k ∈ P 都有

A (ααα + βββ) = A (ααα) + A (βββ), A (kααα) = kA (ααα)

则称 A 为 V 的一个线性变换.

特别地，E (ααα) = ααα,O(ααα) = 000, ⇒ααα ∈ V，分别称为 V 中的恒等变换 (单位变

换)及零变换，都是 V 的线性变换.

注：A 是线性变换⇐⇒ A (kααα+lβββ) = kA (ααα)+lA (βββ), ⇒ααα,βββ ∈ V, k, l ∈ P.

2.线性变换的基本性质

设 V 是数域 P 上的线性空间，A 是 V 上的线性变换：

(1)A (000) = 000, A (→ααα) = →A (ααα);

(2)线性变换保持线性组合与线性关系式不变，即若 βββ = k1ααα1 + k2ααα2 + · · ·+

ksαααs，则

A (βββ) = k1A (ααα1) + k2A (ααα2) + · · ·+ ksA (αααs)



7.2 求线性变换的矩阵

又若 ααα1,ααα2, · · · ,αααs之间有一线性关系 k1ααα1 + k2ααα2 + · · ·+ ksαααs = 000，则它们的象

之间也有同样的关系

k1A (ααα1) + k2A (ααα2) + · · ·+ ksA (αααs) = 000

(3)线性变换把线性相关的元素组变成线性相关的元素组.

注：(a).利用 A (000) ↔= 000可知 A 不是线性变换.

(b). 线性变换可能把线性无关的元素组变成线性相关的元素组. 如零变

换就是这样的，但如果线性变换是一个单射，则它把线性无关的元素组变成线性

无关的元素组.

要证明数域 P 上线性空间 V 的变换 A 是线性变换，必须对任意 ααα,βββ ∈ V

和数域 P 中任意的数 k有

A (ααα+βββ) = A (ααα)+A (βββ), A (kααα) = kA (ααα) 或 {A (kααα+lβββ) = kA (ααα)+lA (βββ)}

要证明 A 不是线性变换，只须指出上述两条中有一条不成立即可，此时可

以取 V 中特殊的元素说明.特别地，如果 A 不能将零元素变成零元素，则 A 必

不是线性变换.

7.2 求线性变换的矩阵

1.线性变换的矩阵

设 V 是数域 P 上的 n维线性空间，ααα1,ααα2, · · · ,αααn是 V 的一组基.

(1)如果 V 的线性变换 A 与B在基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn上的作用相同，即

A (αααi) = B(αααi) (i = 1, 2, · · · , n)

则 A = B.
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7.2 求线性变换的矩阵

(2)对 V 中任意一组元素 βββ1,βββ2, · · · ,βββn，存在唯一的线性变换 A 使

A (αααi) = βββi (i = 1, 2, · · · , n)

(3)设 A 是 V 的线性变换，基的像可以被基线性表出
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A (ααα1) = a11ααα1 + a21ααα2 + · · ·+ an1αααn

A (ααα2) = a12ααα1 + a22ααα2 + · · ·+ an2αααn

· · · · · · · · · · · ·

A (αααn) = a1nααα1 + a2nααα2 + · · ·+ annαααn

用乘法矩阵形式表示为

A (ααα1,ααα2, · · · ,αααn) = (A (ααα1),A (ααα2), · · · ,A (αααn)) = (ααα1,ααα2, · · · ,αααn)AAA

其中

AAA =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... ...

an1 an2 · · · ann

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

矩阵AAA称为 A 在基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn下的矩阵.

2.线性变换在不同基下的矩阵

设 V 是数域 P 上的 n维线性空间，ααα1,ααα2, · · · ,αααn和 βββ1,βββ2, · · · ,βββn是 V 的两

组基本，且 (βββ1,βββ2, · · · ,βββn)=(ααα1,ααα2, · · · ,αααn)PPP .

又设 V 的线性变换A 在基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn下的矩阵为AAA，在基 βββ1,βββ2, · · · ,βββn

下的矩阵为BBB，即

A (ααα1,ααα2, · · · ,αααn) = (ααα1,ααα2, · · · ,αααn)AAA, A (βββ1,βββ2, · · · ,βββn) = (βββ1,βββ2, · · · ,βββn)BBB

则BBB = PPP→1APAPAP
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7.3 线性变换的运算及相应的矩阵

即同一线性变换在不同基下的矩阵是相似的，且相似变换阵恰为两组基之间

的过渡矩阵.

在有限维线性空间中，求出线性变换在某组基下的矩阵后，不仅建立了线性

变换与矩阵的对应，而且这个对应还能保证线性变换的和、数乘、乘积分别对应

矩阵的和、数乘、乘积；可逆变换对应可逆矩阵、逆变换对应逆矩阵等，这就为

我们用矩阵方法来研究线性变换提供了依据.

7.3 线性变换的运算及相应的矩阵

设 V 是数域 P 上的线性空间，A ,B是 V 的两个线性变换.

1.线性运算

(1)A 与B的和定义为 (A + B)(ααα) = A (ααα) + B(ααα) (ααα ∈ V );

(2)P 中的数 k与 A 的数量乘法定义为 (kA )(ααα) = kA (ααα) (ααα ∈ V )；

(3)A 的负变换 →A 定义为 (→A )(ααα) = →A (ααα) (ααα ∈ V )；

(4)线性空间 V 上线性变换的全体，对于上述定义的加法与数量乘法运算构

成数域 P 上的线性空间，即

1!A + B仍是线性变换；

2!kA 仍是线性变换；

3!A + B = B + A；

4!(A + B) + C = A + (B + C )；

5!A + O = A；

6!A + (→A ) = O；

7!1A = A ;

8!k(lA ) = (kl)A；

9!(k + l)A = kA + lA；
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7.3 线性变换的运算及相应的矩阵

10!k(A + B) = kA + kB；

特别地：(→1)A = →A .

2.乘法

(1)A 与B的乘积 A B定义为 (A B)(ααα) = A (B(ααα)) (ααα ∈ V )

(2)线性变换的乘积满足如下性质及运算律：

1!A B仍是线性变换；

2!(A B)C = A (BC )；

3!A (B + C ) = A B + A C , (B + C )A = BA + C A ;

4!k(A B) = (kA )B = A (kB)；

5!E A = A E = A .

注：乘法交换律一般不成立，即一般地 A B ↔= BA .

3.逆变换

(1)对线性变换 A，如果存在 V 的变换 C 使得

A C = C A = E

则称 A 是可逆的，并称 C 是 A 的逆变换，记为 A →1.

(2)如果线性变换 A 可逆，则 A →1也是线性变换.

(3)线性变换 A 可逆⇐⇒ A 是双射.

4.方幂与多项式

(1)n个 (n是正整数)线性变换 A 的乘积称为 A 的 n次幂，记为 A n，则

A n = A A · · ·A︸ ︷︷ ︸
k个

规定 A 0 = E .当线性变换 A 可逆时，规定 A →n = (A →1)n.

(2)设 f(x) = amx
m + · · · + a1x + a0 ∈ P [ x ]，定义 f(A ) = amA m + · · · +

a1A + a0E 称之为线性变换 A 的多项式.
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7.4 求线性变换的值域与核

(3)方幂运算有如下的运算律：

1!A mA n = A m+n, (A m)n = A mn, (m,n是整数)；

2!一般来说 (A B)n ↔= A nBn.

(4)如果 f(x), g(x) ∈ P [ x ]，且 h(x) = f(x) + g(x), p(x) = f(x)g(x)，则

h(A ) = f(A ) + g(A ), p(A ) = f(A )g(A )

特别地：f(A )g(A ) = g(A )f(A ).

5.线性变换运算的矩阵

设 V 的线性变换 A 与B在基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn下的矩阵分别是AAA与BBB，则：

(1)A + B在基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn下的矩阵为AAA+BBB；

(2)kA 在基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn下的矩阵为 kAAA (k ∈ P )；

(3)A B在基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn下的矩阵为ABABAB；

(4)A 可逆⇐⇒ AAA可逆，且 A [ → 1]在基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn下的矩阵为AAA→1.

(5) 设 ααα ∈ V 在 ααα1,ααα2, · · · ,αααn 下的坐标为 (x1, x2, · · · , xn)
T，则 A (ααα) 在基

ααα1,ααα2, · · · ,αααn下的坐标 (y1, y2, · · · , yn)T满足：
⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

y1

y2

...

yn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= AAA

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

求线性变换之和、乘积及逆变换等可直接根据定义，可分别求出所给线性变换在

某组基下的矩阵，将问题转化为相应矩阵的运算.

7.4 求线性变换的值域与核

1.矩阵的值域与核
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7.4 求线性变换的值域与核

设AAA是数域 P 上的m× n矩阵，将AAA分别按列及行分块为

AAA = (ααα1,ααα2, · · · ,αααn) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

βββT
1

βββT
2

...

βββT
m

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

其中 αααi(i = 1, 2, · · · , n)是 AAA的第 i个列向量，βββj(j = 1, 2, · · · ,m)是 AAA的第 j 个

行向量的转置，则称由AAA列向量组 ααα1,ααα2, · · · ,αααn 生成的 Pm 的子空间为AAA的列

空间或值域，记为 R(AAA)，即

R(AAA) = L(ααα1,ααα2, · · · ,αααn)

而称由 AAA的行向量的转置向量组 βββ1,βββ2, · · · ,βββm 生成的 P n 的子空间为 AAA的行空

间，记为 R(AAAT)，即

R(AAAT) = L(βββ1,βββ2, · · · ,βββm)

又称集合 N(AAA) = {xxx | AxAxAx = 000,xxx ∈ P n}为AAA的核或零空间，显然 N(AAA)是齐

次线性方程组AxAxAx = 000的解空间，它是 P n的子空间.

而称集合 N(AAAT) = {yyy | AAATyyy = 000, yyy ∈ Pm}为AAA的左零空间.它是 Pm的子空

间.

2.矩阵的值域与核的结果

(1)R(AAA) = {AxAxAx | xxx ∈ P n},R(AAAT) = {AAATyyy | yyy ∈ Pm}；

(2)dimR(AAA) = r(AAA) , dimR(AAAT) = r(AAA) , dimN(AAA) = n→r(AAA) , dimN(AAAT) =

m→ r(AAA)；

(3)AAA的列向量组ααα1,ααα2, · · · ,αααn的极大无关组是 R(AAA)的基，而齐次线性方程

组AxAxAx = 000的基础解系是 N(AAA)的基.

(4)AAA 的行向量组的转置向量组 βββ1,βββ2, · · · ,βββm 的极大无关组是 R(AAAT) 的基，
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7.4 求线性变换的值域与核

而齐次线性方程组AAATyyy = 000的基础解系是 N(AAAT)的基.

3.线性变换的值域与核

设 V 是数域 P 上的线性空间，A 是 V 的线性变换，由 A 的全体像组成的

集合称为 A 的值域，记为 A (V )或 R(A )，即

A (V ) = {A (ααα) | ααα ∈ V }

所有被 A 变成零元素的元素组成的集合称之为 A 的核，记为 A →1(000)或 N(A )，

即

A →1(000) = {ααα | A (ααα) = 000, ααα ∈ V }

4.线性变换的值域与核的有关结果

设 V 是数域 P 上的 n维线性空间,A 是 V 的一个线性变换.

(1)A (V )与A →1(000)都是 V 的子空间，称A (V )的维数为A 的秩，称A →1(000)

的维数为 A 的零度.

(2)取V 的一组基AAA = (ααα1,ααα2, · · · ,αααn)，则A (V ) = L(A (ααα1),A (ααα2), · · · ,A (αααn)).

(3)若 A 在基AAA = (ααα1,ααα2, · · · ,αααn)下的矩阵为AAA，则 A 的秩 = r(AAA).

(4)A 的秩 +A 的零度 = n.

5.线性变换的值域与核的求法

设 V 是数域 P 上的 n维线性空间，A 是 V 的线性变换，求A (V )与A →1(000)

常采用如下两种方法：

方法1 取V 的一组基AAA = (ααα1,ααα2, · · · ,αααn)，由于A (V ) = L(A (ααα1),A (ααα2), · · · ,A (αααn))，

所以只要求得基象组 A (ααα1),A (ααα2), · · · ,A (αααn)，再求其秩与一个极大线性无关

组，即得到 A (V )的维数和基；设 ααα ∈ A →1(000)，根据 A (ααα) = 000来确定 A →1(000)

的维数和基.

方法 2 求 A 在基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn下的矩阵AAA，则 A 的秩就等于AAA的秩，
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7.5 求线性变换的特征值与特征向量

且由于 A (αααi)在基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn 下的坐标恰为 AAA的第 i个列向量，利用同构可

知，AAA的列向量组的极大线性无关组对应 A (ααα1),A (ααα2), · · · ,A (αααn)的极大无关

组，从而可确定 A (V )的基.

又设 ααα ∈ A →1(000)，则由 A (ααα) = 000 知，ααα 在基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn 下的坐标

xxx = (x1, x2, · · · , xn)
T 恰为齐次方程组 AxAxAx = 000的解向量，从而 A →1(000)的维数等

于 n→ r(AAA)，且AxAxAx = 000的基础解系就是 A →1(000)在基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn下的坐标.

7.5 求线性变换的特征值与特征向量

1.线性变换的特征值与特征向量

设 A 是数域 P 上线性空间 V 的一个线性变换，如果存在 P 中一个数 λ和

V 中非零元素 ααα，使得

A (ααα) = λααα

则称 λ为 A 的一个特征值，称 ααα为 A 的属于特征值 λ的特征向量.

2.求有限维线性空间上线性变换的特征值与特征向量

设 V 是数域 P 上的 n维线性空间，A 是 V 中的线性变换，求 A 的特征值

与特征向量的步骤如下：

第一步： 取 V 的一组基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn，求 A 在该基下的矩阵AAA；

第二步： 求矩阵 AAA 在数域 P 中的特征值 λ 及相应的特征向量 xxx =

(x1, x2, · · · , xn)
T；

第三步： AAA的特征值 λ就是A 的特征值，而A 对应特征值 λ的特征向量

为 ααα = x1ααα1 + x2ααα2 + · · ·+ xnαααn.

3.特征子空间
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7.6 化简线性变换的矩阵

(1)由 A 的属于特征值 λ的全部特征向量，再添上零元素构成的集合

Vλ = {ααα | A (ααα) = λααα, ααα ∈ V }

构成 V 的一个子空间，称为 A 的一个特征子空间.

(2)A 的特征子空间 Vλ 的维数等于 A 的属于特征值 λ的线性无关特征向量

的最大个数.

7.6 化简线性变换的矩阵

1.线性变换的矩阵可对角化的条件

设 A 是数域 P 上 n维线性空间 V 的一个线性变换，A 的矩阵可以在某一

组基下的对角阵有下列条件：

(1).(充分必要条件)A 有 n个线性无关的特征向量；

(2).(充分必要条件)设A 的全部互异的特征值为 λ1,λ2, · · · ,λs，则A 的特征

子空间 Vλ1 , Vλ2 , · · · , Vλs 的维数之和等于 n;

(3)(充分条件)A 在数域 P 中有 n个不同的特征值.

2.化简线性变换的矩阵的方法

n维线性空间 V 的线性变换 A 在 V 的不同基下的矩阵是相似，因此可以利

用矩阵相似变换的有关结果使 A 在 V 的某组基下的矩阵具有比较简单的形式，

如为对角矩阵或 Jordan标准形，化简线性变换矩阵的具体步骤如下：

第一步 取 V 的一组基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn求 A 在该基下的矩阵AAA.

第二步 求可逆矩阵 PPP，使 PPP→1APAPAP 为 Jordan标准形 JJJ 或对角矩阵 ΛΛΛ.

第三步 由 (βββ1,βββ2, · · · ,βββn) = (ααα1,ααα2, · · · ,αααn)PPP 求出 V 的基 βββ1,βββ2, · · · ,βββn，

则 A 在这组基下的矩阵为 JJJ 或 ΛΛΛ.
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7.7 不变子空间的判定与证明

7.7 不变子空间的判定与证明

1.矩阵的不变子空间

设AAA是数域 P 上的 n阶方阵，W 是 P n的子空间，如果对任意 xxx ∈ W 都有

AxAxAx ∈ W ,则称W 是AAA的不变子空间.

2.常见的矩阵不变子空间

矩阵AAA的值域 R(AAA)与 N(AAA)都是AAA的不变子空间.设 λ是AAA的特征值，则

AAA关于 λ的特征子空间 Vλ = {xxx | AxAxAx = λxxx,xxx ∈ P n}是AAA的不变子空间.

3.线性变换的不变子空间

设 A 是数域 P 上线性空间 V 的线性变换，W 是 V 的子空间.如果对任意

ααα ∈ W 都有 A (ααα) ∈ W，则称W 是 A 的不变子空间，简称为 A →子空间.

4.常见的线性变换不变子空间

设 A 是数域 P 上线性空间 V 的线性变换，则：

(1)V 与 {000}是 A 的不变子空间；

(2)A (V )与 A →1(000)是 A 的不变子空间；

(3)A 的特征子空间 Vλ = {ααα | A (ααα) = λααα,ααα ∈ V }是 A 的不变子空间；

(4)A 的不变子空间的交与和还是 A 的不变子空间.

5.不变子空间与线性变换的矩阵的化简

(1)设 V 是数域 P 上的 n为线性空间，A 是 V 的线性变换，W 是 V 的子

空间且是 A 的不变子空间.取W 的基 ααα1,ααα2, · · · ,αααk，并把它扩充成 V 的一组基

ααα1, · · · ,αααk,αααk+1, · · · ,αααn，则 A 在该基下的矩阵为
⎛

⎜⎜⎝
AAA1 AAA2

OOO AAA3

⎞

⎟⎟⎠

其中 k 阶矩阵 AAA1 是将 A 看成 W 上的线性变换时在 W 的基 ααα1, · · · ,αααk 下的矩
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7.7 不变子空间的判定与证明

阵.

(2)如果 n维线性空间 V 可以分解成若干个线性变换 A 的不变子空间的直

和 V = W1 ⊕W2 ⊕ · · ·⊕Ws，取Wi的基 αααi1,αααi2, · · · ,αααiri(i = 1, 2, · · · , s)，把它们

合起来构成 V 的一组基

ααα11,ααα12, · · · ,ααα1r1 ,ααα21,ααα22, · · · ,ααα2r2 , · · · ,αααs1,αααs2, · · · ,αααsrs

则 A 在该基下的矩阵为准对角矩阵
⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

AAA1

AAA2

. . .

AAAs

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

其中 ri 接矩阵 AAAi 是将 A 看成 Wi 的线性变换时在 Wi 的基 αααi1, · · · ,αααiri 下的矩

阵.

(3)设 V 是数域 P 上的 n为线性空间，A 是 V 的线性变换.如果 A 的特征

多项式 f(λ)可分解为一次因式的乘积，即

f(λ) = (λ→ λ1)
r1(λ→ λ2)

r2 · · · (λ→ λs)
rs

则 V 可以按特征值的分解成不变子空间的直和 V = W1 ⊕W2 ⊕ · · ·⊕Ws，其中

Wi = {ααα | (A → λiE )ri(ααα) = 000, ααα ∈ V } (i = 1, 2, · · · , s)

6.不变子空间的判定与证明方法

不变子空间的判定与证明主要根据定义，即对子空间 W 的任意元素 ααα，推

证出 A (ααα) ∈ W，则W 是线性变换 A 的不变子空间.

特别地，如果W = L(ααα1,ααα2, · · · ,αααs)，则W 是A 的不变子空间⇐⇒ A (αααi) ∈

W (i = 1, 2, · · · , s).

138



第八章 λ-矩阵

本章主要介绍 λ→矩阵的标准形，矩阵相似的条件，行列式因子、不变因子、

初等因子与矩阵的 Jordan标准形，以及矩阵的有理标准形。

8.1 λ-矩阵的有关概念与计算

1.λ→矩阵的概念

(1)设 P 是一个数域，aij(λ) (i = 1, 2, · · · ,m; j = 1, 2, · · · , n)为数域 P 上的

多项式，称形如

AAA(λ) = (aij(λ)m×n) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11(λ) a12(λ) · · · a1n(λ)

a21(λ) a22(λ) · · · a2n(λ)

... ... ...

an1(λ) an2(λ) · · · ann(λ)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

的矩阵为数域 P 上的一个 m × n多项式矩阵，简称 λ→矩阵.当 m = n时，称

AAA(λ)为 n阶 λ→矩阵.

(2)λ→矩阵可以进行加、减、乘及多项式乘以矩阵的运算，其运算法则与数

字矩阵的相应运算法则相同,并有类似的运算性质.λ→ 矩阵也有子式的概念，并

且 n阶 λ→矩阵还可以有行列式、余子式、代数余子式及伴随矩阵等.

(3)如果 λ→矩阵中有一个 r 阶子式不为零，而所有 r + 1阶子式 (如果有的

话)全为零，则称 λ→矩阵的秩为 r.如果 s× n的 λ→矩阵的秩为 s，则称它是行

满秩的；如果秩为 n，则称它为列满秩的；如果 n阶 λ→矩阵的秩为 n，则称它

是满秩的.



8.1 λ-矩阵的有关概念与计算

注：(a).λ→矩阵的子式是 λ的多项式.一个 λ的多项式等于零是指任意数都

是他的根，即它的系数都是零，这时常说它恒为零.任意 n次多项式只能有 n个

根，所以它不恒等于零.

(b).对于 n阶矩阵 AAA，由于 |λEEE →AAA|是 λ的 n次多项式，所以 AAA的特

征矩阵 λEEE →AAA的秩为 n，也就是说不论AAA是否非退化，λEEE →AAA总是满秩的.

2.λ→矩阵的逆矩阵

(1)设AAA(λ)是 n阶 λ→矩阵，如果存在 n阶 λ→矩阵BBB(λ)，使得

AAA(λ)BBB(λ) = BBB(λ)AAA(λ) = EEE

则称AAA(λ)是可逆的，又称BBB(λ)是AAA(λ)的逆矩阵.可逆 λ→矩阵AAA(λ)的逆矩阵

是唯一的，记为AAA→1(λ).

(2)n阶 λ→矩阵AAA(λ)可逆⇐⇒ |AAA(λ)|是一个非零的数.当AAA(λ)可逆时，其

逆矩阵为

AAA→1(λ) =
1

|AAA(λ)|A
AA∗(λ)

其中AAA∗(λ)是AAA(λ)的伴随矩阵.

注：在数字矩阵中，n 阶矩阵 AAA 可逆 ⇐⇒ |AAA|↔= 0( 或 AAA 满秩). 当 λ→ 矩阵

AAA(λ)可逆矩时，必有 |AAA(λ)|↔= 0，即 AAA(λ)是满秩的.但满秩的 λ→矩阵不一定是

可逆的，因为满秩 λ→矩阵的行列式可以是不恒为零的 λ的多项式；只有当它的

行列式为非零的数 (即零次多项式)时，才是可逆的.

3.λ→矩阵的初等变换

对 λ→矩阵进行的以下三种变换分别称为 λ→矩阵的初等行 (列)变换：

(1)交换两行 (列)；

(2)以非零常数 k乘某一行 (列)，其中 k ∈ P；

(3)某一行 (列)加另一行 (列)的 ϕ(λ)倍，其中 ϕ(λ)是 λ的多项式.
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8.1 λ-矩阵的有关概念与计算

注：由于在 λ→矩阵的第二类初等变换中，不允许用非常数的多项式乘或除

某一行 (列)，这导致了 λ→矩阵的初等变换与数字矩阵的初等变换在性质上很不

相同 (如标准形).

4.初等 λ→矩阵

由 n阶单位矩阵EEE经过一次 λ→矩阵的初等变换得到的矩阵称为初等 λ→矩

阵，共三类：

(1)PPP (i, j)→→交换EEE 的 i, j 两行 (列)所得的初等 λ→矩阵；

(2)PPP (i(k))→→用 k ↔= 0乘EEE 的第 i行 (列)所得的初等 λ→矩阵；

(3)PPP (i, j(ϕ(λ))) →→将 EEE 的第 i行加上第 j 行的 ϕ(λ)倍 (或第 j 列加上第 i

列的 ϕ(λ)倍)所得的初等 λ→矩阵.

5.初等 λ→矩阵的性质

(1)初等 λ→矩阵都是可逆的，且其逆矩阵仍是同类的初等 λ→矩阵，即

|PPP (i, j)|= →1, |PPP (i(k))|= k ↔= 0, |PPP (i, j(ϕ(λ)))|= 1

PPP→1(i, j) = PPP (i, j), PPP→1(i(k)) = PPP (i(
1

k
)), PPP→1(i, j(ϕ(λ))) = PPP (i, j(→ϕ(λ)))

(2)对一个 m × n的 λ→矩阵 AAA(λ)作一次初等行变换就相当于在 AAA(λ)的左

边乘上相应的 m 阶初等 λ→ 矩阵；对 AAA(λ) 作一次初等列变换就相当于在 AAA(λ)

的右边乘上相应的 n阶初等 λ→矩阵.

(3)λ→矩阵可逆⇐⇒它可以表成一系列初等 λ→矩阵的乘积.

6.λ→矩阵的等价

如果 λ→ 矩阵 AAA(λ) 可以经过有限次的 λ→ 矩阵的初等变换成 BBB(λ)，则称

AAA(λ)与BBB(λ)等价.

等价是 λ→矩阵之间的一种关系，这个关系具有下列三个性质：

(1)反身性：每一个 λ→矩阵与自身等价；
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8.2 求 λ-矩阵的行列式因子

(2)对称性：如果AAA(λ)与BBB(λ)等价，则BBB(λ)与AAA(λ)等价；

(3)传递性：如果 AAA(λ)与 BBB(λ)等价，BBB(λ)与 CCC(λ)等价，则 AAA(λ)与 CCC(λ)

等价.

7.λ→矩阵与数字矩阵的联系与区别

(1)λ→矩阵的加法、、数乘、乘法、转置等的运算律与数字矩阵相应的运算律

相同.

(2)对于 n阶 λ→矩阵的行列式，相应于数字方阵行列式的有关性质应修改

为：

1!某一行 (列)的公因式 ϕ(λ)(ϕ(λ)是 λ的多项式)可以提到行列式外；

2!某一行 (列)加上另一行 (列)对应元素的 ϕ(λ)倍，行列式的值不变.

(3)行列式为数的 λ→矩阵不一定是数字矩阵.

例如，λ→矩阵

⎛

⎜⎜⎝
λ →λ

→λ λ

⎞

⎟⎟⎠和

⎛

⎜⎜⎝
λ→ 1 λ

λ λ+ 1

⎞

⎟⎟⎠的行列式分别为 0和-1.

(4)满秩的 λ→矩阵 (行列式为不恒为零的多项式)不一定可逆，但可逆的 λ→

矩阵 (行列式为非零数)一定是满秩的；求可逆 λ→矩阵的逆矩阵的方法与数字矩

阵是一致的.

(5)λ→矩阵的第一、二类初等变换与数字矩阵的相应初等变换完全相同，但

第三类初等变换是将某行 (列)加上另一行 (列)对应元素的 ϕ(λ)倍，其中 ϕ(λ)是

λ的多项式.

(6)在 λ→矩阵与数字矩阵中，初等变换与初等 (λ→)矩阵的可逆性、初等变

换与初等 (λ→)矩阵的关系是完全一致的.

(7)等价的 λ→矩阵有相同的秩、行列式因子、不变因子和初等因子.
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8.2 求 λ-矩阵的行列式因子

8.2 求 λ-矩阵的行列式因子

1.行列式因子的概念

(1)设 λ→矩阵AAA(λ)的秩为 r，对于正整数 k(1 ! k ! r)，AAA(λ)中所有 k阶

子式的首项系数为 1的最大公因式 Dk(λ)的 k阶行列式因子.

(2)等价的 λ→矩阵具有相同的秩与相同的各各阶行列式因式.

2.求行列式因子的方法

求 λ→矩阵的行列式因子的目的，主要是利用它与不变因子的关系来求不变

因子.求行列式因子常采用以下方法：

方法 1 直接由定义求 k阶行列式因子 Dk(λ)，即求出 λ→矩阵中所有的

k阶子式，再求它们的最大公因式，该方法的计算工作量较大.

方法 2 用初等变换先化简 λ→矩阵，对简化后的 λ→矩阵求行列式因子，

即得原 λ→矩阵的行列式因子.

注：在计算过程中如果出现如下的三种情形之一：

(1)某个 k阶子式为非零常数；

(2)某两个 k阶子式互素 (即没有次数大于零的公因式)；

(3)某个 k阶子式与 Dk+1(λ)互素.

则 Dk(λ) = 1(从而 D1(λ) = · · · = Dk→1(λ) = 1).

方法 3 如果容易求得 λ→矩阵的不变因子.根据不变因子与初等因子的

关系求行列式因子.

8.3 求 λ-矩阵的 Smith标准形、不变因子和初等因子

1.Smith标准形与不变因子

(1)秩为 r(" 1)的 m× n的 λ→矩阵AAA(λ)都等价于 (通过 λ→矩阵的初等变
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8.3 求 λ-矩阵的 Smith标准形、不变因子和初等因子

换)下列形式的矩阵
⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

d1(λ)

d2(λ)

. . .

dr(λ)

OOO

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

其中 di(λ)(i = 1, 2, · · · , r)是首项系数为 1的多项式，且

di(λ) | di+1(λ) (i = 1, 2, · · · , r → 1)

称这个矩阵为 AAA(λ)的 Smith标准形，又称 di(λ) (i = 1, 2, · · · , r)为 AAA(λ)的不变

因子.

(2)λ→矩阵的 Smith标准形是唯一的.

2.行列式因子与不变因子的关系

设 AAA(λ)是秩为 r的 m× n的 λ→矩阵，Di(λ) (i = 1, 2, · · · , r)是 AAA(λ)的行

列式因子，而 di(λ) (i = 1, 2, · · · , r)是AAA(λ)的不变因子，则

Di(λ) = d1(λ)d2(λ) · · · di(λ) (i = 1, 2, · · · , r)

d1(λ) = D1(λ), di(λ) =
Di(λ)

Di→1(λ)
(i = 2, · · · , r)

即它们是相互确定.

3.初等因子的概念

将 λ→矩阵AAA(λ)的所有不变因子在数域 P 上分解为标准分解式，则在标准

分解式中出现的全部不可约因式的方幂 (相同的按出现的次数计算)称为AAA(λ)的

初等因子.

特别地，在复数域 C上，AAA(λ)的初等因子都是一次因式的方幂.

4.求初等因子的其他方法
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8.3 求 λ-矩阵的 Smith标准形、不变因子和初等因子

λ→矩阵AAA(λ)的初等因子可以不比通过不变因子求出：

方法 1 设AAA(λ)经过初等变换化为对角形式 (不必是标准形)

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

g1(λ)

g2(λ)

. . .

gr(λ)

OOO

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

将 gi(λ) (i = 1, 2, · · · , r)在数域 P 上分解为标准分解式，则在标准分解式中出现

的全体不可约因式的方幂就是AAA(λ)的全部初等因子.

方法 2 如果AAA(λ)是分块对角 λ→矩阵，即

AAA(λ) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

AAA1(λ)

AAA2(λ)

. . .

AAAs(λ)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

则求出每一个 AAAi(λ) (i = 1, 2, · · · , s)的初等因子后，其全体就是 AAA(λ)的全部初

等因子.

5.矩阵的行列式因子、不变因子与初等因子

设 AAA是数域 P 上的 n解方阵，利用行列式因子，不变因子和初等因子分别

是矩阵AAA的行列式因子、不变因子和初等因子.

6.矩阵的特征多项式与不变因子的关系

设AAA是数域 P 上的 n阶方阵，利用行列式因子与不变因子的关系得

|λEEE →AAA|= Dn(λ) = d1(λ)d2(λ) · · · dn(λ)

其中 di(λ) (i = 1, 2, · · · , n)是矩阵AAA的全部不变因子.
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8.4 λ-矩阵等价的判定与证明

设AAA(λ)是秩为 r的m× n的 λ→矩阵，则求AAA(λ)的 Smith标准形，或不变

因子或初等因子可采用下面的方法：

AAA(λ)
初等变换→→→→→→→→→→→ (对角形式)

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

g1(λ)

. . .

Gr(λ)

OOO

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

→→→→ (初等因子)；

AAA(λ) →行列式因子D1(λ), · · · , Dr(λ) →不变因子d1(λ), · · · , dr(λ)

→ (Smith标准形)

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

d1(λ)

. . .

Dr(λ)

OOO

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

；

AAA(λ) →行列式因子D1(λ), · · · , Dr(λ) →不变因子d1(λ), · · · , dr(λ) → (初等因子)；

AAA(λ)
初等变换→→→→→→→ (Smith标准形)

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

d1(λ)

. . .

Dr(λ)

OOO

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

→ (不变因子)d1(λ), · · · , dr(λ)

→ (初等因子)；

注：用初等变换具体求 λ→矩阵的 Smith标准形时，第一步应将矩阵的左上

角元素变至整除矩阵的每一个元素，第二步才能消去第 1行第 1列的其余元素.

重复这一过程即可化 λ→矩阵为 Smith标准形.

8.4 λ-矩阵等价的判定与证明

判断或证明两个m× n的 λ→矩阵AAA(λ)与BBB(λ)等价出了用定义外，还可以

利用下列 5个充分必要条件：
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8.5 相似矩阵的判定与证明

(1)存在一系列初等 λ→矩阵 PPP 1,PPP 2, · · · ,PPP s,QQQ1,QQQ2, · · · ,QQQt，使

PPP 1PPP 2 · · ·PPP sAAA(λ)QQQ1QQQ2 · · ·QQQt = BBB(λ)

(2)存在可逆 λ→矩阵 PPP (λ)和QQQ(λ)，使BBB(λ)PPP (λ)AAA(λ)QQQ(λ)；

(3)AAA(λ)与BBB(λ)有相同的行列式因子;

(4)AAA(λ)与BBB(λ)有相同的不变因子;

(5)AAA(λ)与BBB(λ)有相同的秩与初等因子;

注： 1!两个同阶的 λ→矩阵仅初等因子相同时，不能保证它们等价.

例如 λ→矩阵

⎛

⎜⎜⎝
λ 0

0 λ+ 1

⎞

⎟⎟⎠与

⎛

⎜⎜⎝
λ(λ+ 1) 0

0 0

⎞

⎟⎟⎠的初等因子都是 λ和 λ+ 1.但

它们不等价，因为前者的秩为 2，而后者的秩为 1.

2!我们目前考虑的只是在复数域 C上的对特殊的 λ→矩阵 λEEE →AAA引入

初等因子,不考虑一般 λ→矩阵初等因子的概念.

8.5 相似矩阵的判定与证明

矩阵相似的充分必要条件

设AAA,BBB 是数域 P 上的 n阶矩阵，则AAA与BBB 相似的充分必要条件是：

(1)λEEE →AAA与 λEEE →BBB 等价；

(2)AAA与BBB 的行列式因子相同；

(3)AAA与BBB 的不变因子相同；

(4)AAA与BBB的初等因子相同；(由于 λEEE →AAA与 λEEE →BBB的秩为 n，因此此处只

需初等因子相同即可保证它们等价)
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8.6 求矩阵的 Jordan标准形和有理标准形

8.6 求矩阵的 Jordan标准形和有理标准形

1.Jordan标准形

(1)形如

JJJ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

JJJ1

JJJ2

. . .

JJJs

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, 其中JJJ i =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λi 1

λi
. . .

. . . 1

λi

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ni×ni

(i = 1, 2, · · · , s)

的 n 阶分块对角矩阵 JJJ 称为 Jordan 矩阵，又称 JJJ i(i = 1, 2, · · · , s) 为 ni 阶

Jordan块.

注： 1!显然，Jordan块本身就是一个 Jordan矩阵；对角阵也是一个 Jordan矩

阵，只不过它的每一个 Jordan块都是 1阶的.Jordan矩阵是一个特殊的上三角矩

阵.

2!有些教材中将 Jordan块写为

JJJ i =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λi

1 λi

. . . . . .

1 λi

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ni×ni

相应的 Jordan矩阵是一个特殊的下三角矩阵.其实没有本质的差别，但我们采用

一般采用上面的形式进行讨论.

(2)(1)中的 Jordan块 JJJ i的初等因子为 (λ→ λi)
ni .

(1)中 Jordan矩阵 JJJ 的全部初等因子为

(λ→ λi)
n1 , (λ→ λ2)

n2 , , · · · , (λ→ λs)
ns

(3)(Jordan定理) 复数域 C上的每个 n阶矩阵 AAA都与一个 Jordan矩阵 JJJ
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8.6 求矩阵的 Jordan标准形和有理标准形

相似,这个 Jordan矩阵 JJJ 除去其中 Jordan块的排列次序外是被矩阵 AAA唯一确定

的，称 JJJ 为AAA的 Jordan标准形.

注： 1!矩阵AAA的 Jordan标准形根据AAA的一次因式方幂的初等因子写出来的，

在复数域 C上，AAA的初等因子都是一次因式的方幂，故 JordanC.

2!Jordan标准形 JJJ 的对角元素就是矩阵AAA的全部特征值.

2.有理标准形

(1)数域 P 上如下形式的 n阶分块对角矩阵 FFF 称为 n阶 Frobenius(弗罗贝尼

乌斯)矩阵

FFF =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

FFF 1

FFF 2

. . .

FFF s

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, 其中FFF i =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 · · · 0 →aini

1 · · · 0 →ai,ni→1

... ... ...

0 · · · 1 →ai1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(i = 1, 2, · · · , s)

又称 FFF i(i = 1, 2, · · · , s)为 ni阶 Frobenius块.FFF i的不变因子为

1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
ni→1

, di(λ) = λni + ai1λ
ni→1 + · · ·+ ai,ni→1λ+ aini

且满足 di(λ) | di+1(λ) (i = 1, 2, · · · , s→ 1).

注:当 ni = 1时，FFF i = (→ai1).

(2)上式中的 n阶 Frobenius矩阵 FFF 的全部不变因子为

1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
ni→1

, d1(λ), _.2(lambda), · · · , ds(λ)

(3)(Frobenius定理) 数域 P 上的每个 n阶方阵 AAA都与一个 Frobenius矩

阵 FFF 相似，这个 Frobenius矩阵 FFF 除去其中 Frobenius块的排列次序外是被矩阵

AAA唯一确定的，称 FFF 为AAA的 Frobenius标准形或有理标准形.

注：Jordan标准形在复数域 C上肯定存在，而有理标准形在任何数域上都是

存在的.

3.求 Jordan标准形的方法
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8.6 求矩阵的 Jordan标准形和有理标准形

求矩阵的 Jordan标准形常采用如下两种方法：

方法 1

第一步：qiucn阶方阵AAA的全部初等因子.

(λ→ λi)
ni (i = 1, 2, · · · , s;n1 + n2 + · · ·+ ns = n)

这一步可以通过如下三种途径来完成：

1!通过化 λEEE →AAA为 Smith标准形求出不变因子，再求初等因子；

2!通过求 λEEE →AAA的行列式因子，再求不变因子，进而求初等因子；

3!通过化 λEEE →AAA为对角形式，然后求初等因子.

第二步：由初等因子 (λ→ λi)
ni 写出 ni阶 Jordan块

JJJ i =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λi 1

λi
. . .

. . . 1

λi

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ni×ni

(i = 1, 2, · · · , s;n1 + n2 + · · ·+ ns = n)

则AAA的 Jordan标准形为

JJJ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

JJJ1

JJJ2

. . .

JJJs

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

方法 2

第一步：求出 n阶方阵 AAA的全部特征值和对应重特征值得线性无关特征向

量；

第二步：若 λi是AAA的单特征值，则对应一阶 Jordan块 JJJ i = (λ)；

若 λi 是 AAA 的 ni(> 1) 重特征值且对应 λi 有 si 个线性无关的特征向量

(1 ! si ! ni)，则对应地有 si 个以 λi 为对角元素的 Jordan块，且这 si 个 Jordan
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8.6 求矩阵的 Jordan标准形和有理标准形

块的阶数之和为 ni；由所有 Jordan块构成的分块对角阵即为AAA的 Jordan标准形.

注：在求矩阵 AAA 的 Jordan 标准形时，采用方法 2 比较简单，并且在求出

Jordan标准形后可以进行进一步求相应的相似变换阵，或反过来求矩阵AAA的初等

因子、不变因子及行列式因子.但方法 2的缺点是当AAA的特征值重数较高时，可

能无法确定 Jordan块的阶数.

例如：如果 λ = 3是AAA的 4重特征值，且对应特征值有 2个线性无关的特征

向量时，对应的 Jordan块为如下两种情形之一：

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3

3 1

3 1

3

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

或

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 1

3

3 1

3

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

4.求有理标准形的方法

求矩阵的有理标准形的计算步骤：

第一步：求出 n阶方阵AAA的所有非常数的不变因子

di(λ) = λni +ai1λ
ni→1+ · · ·+ai,ni→1λ+aini (i = 1, 2, · · · , s;n1+n2+ · · ·+ni = n)

这一步可以通过如下几点途径来完成：

1!通过化 λEEE →AAA为 Smith标准形求出不变因子；

2!通过求 λEEE →AAA的行列式因子，再求不变因子；

3!通过化 λEEE → λA为对角形式，然后求初等因子，进而求不变因子.
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8.7 Jordan块方幂的结论

第二步：由非常数不变因子 di(λ)写出 ni阶 Frobenius块

FFF i =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 · · · 0 →aini

1 · · · 0 →ai,ni→1

... ... ...

0 · · · 1 →ai1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

则AAA的有理标准形为

FFF =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

FFF 1

FFF 2

. . .

FFF s

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

求 n阶矩阵AAA的 Jordan标准形 JJJ 和有理标准形 FFF 的方法：

(λEEE →AAA)
初等变换→→→→→→→Smith标准形→不变因子→初等因子→Jordan标准形

JJJ；

(λEEE →AAA)
初等变换→→→→→→→对角形式→初等因子→Jordan标准形 JJJ；

(求AAA的特征值及所有重特征值对应的线性无关特征向量)→Jordan标准形;

(λEEE →AAA)
初等变换→→→→→→→Smith标准形→不变因子→有理标准形 FFF；

(λEEE →AAA) →行列式因子→不变因子→有理标准形 FFF；

8.7 Jordan块方幂的结论

Jordan块方幂的结论

JJJk
i =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λi 1

λi
. . .

. . . 1

λi

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

k

r×r

=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λk
i C1

Kλ
k→1
i · · · Cr→1

k λk→r+1
i

λk
i

. . . ...

. . . C1
kλ

k→1
i

λk
i

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

r×r
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8.8 最小多项式的求法及有关证明

其中 C l
k =

k(k → 1) · · · (k → l + 1)

l!
，且规定 C l

k = 0(l > k).

结论：

(1)设AAA是 n阶方阵，若有自然数m，使AAAm = EEE，则AAA与对角矩阵相似.

(2)任一复矩阵AAA可分解为AAA =MMM +NNN，其中MMM 为幂零矩阵，NNN 相似于对

角矩阵，且MNMNMN =NMNMNM .

(3)任一复方阵 AAA都可以表示成两个对称矩阵的乘积，并且其中一个是可逆

的.

8.8 最小多项式的求法及有关证明

1.零化多项式与最小多项式

设AAA是数域 P 上的 n阶矩阵，如果数域 P 上的多项式 f(x)使得 f(AAA) = OOO，

则称 f(x)以AAA为根或 f(x)为AAA的零化多项式.

特别地：在以AAA为根的多项式中，次数最低且首项系数为 1的多项式称为AAA

的最小多项式，记为：mA(λ).

2.Hamilton-Cayley定理

设AAA是数域P上的n阶方阵，记 f(λ) = |λEEE→AAA|= λn+an→1λ
n→1+· · ·+a1λ+a0

则

f(AAA) = AAAn + an→1AAA
n→1 + · · ·+ a1AAA+ a0EEEn = OOO

即AAA是它的特征多项式的根，或AAA的特征多项式是它的零化多项式.

3.最小多项式的有关结论.

设AAA是数域 P 上的 n阶方阵，mA(λ)是AAA的最小多项式.

(1)最小多项式是唯一的；

(2)矩阵AAA的特征值是AAA的最小多项式的零点 (不计重数)；
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8.8 最小多项式的求法及有关证明

(3)方阵AAA的最小多项式整除AAA的任一零化多项式，即AAA的最小多项式是AAA

的零化多项式的因式.

注：方阵AAA的最小多项式包含AAA的全部互异的特征值.

(4)mA)(λ) =
|λEEE →AAA|
Dn→1(λ)

= dn(λ)，其中 Dn→1(λ)是 AAA的第 n → 1个行列式因

子，dn(λ)是AAA的第 n个不变因子.

(5)若AAA与BBB 相似，则mA(λ) = mB(λ).

(6)若AAA =

⎛

⎜⎜⎝
BBB OOO

OOO CCC

⎞

⎟⎟⎠，其中BBB,CCC 都是方阵，则AAA的最小多项式mA(λ)是BBB

的最小多项式mB(λ)与CCC 的最小多项式mC(λ)的最小公倍式.

(7)ni阶 Jordan块 JJJ i =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λi 1

λi
. . .

. . . 1

λi

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ni×ni

的最小多项式为 (x→λni
i )；

(8)设 λ1,λ2, · · · ,λt是AAA的全部互异特征值，则

mA(λ) = (λ→ λ1)
r1(λ→ λ2)

r2 · · · (λ→ λt)
rt

其中 ri是AAA的 Jordan标准形中以 λ1为对角元的 Jordan块的最高阶数.

4.求最小多项式的方法

求 n阶方阵AAA的最小多项式mA(λ)通常采用如下三种方法：

(1)试探法

第一步：求出AAA的特征多项式 ϕ(λ) = |λEEE →AAA|;

第二步：写出 ϕ(λ)中包含AAA的所有互异特征值的因式；

第三步：验证这些因式是否是AAA的零化多项式，其中次数最低的首一零化多

项式即为mA(λ).

(2)求出AAA的 Jordan标准形，再利用mA(λ) = (λ→λ1)
r1(λ→λ2)

r2 · · · (λ→λt)
rt

写出mA(λ).
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8.8 最小多项式的求法及有关证明

(3)当 AAA的 n→ 1阶行列式因子 Dn→1(λ)易于求得 (特别是 Dn→1(λ) = 1)时，

利用mA(λ) =
ϕ(λ)

Dn→1(λ)
= dn(λ)求最小多项式.

155



第九章 欧几里得空间

本章主要介绍欧氏空间、内积、标准正交基与正交矩阵，Gram矩阵，正交

补，正交变换、正规变换、酉变换，以及正规变换在标准正交基下的矩阵表示。

9.1 内积的构造、判定与证明

1.欧氏空间的概念

设 V 是实数域 mathbbR上的线性空间.如果对 V 中任意两个元素 ααα,βββ 有一

个确定的实数 (ααα,βββ)与它们对应，且满足：

(1)(ααα,βββ) = (βββ,ααα)；

(2)(kααα,βββ) = k(βββ,ααα), k ∈ R；

(3)(ααα + βββ,φφφ) = (ααα,φφφ) + (βββ,φφφ), φφφ ∈ V；

(4)(ααα,ααα) " 0，当且仅当 ααα = 000时 (ααα,ααα) = 0；

则称 (ααα,βββ)为 ααα与 βββ 的内积，定义了内积的线性空间 V 称为欧几里得空间，

简称欧氏空间.

2.一些常见的欧氏空间

(1)Rn--对于实向量 ααα = (a1, a2, · · · , an),βββ = (b1, b2, · · · , bn)，内积为

(ααα,βββ) = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn = αααβββT

(2)Rm×n--对于实矩阵AAA = (aij)m×n,BBB = (bij)m×n，内积为

(AAA,BBB) =
m∑

i=1

n∑

j=1

aijbij



9.1 内积的构造、判定与证明

(3)P [ x ]--对于实系数多项式 f(x), g(x)，内积为

[f(x), g(x)] =

∫ 1

0

f(t)g(t)dt 或 [f(x), g(x)] =

∫ 1

→1
f(t)g(t)dt

3.内积的性质

设 V 是欧氏空间，ααα,βββ,φφφ,αααi,βββj ∈ V, k, ki, li ∈ R，则

(1)(kααα,βββ) = k(βββ,ααα);

(2)(ααα,βββ + φφφ) = (ααα,βββ) + (ααα,φφφ);

(3)(ααα,000) = (000,βββ) = 0;

(4)(
m∑

i=1

kiαααi,
n∑

j=1

ljβββj) =
m∑

i=1

n∑

j=1

kilj(αααi,βββj);

(5)(ααα,βββ)2 ! (ααα,ααα)(βββ,βββ)，当且仅当 ααα,βββ 线性相关时，等号才成立.(柯西-布

涅柯夫斯基不等式)

4.长度、夹角与正交

(1)设 V 是欧氏空间，对任意 ααα ∈ V，非负实数
√

(ααα,ααα)称为元素 ααα的长度，

记为 |ααα|，即 |ααα|=
√
(ααα,ααα).长度为 1的元素称为单位元素.如果 ααα ↔= 000，则

1

|ααα|α
αα

是单位元素，称为将 ααα单位化.

(2)非零元素 ααα,βββ ∈ V 的夹角 < ααα,βββ >规定为

< ααα,βββ >= arccos
(ααα,βββ)

|ααα|·|βββ| (0 ! (ααα,βββ) ! π)

(3)如果元素 αααmβββ ∈ V 的内积为零，即 (ααα,βββ) = 0，则称 ααα与 βββ正交或垂直，

记作 ααα ⊥ βββ.

5.长度的性质

设 V 是欧氏空间，ααα,βββ ∈ V, k ∈ R：

(1)(非负性)|ααα|" 0，当且仅当 ααα = 000时，|ααα|= 0；

(2)(齐次性)|kααα|= |k|·|ααα|；

(3)(三角不等式)|ααα + βββ|! |ααα|+|βββ|.
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9.1 内积的构造、判定与证明

6.正交元素组的性质

设 V 是欧氏空间，ααα,βββ,αααi ∈ V：

(1)当 ααα ⊥ βββ 时，|ααα + βββ|2= |ααα|2+|βββ|2；

(2)如果ααα1,ααα2, · · · ,αααs两两正交，则 |ααα1+ααα2+· · ·+ααα+s|2= |ααα1|2+|ααα2|2+ · · ·+

|αααs|2；

(3)两两正交的非零元素组是线性无关的.

7.度量矩阵的概念

设 V 是 n维欧氏空间 ααα1,ααα2, · · · ,αααn是 V 的一组基，称矩阵
⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(ααα1,ααα1) (ααα1,ααα2) · · · (ααα1,αααn)

(ααα2,ααα1) (ααα2,ααα2) · · · (ααα2,αααn)

... ... ...

(αααn,ααα1) (αααn,ααα2) · · · (αααn,αααn)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

为基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn的度量矩阵.

8.度量矩阵的性质

(1)设 ααα,βββ ∈ V 在基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn下的坐标分别为

xxx = (x1, x2, · · · , xn)
T, yyy = (y1, y2, · · · , yn)T

则

(ααα,βββ) = xxxTAyAyAy

其中 AAA = ((αααi,αααj))n×n 基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn 的度量矩阵，这表明任意两个元素的内

积可以通过坐标和度量矩阵的乘积表示出来，即度量矩阵完全确定了内积；

(2)度量矩阵是对称正定的；

(3)设 βββ1,βββ2, · · · ,βββn是 V 的另一组基，且由基ααα1,ααα2, · · · ,αααn到 βββ1,βββ2, · · · ,βββn

的过渡矩阵为 CCC，则基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn的度量矩阵AAA和基 βββ1,βββ2, · · · ,βββn的度量矩
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9.2 标准正交基的求法

阵BBB满足BBB = CCCTACACAC.即不同基的度量矩阵是合同的，且合同变换矩阵是两组基

之间的过渡矩阵.

9.构造内积的方法

在实线性空间 V 中构造内积使之称为欧氏空间，通常采用如下两种方法：

(1)直接构造： 对任意ααα,βββ ∈ V，直接构造二元实函数 (ααα,βββ)，并验证其满

足内积的四条公理.

(2)由正定矩阵确定内积： 若V 为n维实线性空间，任取V 的基ααα1,ααα2, · · · ,αααn，

以及 n阶正定矩阵AAA，定义：

(ααα,βββ) = (a1, a2, · · · , an)AAA

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1

b2

...

bn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

其中 ααα = a1ααα1 + a2ααα2 + · · · + anαααn, βββ = b1ααα1 + b2ααα2 + · · · + bnαααn，则容易验证

(ααα,βββ)是 V 的内积.

注：上面构成内积的两种方法实质上是一回事.这是由于度量矩阵是正定矩

阵，方法 (2)由正定矩阵确定内积时，基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn的度量矩阵恰为所给定的

正定矩阵.所以上述两种方法可以说前者是由二元函数确定度量矩阵，后者是由

度量矩阵确定二元函数.但值得注意的是，在同一组基上以不同的正定矩阵为度

量矩阵得到的是不同的欧氏空间.

9.2 标准正交基的求法

1.标准正交基的概念

(1)设 ααα1,ααα2, · · · ,αααn是欧氏空间 V 的一组基，如果它们两两正交，则称之为

V 的正交基；由单位元素组成的正交基称为标准正交基.
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9.2 标准正交基的求法

(2)n维欧氏空间 V 必存在正交基与标准正交基.

2.施密特 (Schmidt)正交化过程

欧氏空间 V 中任一组线性无关的元素 ααα1,ααα2, · · · ,αααm都可以通过施密特正交

化过程化为两两正交的元素βββ1,βββ2, · · · ,βββm，且元素组ααα1,ααα2, · · · ,αααm与βββ1,βββ2, · · · ,βββm

等价.施密特正交化过程如下：

βββ1 = ααα1

βββ2 = ααα2 →
(ααα2,βββ1)

(βββ1,βββ1)
βββ1

· · · · · · · · · · · ·

βββm = αααm → (αααm,βββ1)

(βββ1,βββ1)
βββ1 →

(αααm,βββ2)

(βββ2,βββ2)
βββ2 → · · ·→

(αααm,βββm→1)

(βββm→1,βββm→1)
βββm→1

3.标准正交基的有关结果

设 V 是 n维欧氏空间，φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn是 V 的一组标准正交基，则

(1)标准正交基的度量矩阵是单位矩阵；

(2)设 ααα,βββ ∈ V 且 ααα,βββ 在基 φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn下的坐标分别为

xxx = (x1, x2, · · · , xn)
T, yyy = (y1, y2, · · · , yn)T

则

(ααα,βββ) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn = xxxTyyy

(3)V 中任一元素ααα在基φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn下的坐标为 ((ααα,φφφ1), (ααα,φφφ2), · · · , (ααα,φφφn))
T；

(4)由标准正交基到标准正交基的过渡矩阵是正交矩阵 (即满足 AAATAAA = EEE 的

n阶实矩阵).相反，如果两组基之间的过渡矩阵是正交矩阵，且其中一组基是标

准正交基，则另一组基也是标准正交基.

4.求标准正交基的方法

求 n维欧氏空间 V 的标准正交基通常采用如下两种方法：

方法 1 正交化方法 设 ααα1,ααα2, · · · ,αααn是 V 的一组基.
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9.3 正交补空间的计算与证明

第一步：用 Schmidt正交化方法将其正交化，得到 V 的一组正交基

βββ1 = ααα1, βββi = αααi →
(αααi,βββ1)

(βββ1,βββ1)
βββ1 → · · ·→

(αααi,βββi→1)

(βββi→1,βββi→1)
βββi→1 (i = 1, 2, · · · , n)

第二步：单位化得到 V 的一组标准正交基

φφφ1 =
1

|βββ1

βββ1,φφφ2 =
1

|βββ2

βββ2, · · · ,φφφn =
1

|βββn

βββn

方法 2 初等变换法 设 ααα1,ααα2, · · · ,αααn的过渡矩阵为AAA.

第一步：因为AAA为正定矩阵，故由初等变换可求得可逆矩阵CCC，使得CCCTACACAC =

EEE.

第二步：以CCC为过渡矩阵，由ααα1,ααα2, · · · ,αααn得到一组新基 φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn，即

(φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn) = (ααα1,ααα2, · · · ,αααn)CCC

则 φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn 的度量矩阵就等于 CCCTACACAC = EEE，所以 φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn 是 V 的一组

标准正交基.

9.3 正交补空间的计算与证明

1.正交子空间与正交补

(1)设W1,W2是欧式空间 V 的两个子空间，

如果 ααα ∈ V，且对任意 βββ ∈ W1 恒有 (ααα,βββ) = 0，则称 ααα与子空间 W1 正交，

记为 ααα ⊥ W1；

如果对任意 ααα ∈ W1 和任意 βββ ∈ W2 都有 (ααα,βββ) = 0，则称 W1 与 W2 正交，

记为W1 ⊥ W2.

如果W1 ⊥ W2，且 V = W1 +W2，则称W2为W1正交补空间，简称正交补，

记为W⊥
1 .

2.正交子空间的有关结论
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9.4 正交变换与对称变换的判定与证明

(1)设 V 是欧式空间，ααα,αααi,βββj ∈ V，则

ααα ⊥ L(βββ1,βββ2, · · · ,βββt) ⇐⇒ ααα ⊥ βββj (j = 1, 2, · · · , t)

L(ααα1,ααα2, · · · ,αααs) ⊥ L(βββ1,βββ2, · · · ,βββt) ⇐⇒ αααi ⊥ βββj (i == 1, 2, · · · , s; j = 1, 2, · · · , t)

(2)如果欧式空间V 的子空间W1,W2, · · · ,Ws两两正交，则W1+W2+· · ·+WS

是直和.

(3)有限维欧氏空间 V 的每一个子空间 W 都有唯一的正交补，且 W⊥ 恰由

所有与W 正交的元素组成.

(4)在n维欧氏空间V 的子空间W中取一组正交基 (或标准正交基)φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφr(0 <

r < n)，将其扩充成 V 的正交基 (或标准正交基)φφφ1, · · · ,φφφr,φφφr+1, · · · ,φφφn，则

W⊥ = L(φφφr+1, · · · ,φφφn).

(5)设W 是欧氏空间 V 的子空间，则 dimV = dimW + dimW⊥.

3.矩阵列空间与核的正交性质

设AAA ∈ Rm×n，则 R⊥(AAA) = N(AAAT), N⊥(AAA) = R(AAAT).

4.求正交补空间的方法

求 n维欧氏空间 V 的子空间W 的正交补W⊥通常采用如下两种方法：

方法 1： 当W = {000}或W = V 时，W⊥ = V 或W⊥ = {000}；

当W ↔= {000}且W ↔= V 时,取W的一组标准正交基φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφm(0 <

m < n)，将其扩充成 V 的一组 (标准)正交基 φφφ1, · · · ,φφφm,φφφm+1, · · · ,φφφn，则W⊥ =

L(φφφm+1, · · · ,φφφn).

方法 2： 如果W = L(ααα1,ααα2, · · · ,αααs)，利用 (ααα,αααi) = 0 (i = 1, 2, · · · , s)来

确定W⊥的元素 ααα.
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9.4 正交变换与对称变换的判定与证明

9.4 正交变换与对称变换的判定与证明

1.正交变换的概念

设 A 是欧氏空间 V 的线性变换，如果 A 保持内积不变，即任意 ααα,βββ ∈ V

都有

(A (ααα),A (βββ)) = (ααα,βββ)

则称 A 是 V 的正交变换.

2.正交变换的充要条件

A 是欧氏空间 V 的正交变换的充分必要条件如下：

(1)|A (ααα)|= |ααα|, ⇒ααα ∈ V；

(2) 如果 φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn 是 V 的标准正交基，则 A (φφφ1),A (φφφ2), · · · ,A (φφφn) 也

是标准正交基.

(3)A 在 V 的任一标准正交基下的矩阵为正交矩阵.

3.正交变换的性质

(1)正交变换是可逆的，且其逆变换仍是正交变换.

(2)两个正交变换的乘积仍是正交变换.

4.对称变换

设 V 是欧氏空间，A 为 V 的线性变换，如果对任意 ααα,βββ ∈ V 都有

(A (ααα),βββ) = (ααα,A (βββ))

则称 A 为 V 的对称变换.

5.对称变换的性质

(1)对称变换的特征值都是实数，属于不同特征值的特征向量正交；

(2)若欧氏空间 V 的子空间W 是对称变换A 的不变子空间，则W⊥也是A

163



更多免费资料请关注公众号：微云学姐 

B 站/公众号/小红书：微云学姐 

数学专业表白墙：1561576248（QQ） 

 

 

 

北大版《高等代数》 

全册定理汇总 

 

微信公众号：微云学姐 

 

 

微云学姐是一位数学专业博主，在公众号和 B 站更新数学专业&考研&读研干货，

包括但不限于考研经验、考研规划、网课测评、院校分析、书单分享、资料分享、

数学科普。期待你的关注，祝金榜题名！ 

 

 



更多免费资料请关注公众号：微云学姐 

B 站/公众号/小红书：微云学姐 

数学专业表白墙：1561576248（QQ） 

第一章 多项式 

【带余除法】对于![#]中任意两个多项式%(#)与g(#)，其中g(#) ≠ 0，一定有![#]中的多项
式+(#)，,(#)存在，使 

%(#) = +(#)g(#) + ,(#) 

成立，其中/0,(#)1 < /0g(#)1或者	 ,(#) = 0，并且这样的+(#)与,(#)是唯一决定的.带余除
法中所得的+(#)通常称为g(#)除%(#)的商式，,(#)称为g(#)除%(#)的余式，简称商及余.	

【定理5】对于数域!上的任意两个多项式%(#)，g(#)，其中g(#) ≠ 0，g(#)|%(#)的充分必要
条件是g(#)除%(#)的余式为零. 

【引理】如果有等式%(#) = +(#)g(#) + ,(#)成立，那么%(#)，g(#)和g(#)，,(#)有相同的公
因式. 

【定理7】对于![#]中任意两个多项式%(#)，g(#)，在![#]中存在一个最大公因式8(#)，且
8(#)可以表成%(#)，g(#)的一个组合，即有![#]中多项式9(#)，:(#)使8(#) = 9(#)%(#) +
:(#)g(#). 

【定理;】![#]中两个多项式%(#)，g(#)互素的充分必要条件是有![#]中的多项式9(#)，:(#)
使9(#)%(#) + :(#)g(#) = 1. 

【定理=】如果(%(#), g(#)) = 1,且%(#)|g(#)ℎ(#)，那么%(#)|ℎ(#). 

【推论】如果%!(#)|g(#)，%"(#)|g(#)，且(%!(#), %"(#)) = 1，那么%!(#)%"(#)|g(#).	

【定理@】如果A(#)是一个不可约多项式，那么对于任意的两个多项式%(#)，g(#)，由
A(#)|%(#)g(#)一定推出A(#)|%(#)或者A(#)|g(#). 

【因式分解及唯一性定理】数域!上每一个次数≥1的多项式%(#)都可以唯一地分解成数域!
上一些不可约多项式的乘积.所谓唯一性是说，如果有两个分解式	

%(#) = A!(#)A"	(#)…A#(#) = +!(#)+"(#)…+$(#),	
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那么必有C = D，并且适当排列因式的次序后有	

A%(#) = E%+%(#), F = 1,2, … , C,	
其中E%(F = 1,2, … , C)是一些非零常数.	

【定理H】如果不可约多项式A(#)是%(#)的I重因式(I ≥ 1)，那么它是微商%&(#)的I − 1重因
式. 

【推论5】如果不可约多项式A(#)是%(#)的I重因式(I ≥ 1)，那么A(#)是%(#)，%&(#)，…，
%(()!)(#)的因式，但不是%(()(#)的因式. 

【推论7】不可约多项式A(#)是%(#)的重因式的充分必要条件为A(#)是%(#)与%&(#)的公因式. 

【推论;】多项式%(#)没有重因式的充分必要条件是%(#)与%&(#)互素. 

【定理L】（余数定理）用一次多项式# − M去除多项式%(#)，所得的余式是一个常数，这个
常数等于函数值%(M).如果%(#)在# = M时的函数值%(M) = 0，那么M就称为%(#)的一个根或
零点. 

【推论】M是%(#)的根的充分必要条件是(# − M)|%(#). 

【定理N】![#]中O次多项式(O ≥ 0)在数域!中的根不可能多于O个，重根按重数计算. 

【定理P】如果多项式%(#)，g(#)的次数都不超过O，而它们对O + 1个不同的数M!，M"，…，
M+,!有相同的值，即%(M%) = g(M%), F = 1,2, … , O + 1,那么%(#) = g(#). 

【代数基本定理】每个次数≥1的复系数多项式在复数域中有一根. 

【复系数多项式因式分解定理】每个次数≥1的复系数多项式在复数域上都可以唯一地分解
成一次因式的乘积. 

【实系数多项式因式分解定理】每个次数≥1的实系数多项式在实数域上都可以唯一地分解
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成一次因式和二次不可约因式的乘积. 

【定理5Q】（高斯引理）两个本原多项式的乘积还是本原多项式. 

【定理55】如果一非零的整系数多项式能够分解成两个次数较低的有理系数多项式的乘积，
那么它一定能分解成两个次数较低的整系数多项式的乘积. 

【推论】设%(#)，g(#)是整系数多项式，且g(#)是本原的.如果%(#)=	 g(#)ℎ(#)，其中ℎ(#)是
有理系数多项式，那么ℎ(#)一定是整系数的.	

【定理57】设%(#) = R+#+ + R+)!#+)! +⋯+ R-是一个整系数多项式，而.
#是它的一个有理

根，其中,，C互素，那么必有C|R+, ,|R-.特别地，如果%(#)的首项系数R+ = 1，那么%(#)的有

理根都是整根，而且是R-的因子.	

【定理5;】（艾森斯坦（Eisenstein）判别法）设 

%(#) = R+#+ + R+)!#+)! +⋯+ R- 

是一个整系数多项式，如果有一个素数A，使得 

1） A ∤ R+; 

2） A|R+)!, R+)", … , R-; 

3） A" ∤ R- 

那么%(#)在有理数域上是不可约的. 

【定理5=】当%(#!, #", … , #+) ≠ 0, g(#!, #", … , #+) ≠ 0时，乘积%(#!, #", … , #+)g(#!, #", … , #+)
的首项等于%(#!, #", … , #+)的首项与g(#!, #", … , #+)的首项的乘积. 

【推论5】如果%% ≠ 0(F = 1,2, … ,V)，那么%!%"…%/的首项等于每个%%的首项的乘积. 

【推论7】如果%(#!, #", … , #+) ≠ 0, g(#!, #", … , #+) ≠ 0，那么%(#!, #", … , #+)g(#!, #", … , #+) ≠
0. 
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【定理5@】对于任意一个O元对称多项式%(#!, #", … , #+)都有一个O元多项式W(X!, X", … , X+)，
使得%(#!, #", … , #+) = 	W(Y!, Y", … , Y+). 
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第二章 行列式 

【定理 1】对换改变排列的奇偶性. 

【推论】在全部O阶排列中，奇、偶排列的个数相等，各有O!/2个. 

【定理 2】任意一个O级排列与排列12⋯O都可以经过一系列对换互变，并且所作对换的个
数与这个排列有相同的奇偶性. 

【定理 3】 设 

8 = \
R!! R!" ⋯ R!+
R"! R"" ⋯ R"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
R+! R+" ⋯ R++

\, 

_%0表示元素R%0的代数余子式，则下列公式成立： 

R(!_%! + R("_%" +⋯+ R(+_%+ = `8, I = F,
0, I ≠ F; 

R!1_!0 + R"1_"0 +⋯+ R+1_+0 = `8, a = b,
0, a ≠ b. 

用连加号简写为 

cR(#_%#
+

#2!
= `8, I = F,

0, I ≠ F; 

cR#1_#0
+

#2!
= `8, a = b,

0, a ≠ b. 

【定理 4】（克拉默法则）如果线性方程组 

d
R!!#! + R!"#" +⋯+ R!+#+ = e!,
R"!#! + R""#" +⋯+ R"+#+ = e",
⋯⋯⋯⋯
R+!#! + R+"#" +⋯+ R++#+ = e+

 

的系数矩阵 
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_ = f
R!! R!" ⋯ R!+
R"! R"" ⋯ R"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
R+! R+" ⋯ R++

g 

的行列式，即系数行列式 

8 = |_| ≠ 0, 

那么该线性方程组有解，并且解是唯一的，解可以通过系数表为 

#! =
8!
8 , #" =

8"
8 ,⋯ , #+ =

8+
8 , 

其中80是把矩阵_中第b列换成方程组的常数项e!, e", ⋯ , e+所成的行列式，即 

80 = \
R!!
R"!
⋮
R+!

⋯
⋯
⋱
⋯

R!,0)!
R",0)!
⋮

R+,0)!

e!
e"
⋮
e+

R!,0,!
R",0,!
⋮

R+,0,!

⋯
⋯
⋱
⋯

R!+
R"+
⋮
R++

\ , b = 1,2,⋯ , O. 

【定理 5】如果齐次线性方程组 

d
R!!#! + R!"#" +⋯+ R!+#+ = 0,
R"!#! + R""#" +⋯+ R"+#+ = 0,
																								⋯⋯⋯⋯
R+!#! + R+"#" +⋯+ R++#+ = 0

 

的系数矩阵的行列式|_| ≠ 0，那么它只有零解.换句话说，如果该方程组有非零解，那么必
有|_| = 0. 

【引理】行列式h的任一个子式i与它的代数余子式_的乘积中的每一项都是行列式h的展开
式中的一项，而且符号也一致. 

【定理 6】（拉普拉斯定理） 设在行列式h中任意取定了I(1 ≤ I ≤ O − 1)个行.由这I行元素
所组成的一切I阶子式与它们的代数余子式的乘积的和等于行列式h. 

【定理 7】两个O级行列式 

h! = \
R!! R!" ⋯ R!+
R"! R"" ⋯ R"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
R+! R+" ⋯ R++

\ 

和 
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h" = \
e!! e!" ⋯ e!+
e"! e"" ⋯ e"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
e+! e+" ⋯ e++

\ 

的乘积等于一个O级行列式 

k = \
E!! E!" ⋯ E!+
E"! E"" ⋯ E"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
E+! E+" ⋯ E++

\, 

其中E%0是h!的第F行元素分别与h"的第b列的对应元素乘积之和，即 

E%0 = R%!e!0 + R%"e"0 +⋯+ R%+e+0 . 

【性质 1】行列互换，行列式不变.即 

\
R!! R!" ⋯ R!+
R"! R"" ⋯ R"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
R+! R+" ⋯ R++

\ = \
R!! R"! ⋯ R+!
R"! R"" ⋯ R+"
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
R!+ R"+ ⋯ R++

\. 

【性质 2】 

\\

R!! R!" ⋯ R!+
⋮

IR4!
⋮
R+!

⋮
IR4"
⋮
R+"

⋱
⋯
⋱
⋯

⋮
IR45
⋮
R++

\\ = I \\

R!! R!" ⋯ R!+
⋮
R4!
⋮
R+!

⋮
R4"
⋮
R+"

⋱
⋯
⋱
⋯

⋮
R45
⋮
R++

\\. 

这就是说，一行的公因子可以提出去，或者说以一数乘行列式的一行就相当于用这个数乘此
行列式. 

【性质 3】 

\\

R!! 							R!" ⋯ 										R!+
⋮

e! + E!
⋮
R+!

⋮
e" + E"

⋮
R+"

		⋱
		⋯
		⋱⋯

			
			⋮

	e+ + E+
	 		⋮		R++

\\ = \\

R!! R!" ⋯ R!+
⋮
e!
⋮
R+!

⋮
e"
⋮
R+"

⋱
⋯
⋱
⋯

⋮
e+
⋮
R++

\\ + \\

R!! R!" ⋯ R!+
⋮
E!
⋮
R+!

⋮
E"
⋮
R+"

⋱
⋯
⋱
⋯

⋮
E+
⋮
R++

\\ 

这就是说，如果某一行是两组数的和，那么这个行列式就等于两个行列式的和，而这两个行
列式除这一行以外全与原来行列式的对应的行一样. 

【性质 4】如果行列式中有两行相同，那么行列式为零. 
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【性质 5】如果行列式中两行成比例，那么行列式为零. 

【性质 6】把一行的倍数加到另一行，行列式不变. 

【性质 7】对换行列式中两行的位置，行列式反号. 

【性质 8】任意一个矩阵经过一系列初等行变换总能变成阶梯形矩阵. 

【性质 9】在行列式中，一行的元素与另一方相应元素的代数余子式的乘积之和为零. 

【性质 10】对任意的O(O ≥ 2)，O阶范德蒙德行列式等于R!, R", . . . , R+这O个数的所有可能的

差R% − R0(1 ≤ F＜b ≤ O)的乘积.范德蒙德行列式为零的充分必要条件是R!, R", . . . , R+这O个数

中至少有两个相等. 
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第三章 线性方程组 

【定理】初等变换总是把方程组变成同解的方程组(第二种初等变换). 

【定理 1】在齐次线性方程组 

d
R!!#! + R!"#" +⋯+ R!+#+ = 0,
R"!#! + R""#" +⋯+ R"+#+ = 0,
⋯⋯⋯⋯
R#!#! + R#"#" +⋯+ R#+#+ = 0

 

中，如果C < O，那么它必有非零解. 

【定理 2】 设l!, l", … , l.与m!, m", . . . , m#是两个向量组.如果 

1）向量组l!, l", … , l.可以经m!, m", . . . , m#线性表出; 

2）, > C. 

那么向量组l!, l", … , l.必线性相关. 

【推论 1】如果向量组l!, l", … , l.可以经向量组m!, m", . . . , m#线性表出，且l!, l", … , l.线性

无关，那么, ≤ C. 

【推论 2】任意O + 1个O维向量必线性相关. 

【推论 3】两个线性无关的等价的向量组，必含有相同个数的向量. 

【定理 3】一向量组的极大线性无关组都含有相同个数的向量. 

【定理 4】o的秩=o的列秩=o的行秩. 

【推论 1】矩阵的初等列变换和初等行变换皆不改变该矩阵的秩、列秩和行秩. 
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【推论 2】矩阵o的秩等于o在初等行变换下的阶梯形矩阵中非零行的数目. 

【推论 3】设矩阵o在初等行变换下的阶梯形是 

p =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛
0 … 0
0 … 0

e!%! … e!%"
0 … e"%"

⋯ e!%# ⋯ e!+
⋯ e"%# ⋯ e6+

⋮ ⋱ ⋮ ⋮			 ⋱ 			⋮ ⋱			 ⋮ 			⋱		 			⋮
0 … 0
0 … 0
⋮ ⋱ ⋮
0 … 0

0 			… 		0
0 			…		 0
⋮ 				⋱		 ⋮
0 			…		 0

⋯ e.%# ⋯ e7+
⋯		 	0	 ⋯	 			0
⋱ 				⋮ 			⋱	 				⋮
⋯	 		0 	⋯				 0⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

 

则o的第F!, F", … , F.列组成它的列向量组的一个极大线性无关组. 

【推论 4】设 

o = w
R!! R!" ⋯ R!+
R"! R"" ⋯ R"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
R+! R+" ⋯ R++

x 

则o的列向量组(行向量组)线性相关的充分必要条件是|o|=0;o的列向量组(行向量组)线性无

关的充分必要条件是|o| ≠ 0. 

【定理 5】齐次线性方程组 

d
R!!#! + R!"#" +⋯+ R!+#+ = 0,
R"!#! + R""#" +⋯+ R"+#+ = 0,
⋯⋯⋯⋯
R+!#! + R+"#" +⋯+ R++#+ = 0

 

有非零解的充分必要条件是它的系数矩阵 

o = w
R!! R!" ⋯ R!+
R"! R"" ⋯ R"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
R+! R+" ⋯ R++

x 

的行列式|o|=0;方程组只有零解的充分必要条件是|o| ≠ 0. 

【定理 6】（克拉默法则及其逆定理）线性方程组 
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d
R!!#! + R!"#" +⋯+ R!+#+ = e!,
R"!#! + R""#" +⋯+ R"+#+ = e",
																									⋯⋯⋯⋯
R+!#! + R+"#" +⋯+ R++#+ = e+

 

有唯一解的充分必要条件是它的系数矩阵 

o = w
R!! R!" ⋯ R!+
R"! R"" ⋯ R"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
R+! R+" ⋯ R++

x 

的行列式|o| ≠ 0. 

【定理 7】（线性方程组有解判别定理）线性方程组 

d
R!!#! + R!"#" +⋯+ R!+#+ = e!,
R"!#! + R""#" +⋯+ R"+#+ = e",
																									⋯⋯⋯⋯
R#!#! + R#"#" +⋯+ R#+#+ = e#

 

有解的充分必要条件为它的系数矩阵 

o = w
R!! R!" ⋯ R!+
R"! R"" ⋯ R"+
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
R8! R8" ⋯ R#+

x 

与增广矩阵 

oy = w
R!! R!" ⋯ R!+ e!
R"! R"" ⋯ R"+ e"
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 				⋮
R8! R8" ⋯ R#+ e#

x 

有相同的秩. 

【定理 8】在齐次线性方程组有非零解的情况下，它有基础解系，并且基础解系所含解的个

数等于O − ,，这里,表示系数矩阵的秩(以下将看到，O − ,也就是自由未知量的个数). 

【定理 9】如果z-是方程组 
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d
R!!#! + R!"#" +⋯+ R!+#+ = e!,
R"!#! + R""#" +⋯+ R"+#+ = e",
																									⋯⋯⋯⋯
R#!#! + R#"#" +⋯+ R#+#+ = e#

 

的一个特解，那么方程组的任一个解{都可以表成 

{ = z- + |, 

其中|是导出组的一个解，因此，对于方程组的任一个特解z-，当|取遍它的导出组的全部解

时，{ = z- + |就给出方程组的全部解. 

【推论】在方程组 

d
R!!#! + R!"#" +⋯+ R!+#+ = e!,
R"!#! + R""#" +⋯+ R"+#+ = e",
																									⋯⋯⋯⋯
R#!#! + R#"#" +⋯+ R#+#+ = e#

 

有解的条件下，解是唯一的充分必要条件是它的导出组 

d
R!!#! + R!"#" +⋯+ R!+#+ = 0,
R"!#! + R""#" +⋯+ R"+#+ = 0,
																								⋯⋯⋯⋯
R#!#! + R#"#" +⋯+ R#+#+ = 0

 

只有零解. 

【引理】设 

%(#) = R-#+ + R!#+)!+. . . +R+, 

}(#) = e-#/ + e!#/)!+. . . +e/ 

是数域!上的两个非零的多项式，它们的系数R-，e-不全为零.于是%(#)与}(#)在![#]中有非

常数的公因式的充分必要条件是，在![#]中存在非零的次数小于V的多项式9(#)与次数小于

O的多项式:(#)，使 

9(#)%(#) = :(#)}(#). 

【定理 10】设 

%(#) = R-#+ + R!#+)!+. . . +R+, 
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}(#) = e-#/ + e!#/)!+. . . +e/ 

是![#]中两个多项式，V, O > 0,于是它们的结式~(%, }) = 0的充分必要条件是%(#)与}(#)在
![#]中有非常数的公因式或者它们的第一个系数R-，e-全为零. 

【定理 11】如果(#-, X-)是方程组 

�%(#，X) = 0,
}(#，X) = 0 

的一个复数解，那么X-就是~9(%, })的一个根；反过来，如果X-是~9(%, })的一个复根，那么

R-(X-) = e-(X-) = 0,或者存在一个复数#-使(#-, X-)是方程组 

�%(#，X) = 0,
}(#，X) = 0 

的一个解.
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第四章 矩阵 

【定理5】设_，�是数域!上的两个O × O矩阵，那么 

                               |_�| = |_|	|�| 

即矩阵乘积的行列式等于它的因子的行列式的乘积.	

【推论5】设_!, _", … , _/都是数域 P上的O × O矩阵，于是 

                             |_!_" ∙∙∙ _/| = |_!|	|_"| ∙∙∙ |_/|.	 

【推论7】设_，�是数域!上O × O矩阵，矩阵_�为退化的充分必要条件是_，�中至少有一
个是退化的. 

【定理7】设_数域!上O ×V矩阵，�是数域!上O × C矩阵，于是 

                            秩(_�)≤min[ 秩(_)，秩(�) ],  

即乘积的秩不超过各因子的秩. 

【推论】如果_ = _!_" ∙∙∙ _$，那么 

                           秩(_)≤min!:0:$秩 (_0). 

【定理;】矩阵_是可逆的充分必要条件是_非退化，而 

                               _)! = !
; _

∗								(8 = |_| 	≠ 0). 

【推论】如果矩阵_，�可逆，那么_=与_�也可逆，且 

                        (_=))! = (_)!)=，(_�))! = �)!_)!.	

【定理=】_是一个C × O	矩阵，如果!是C × C可逆矩阵，�是O × O可逆矩阵，那么 

                               秩(_)=秩(!_)=秩(_�). 
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【引理】对一个C × O矩阵_作一初等行变换就相当于在_的左边乘相应的C × C初等矩阵，对
_作一初等列变换就相当于在_的右边乘相应的O × O初等矩阵.	

【定理@】任意一个C × O矩阵_都与一形式为 

                                

⎝

⎜⎜
⎜
⎛
1 0 ⋯
0 1 ⋯
⋮ ⋮ ⋱

0 ⋯ 0
0 ⋯ 0
⋮ ⋱ 0

0 0 ⋯
0 0 ⋯
⋮
0

⋮
0

⋱
⋯

1 ⋯ 0
0 ⋯ 0
0
0

⋱
⋯

⋮
0⎠

⎟⎟
⎟
⎞

 

的矩阵等价，它称为矩阵_的标准形，主对角线上 1 的个数等于_的秩（1 的个数可以是零）. 

【定理H】O阶矩阵_可逆的充分必要条件是它能表成一些初等矩阵的乘积： 

                                 _ = �!�"⋯�/. 

由此即得 

【推论5】两个C × O矩阵_，�等价的充分必要条件为，存在可逆的C阶矩阵!与可逆的O阶矩
阵�使 

                                     _ = !��. 

【推论7】可逆矩阵总可以经过一系列初等行矩阵变化为单位矩阵. 
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第五章 二次型 

【定理】数域上任意一个二次型都可以经过非退化的线性替换变成平方和8!" + 8"" +⋯+ 8+"
的形式.	

【定理】在数域上，任意一个对称矩阵都合同于一个对角矩阵. 

【定理】任意一个复二次型，经过一适当的非退化线性替换可以变成规范形，并且规范形是
唯一的. 

【定理】任意一个实二次型，经过一适当的非退化线性替换可以变成规范形，并且规范形是
唯一的. 

【定理】(1)任一复对称矩阵都合同于一个下述形式的对角矩阵: 

                             

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛
1

1
⋱

1
1

⋱
0⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

. 

其中对角线上 1 的个数等于_的秩; 

（2）任一实对称矩阵都合同于一个下述形式的对角矩阵: 

                        

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛
1

⋱
1

−1
⋱

−1
0

⋱
0 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

, 

其中对角线上 1 的个数A及-1 的个数, − A（,是_的秩）都是唯一确定的，分别称为_的正、
负惯性指数，它们的差2A − ,称为_的符号差. 
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【定理】O元实二次型%(#!, #", … , #+)是正定的充分必要条件是它的正惯性指数等于O. 

【定理】实二次型 

.                          %(#!, #", … , #+) = ∑ ∑ R%0#%#0+
02! =+

%2! �=_� 

是正定的充分必要条件为矩阵_的顺序主子式全大于零.	

【定理】对于实二次型%(#!, #", … , #+)，其中_是实对称的，下列条件等价： 

（1） %(#!, #", … , #+)是半正定的； 

（2） 它的正惯性指数与秩相等； 

（3） 有实可逆矩阵k，使 

                       k=_k =
⎝

⎛
8!

8"
⋱

85⎠

⎞， 

其中8% ≥ 0(F = 1,2,⋯ , O)； 

（4） 有实对称矩阵 C，使 

                            _ = k=k； 

（5） _的所有主子式（行指标与列指标相同的子式）皆大于或等于零. 
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第六章 线性空间 

【定理5】如果在线性空间�中有O个线性无关的向量M!, M", … , M+，且�中任意向量都可以经
他们线性表出，那么�是O维的，而M!, M", … , M+就是�的一组基. 

【定理7】如果线性空间�的非空子集合�对于�的两种运算是封闭的，也就是满足∀M, � ∈ �,
有M + � ∈ �,∀I ∈域!,有IM ∈ �，那么�就是一个子空间. 

【定理;】（1）两个向量组生成相同子空间的充分必要条件是这两个向量组等价； 

（2）�(M!, M", … , M.)的维数等于向量组M!, M", … , M.的秩. 

【定理=】设�是数域!上O维线性空间�的一个V为子空间，M!, M", … , M/是�的一组基，那
么这组向量必定可扩充为整个空间的基，也就是说，在�中必定可以找到O −V个向量
M/,!, M/,", … , M+，使得M!, M", … , M+是�的一组基. 

【定理@】如果�!, �"是线性空间�的两个子空间，那么他们的交�! ∩ �"也是�的子空间. 

【定理H】如果�!, �"是线性空间�的子空间，那么它们的和�! + �"也是�的子空间. 

【定理L】(维数公式)如果�!, �"是线性空间�的两个子空间，那么 

                      维（�!）+维（�"）=维（�! + �"）+维（�! ∩ �"）	

【定理N】和�! + �"是直和的充分必要条件是等式 

                      M! + M" = 0，	M% ∈ �%，F = 1,2 

只有在M%全为零向量时才成立. 

【推论】和�! + �"为直和的充分必要条件是 

                            �! ∩ �" = {0}. 
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【定理P】设�!, �"是�的子空间，令� = �! + �"，则 

                              � = �!⨁�"	 

的充分必要条件为 

                        维（W）=维（�!）+维（�"）. 

【定理5Q】设�是线性空间�的一个子空间，那么一定存在一个子空间�，使� = �⨁�. 

【定理55】�!, �", … , �#是�的一些子空间，下面这些条件是等价的： 

(1)� = ∑ �%#
%2! 是直和； 

(2)零向量的表法唯一； 

(3)�% ∩ ∑ �00?% = {0}，i=1,2,…,s； 

(4)维(�)=∑ 维(V%)#
%2! . 

【定理57】数域!上两个有限线性空间同构的充分必要条件是它们有相同的维数. 
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第七章 线性变换 

【定理5】设�!, �", … , �+是线性空间�的一组基，M!, M", … , M+是�中任意O个向量，存在唯一
的线性变换�，使 

                            ��% = M%，F = 1,2,⋯ , O. 

【定理7】设�!, �", … , �+是数域!上O维线性空间�的一组基，在这组基下，每个线性变换按公
式�(�!, �", … , �+) = (��!, ��", … ,��+) = (�!, �", … , �+)_对应一个O ⨯ O矩阵，这个对应具有
以下的性质： 

（1） 线性变换的和对应于矩阵的和； 

（2） 线性变换的乘积对应于矩阵的乘积； 

（3） 线性变换的数量乘积对英语矩阵的数量乘积； 

（4） 可逆的线性变换与可逆矩阵对应，且逆变换对应于逆矩阵. 

【定理;】设线性变换�在基�!, �", … , �+下的矩阵是_，向量�在基�!, �", … , �+下的坐标是
(#!, #", … , #+)，则��在基�!, �", … , �+下的坐标(X!, X", … , X+)可以按公式 

                                 w
X!
X"
⋮
X+
x = _w

#!
#"
⋮
#+
x 

计算. 

【定理=】设线性空间�中线性变换�在两组基 

                                  �!, �", … , �+，                    （1） 

�!, �", … , �+                      （2）     

下的矩阵分别为_和�，从基（1）到（2）的过度矩阵是�，于是� = �)!_�. 

【定理@】线性变换在不同基下所对应的矩阵是相似的.反过来，如果两个矩阵相似，那么它
们可以看作同一个线性变换在两组基下对应的矩阵. 
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【定理H】相似的矩阵有相同的特征多项式. 

【哈密顿-凯莱定理】设_是数域!上一O ⨯ O矩阵，%(�) = |�� − _|是_的特征多项式，则 

               %(_) = _+ − (R!! + R"" +⋯+ R++)_+)! +⋯+ (−1)+|_|� = �.	

【推论】设�是有限维空间�的线性变换，%(�)是�的特征多项式，那么%(�) = 0. 

【定理L】设�是O维线性空间�的一个线性变换，�的矩阵可以在某一组基下位对角矩阵的
充分必要条件是，�有O个线性无关的特征向量. 

【定理N】属于不同特征值的特征向量是线性无关的. 

【推论5】如果在O维线性空间�中，线性变换�的特征多项式在数域!中有O个不同的根，即
�有O个不同的特征值，那么�在某组基下的矩阵是对角形的. 

【推论7】在复数域上的线性空间中，如果线性变换�的特征多项式没有重根，那么�在某
组基下的矩阵是对角形的. 

【定理P】如果�!, ⋯ , �(是线性变换�的不同的特征值，而M%!, ⋯ , M%.!(F = 1,2,⋯ , I)，是属于
特征值�%的线性无关的特征向量，那么向量组M!!, ⋯ , M!.$ , ⋯ , M(!, ⋯ , M(.%也线性无关. 

【定理5Q】设�是O维线性空间�的线性变换，�!, �", … , �+是�的一组基，在这组基下�的矩
阵是_，则 

（1）�的值域��是由基像组生成的子空间，即 

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 �� = �(��!, ��", … ,��+)；	

（2）�的秩=A 的秩.	

【定理55】设�是O维线性空间�的线性变换，则��的一组基的原像及�)!(0)的一组基合
起来就是�的一组基.由此还有 

                             �的秩+�的零度=O	
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【推论】对于有限维线性空间的线性变换，它是单射的充分必要条件为它是满射. 

【定理57】设线性变换�的特征多项式为%(�)，它可分解成一次因式的乘积 

                     %(�) = (� − �!).$(� − �")."⋯(� − �#).&， 

则�可分解成不变子空间的直和 

                      � = �!⊕�"⊕⋯	⊕ �#， 

其中�% = {� ∈ �|(� − �%ℰ).!� = 0}. 

【定理5;】设�是复数域上O维线性空间�的一个线性变换，则�中一定存在一组基，�在这
组基下的矩阵是若尔当矩阵，称为�的若尔当标准形. 

【定理5=】每个O阶复矩阵_一定与一个若尔当行矩阵相似.这个若尔当形矩阵除去其中若尔
当快的排列顺序外由_唯一决定，称为_的若尔当标准形. 

【引理5】矩阵_的最小多项式是唯一的. 

【引理7】设}(#)是矩阵_的最小多项式，那么%(#)以_为根的充分必要条件是}(#)整除%(#). 

【引理;】设_是一个准对角矩阵 

                               _ = †_! _"°， 

并设_!的最小多项式为}!(#)，_"的最小多项式为}"(#)，那么_的最小多项式为}!(#)，}"(#)
的最小公倍式[}!(#), }"(#)]. 

【引理=】I阶若尔当块 

  ¢ = w
R
1 ⋱

⋱ R
1 R

x							 

的最小多项式为(# − R)(.				 
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【定理5@】数域!上O阶矩阵_与对角矩阵相似的充分必要条件为_的最小多项式是!上互素
的一次因式的乘积. 

【推论】复矩阵_与对角矩阵相似的充分必要条件是_的最小多项式没有重根. 
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第八章 !-矩阵 

【定理5】O × O的�-矩阵_(�)是可逆的充分必要条件为行列式|_(�)|是一非零的数. 

【引理】设�-矩阵_(�)的左上角元素R!!(�) ≠ 0，并且_(�)中至少有一个元素不能被它除尽，
那么一定可以找到一个与_(�)等价的矩阵�(�)，它的左上角元素也不为零，但是次数比
R!!(�)的次数低. 

【定理7】任意一个非零C × O的�-矩阵_(�)都等价于一个下述形式的矩阵： 

                         

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛
8!(�)

8"(�)
⋱

8.(�)
0

⋱
⋱

0⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

		 

其中, ≥ 1，8%(�)(F = 1,2, … , ,)是首项系数为 1 的多项式，且 

                         8%(�)|8%,!(�), F = 1,2, … , , − 1. 

【定理;】等价的�-矩阵具有相同的秩与相同的各阶行列式因子. 

【定理=】�-矩阵的标准形是唯一的. 

【定理@】两个�-矩阵等价的充分必要条件是它们有相同的行列式因子，或者它们有相同的
不变因子. 

【定理H】矩阵_(�)是可逆的充分必要条件是它可以表成一些初等矩阵的乘积.	

【引理5】如果有O × O数字矩阵!-, �-，使 

                                    �� − _ = !-(�� − _)�-, 

则_与�相似. 
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【引理7】对于任何不为零的O × O数字矩阵_和�-矩阵�(�)与�(�)，一定存在�-矩阵�(�)与
~(�)以及数字矩阵�-和�-，使 

                         �(�) = (�� − _)�(�) + �-, 

                         �(�) = ~(�)(�� − _) + �-. 

【定理 7】设_, �是数域!上两个O × O矩阵，_与�相似的充分必要条件是它们的特征矩阵
�� − _和�� − �等价. 

【推论】矩阵_与�相似的充分必要条件是它们有相同的不变因子. 

【定理N】两个同阶复矩阵相似的充分必要条件是它们有相同的初等因子. 

【引理】设 

                     _(�) = †%!(�)}!(�) 0
0 %"(�)}"(�)°, 

                     �(�) = †%"(�)}!(�) 0
0 %!(�)}"(�)°, 

如果多项式%!(�)，%"(�)都与}!(�)，}"(�)互素，则_(�)和�(�)等价. 

【定理P】首先用初等变换化特征矩阵�� − _为对角形，然后将主对角线上的元素分解成互
不相同的一次因式方幂的乘积，则所有这些一次因式的方幂（相同的按出现的次数计算）就
是_的全部初等因子.	

【定理5Q】每个O阶的复矩阵_都与一个若尔当形矩阵相似，这个若尔当形矩阵除去其中若
尔当块的排列次序外是被矩阵_唯一决定的，它称为_的若尔当标准形.	

【定理55】设�是复数域上O维线性空间�上的线性变换，在�中必定存在一组基，使�在这
组基下的矩阵是若尔当标准形，并且这个若尔当形矩阵除去其中若尔当块的排列次序外是被
�唯一决定的. 

【定理57】复矩阵_与对角矩阵相似的充分必要条件是，_的初等因子全为一次的.	
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【定理5;】复矩阵_与对角矩阵相似的充分必要条件是，_的不变因子都没有重根. 

【引理】_ =
⎝

⎛
_!

_"
⋱

_#⎠

⎞中矩阵_的不变因子为1,1, … ,1, 8!(�), 8"(�),⋯ , 8#(�)	,其中

1 的个数等于8!(�), 8"(�),⋯ , 8#(�)的次数之和减去C.   

【定理5=】数域!上O × O方阵_在!上相似于唯一的一个有理标准形，称为_的有理标准形. 

【定理 15】设�是数域!上O维线性空间的线性变换，则在�中存在一组基，使�在该基下的
矩阵是有理标准形，并且这个有理标准形由�唯一决定，称为�的有理标准形. 
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第九章 欧几里得空间 

【定理5】O为欧氏空间中任一个正交向量组都能扩充成一组正交基. 

【定理7】对O维欧氏空间中任意一组基�!, �", ⋯ , �+,都可以找到一组标准正交基�!, �", ⋯ , �+，
使 

                  �(�!, �", ⋯ , �%) = �(�!, �", ⋯ , �%),						F = 1,2,⋯ , O. 

【定理;】两个有限维欧氏空间同构的充分必要条件式它们的维数相同.  

【定理=】设�是O维欧氏空间�的一个线性变换，于是下面四个命题是相互等价的： 

（1）�是正交变换； 

（2）�保持向量长度不变，即对于M ∈ �, |�M| = |M|； 

（3）如果�!, �", ⋯ , �+是正交基，那么��!, ��", ⋯ ,��+也是标准正交基； 

（4）�在任意一组标准正交基下的矩阵是正交矩阵. 

【定理@】如果子空间�!, �", ⋯ , �#两两正交，那么和�! + �" +⋯+ �#是直和. 

【定理H】O维欧氏空间�的每一个子空间�!都有唯一的正交补. 

【推论】�!@恰由所有与�!正交的向量组成.	

【引理5】设_是实对称矩阵，则_的复特征值皆为实数. 

【引理7】设_是实对称矩阵_，�是O维欧氏空间~+上的一个线性变换，则对任意M, � ∈ ~+，
有 

                              (�M, �) = (M,��), 

或 

                              �@(_M) = M@_�. 
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【引理;】设�是对称变换，�!是�-子空间，则�!	@也是�-子空间. 

【引理=】设_是实对称矩阵，则~+中属于_的不同特征值的特征向量必正交. 

【定理L】对于任意一个O阶实对称矩阵_，都存在一个O阶正交矩阵£，使£@_£ = £)!_£成
对角形. 

【定理N】任意一个实二次型 

                              ∑ ∑ R%0#%#0+
02!

+
%2! ，R%0 = R0% 

都可以经过正交的线性替换变成平方和 

                           �!X!" + �"X"" +⋯+ �+X+". 

其中平方项的系数�!, �", ⋯ , �+就是矩阵_的特征多项式全部的根. 
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第十章 双线性函数与辛空间 

【定理5】设�是!上一个O维线性空间，�!, �", ⋯ , �+是�的一组基，R!, R", ⋯ , R+是!中任意O
个数，存在唯一的�上线性函数%，使 

                       %(�%) = R% ,			F = 1,2	,⋯ , O. 

【引理】对�中任意向量M，有 

                                     M = ∑ %%(M)�%+
%2! ,	 

而对�(�, !)中任意向量，有 

                                      % = ∑ %(�%)%%+
%2! . 

【定理7】�(�, !)的维数等于�的维数，而且%!, %", ⋯ , %+是�(�, !)的一组基.  

【定理;】设�!, �", ⋯ , �+及�!, �", ⋯ . �+是线性空间�的两组基，它们的对偶基分别为

%!, %", ⋯ , %+及}!, }", ⋯ , }+ .如果由�!, �", ⋯ , �+到�!, �", ⋯ , �+的过度矩阵为_，那么由%!，

%", ⋯ , %+到}!, }", ⋯ , }+的过度矩阵为(_=))!. 

【定理=】�是一个线性空间，�∗∗是�的对偶空间的对偶空间，�到�∗∗的映射是一个同构映
射. 

【定理@】设�是数域!上O维线性空间，%(M, �)是�上的对称双线性函数，则存在�的一组基
�!, �", ⋯ , �+，使%(M, �)在这组基下的度量矩阵为对角矩阵. 

【推论5】设�是复数域上O维线性空间，%(M, �)是�上对称双线性函数，则存在�的一组基
�!, �", ⋯ , �+，对�中任意向量∑ #%�%+

%2! , � = ∑ X%�%+
%2! ，有 

                            %(M, �) = #!X! + #"X" +⋯+ #.X. ,			0 ≤ , ≤ O. 

【推论7】设�是实数域上O维线性空间，%(M, �)是�上对称双线性函数，则存在�的一组基
�!, �", ⋯ , �+，对�中任意向量M = ∑ #%�%+

%2! , � = ∑ X%�%+
%2! ，有 

        %(M, �) = #!X! + #"X" +⋯+ #BXB − #B,!XB,! −⋯− #.X. , 0 ≤ A ≤ , ≤ O. 
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【 定 理 H】 设 %(M, �)是 O维线 性空间�上 的 反 称双线 性 函 数 ， 则 存 在�的 一 组基
�!, �)!, ⋯ , �). , �!, ⋯ �#,使 

                 §
%(�% , �)%) = 1,												F = 1,2,⋯ , ,;
%0�% , �01 = 0,																					F + b ≠ 0;
%(M, �() = 0,				M ∈ �, I = 1,2,⋯ , C.

 

【定理L】(�, %)是辛空间，�是�的子空间，则 

                          维(�@) =维(�)-维(�). 

【定理N】设�是辛空间(�, %)的拉格朗日子空间，�!, �", ⋯ , �+是�的基，则它可扩充为(�, %)
的辛正交基. 

【推论】设�是(�, %)的迷向子空间，{�!, ⋯ , �(}是�的基，则它可扩充为(�, %)的辛正交基. 

【定理P】辛空间(�, %)的辛子空间(�, %|�)的一组辛正交基可扩充成(�, %)的辛正交基. 

【定理5Q】令(�, %)为辛空间，�和�是两个拉格朗日子空间或两个同维数的辛子空间，则
有(�, %)的辛变换把�变成�.	

【维特（Witt）定理】辛空间(�, %)的两个子空间�与�间若有等距，则此等距可扩充成(�, %)
的一个辛变换. 

【定理55】设ℋ是2O维辛空间中的辛变换，¦是ℋ在某辛正交基下矩阵，则它的特征多项式

%(�) = |�� − ¦|满足%(�) = �"+%(!C).若设 

                      %(�) = R-�"+ + R!�"+)! +⋯+ R"+)!� + R"+, 

则R% = R"+)%(F = 0,1,⋯ , O). 

【定理57】设�% , �0是数域!上辛空间(�, %)上辛变换ℋ在!中的特征值，且�%�0 ≠ 1.设�C! , �C'
是�中对应于特征值�%及�0的特征子空间.则∀9 ∈ �C! , : ∈ �C'，有%(9, :) = 0，即�C!与�C'的特
征子空间，则�C!与�C'是辛正交的.特别地，当�% ≠ ±1时，�C!是迷向子空间.	
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9.5 化简对称变换的矩阵

的不变子空间；

(3)欧氏空间 V 的线性变换 A 是对称变换→⇒ A 在 V 的任一标准正交基

下的矩阵为实对称矩阵;

(4)设A 是欧氏空间 V 的对称变换，则存在 V 的一组标准正交基，使A 在

该基下的矩阵为对角矩阵.

6.判断正交变换与对称变换的方法

判断欧氏空间 V 的线性变换 A 为正交变换或对称变换及证明有关结果是及

其重要的.

(1)利用定义判定 (主要是对于一般欧氏空间的线性变换)；

(2)利用有关的等价条件：如，

1!.A 是正交变换→⇒ |A (ααα)|= |ααα|；

2!.A 是正交 (或对称)变换→⇒ A 在 V 的标准正交基下的矩阵为正交 (或对

称)矩阵 (主要对于有限维欧氏空间的线性变换)等.

9.5 化简对称变换的矩阵

设 A 是 n维欧氏空间 V 的对称变换，化简对称变换的矩阵的步骤如下：

第一步： 取 V 的一组标准正交基 εεε1,εεε2, · · · ,εεεn，并求 A 在该基下的矩阵

AAA，即 A (εεε1,εεε2, · · · ,εεεn) = (εεε1,εεε2, · · · ,εεεn)AAA，这里AAA是 n阶实对称矩阵；

第二步： 求正交矩阵QQQ，使得

QQQ→1AQAQAQ = QQQTAQAQAQ = ΛΛΛ = diag(λ1,λ2, · · · ,λn)

第三步： 由 (δδδ1,δδδ2, · · · ,δδδn) = (εεε1,εεε2, · · · ,εεεn)QQQ确定 V 的另一组标准正交

基 δδδ1,δδδ2, · · · ,δδδn，则 A 在该基下的矩阵为对角矩阵 ΛΛΛ.
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9.6 酉空间的有关结果

9.6 酉空间的有关结果

1.酉空间的定义

设 V 是复数域 C上的线性空间，对于 V 中任意两个元素 ααα,βββ如果有一复数

与它们对应，记为 (ααα,βββ)，且它满足：

(1)(ααα,βββ) = (ααα,βββ)；

(2)(kααα,βββ) = k(ααα,βββ)；

(3)(ααα + βββ,εεε) = (ααα,εεε) + (βββ,εεε)；

(4)(ααα,ααα)是非负实数，当且仅当 ααα = 000时，(ααα,ααα) = 0.

这里 ααα,βββ,εεε ∈ V, k ∈ C，则称复数 (ααα,βββ)为 ααα与 βββ的内积，此时称 V 为酉空

间，也称复内积空间.

2.酉空间中的有关概念

设 V 是酉空间，ααα,βββ ∈ V,A 是 V 的线性变换，W1,W2是 V 的子空间.则：

(1)|ααα|=
√

(ααα,ααα)称为元素 ααα的长度或模.

(2)|ααα|= 1时称 ααα为单位元素；ααα ↔= 0时，称
1

|ααα|α
αα为将元素 ααα单位化.

(3)(ααα,βββ) = 0时，称元素 ααα与 βββ 正交.

(4)如果 n维酉空间 V 的一个基中的元素两两正交，则称之为 V 的一个正交

基；由单位元素组成的正交基称为标准正交基.

(5)设AAA ∈ Cn×n，如果AAA满足AAA
T
= AAA，则称AAA是 Hermite矩阵；如果AAA满

足AAA
T
AAA = AAAAAA

T
= EEE，则称AAA为酉矩阵.
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9.6 酉空间的有关结果

(6)设 ααα1,ααα2, · · · ,αααn是 V 的一组基，称矩阵
⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(ααα1,ααα1) (ααα1,ααα2) · · · (ααα1,αααn)

(ααα2,ααα1) (ααα2,ααα2) · · · (ααα2,αααn)

... ... ...

(αααn,ααα1) (αααn,ααα2) · · · (αααn,αααn)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

为基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn的度量矩阵.

(7)设 ααα ∈ V，如果对任意BBB ∈ W1 恒有 (ααα,βββ) = 0，则称 ααα与子空间W1 正

交，记为 ααα ⊥ W1；

如果对任意 ααα ∈ W1和 βββ ∈ W2恒有 (ααα,βββ) = 0，则称子空间W1与W2正交，

记为W1 ⊥ W2；

如果W1 ⊥ W2，且 V = W1 +W2，则称W2是W1的正交补，记为W⊥
1 .

(8)如果对任意 ααα,βββ ∈ V 都有 (A (ααα),A (βββ)) = (ααα,βββ)，则称 A 为 V 的酉变

换；

如果对任意 ααα,βββ ∈ V 都有 (A (ααα),βββ) = (ααα,A (βββ))，则称 A 为 V 的 Hermite

变换；

(9)设AAA ∈ Cn×n是 Hermite矩阵，xxx ∈ Cn×n，称 xxxTAxAxAx为 Hermite二次型.

3.欧氏空间与酉空间的比较

欧氏空间与酉空间相比，基础数域由实数域 R变成了复数域 C，内积的对称

性换成了共轭对称，因此欧氏空间的结构与酉空间的结构是不相同的.但酉空间

的内积近似于欧氏空间的内积.这样，酉空间有与欧氏空间平行的一套理论.学习
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9.6 酉空间的有关结果

过程中应注意它们相近但不完全相同的地方.

欧氏空间的性质 酉空间的性质

(ααα,βββ)是实数 (ααα,βββ)是复数

(ααα,βββ) = (βββ,ααα) (对称性) (ααα,βββ) = (βββ,ααα) (共轭对称性)

(ααα, kβββ) = k(ααα,βββ) (ααα,βββ) = k(ααα,βββ)

夹角ϕ = arccos
(ααα,βββ)

|ααα|·|βββ| 由于(ααα,βββ)是复数，不易定义夹角

正交矩阵：AAATAAA = AAAAAAT = EEE 酉矩阵：AAA
T
AAA = AAAAAA

T
= EEE

实对称矩阵：AAAT = AAA Hermite矩阵：AAA
T
= AAA

度量矩阵是实对称正定矩阵 度量矩阵是 Hermite正定矩阵

(ααα,βββ) = xxxTAyAyAy = yyyTAxAxAx (ααα,βββ) = yyyTAxAxAx

(注：其中AAA是某基的度量矩阵，xxx和yyy是ααα,βββ在该基下的坐标)

BBB = PPPTAPAPAP BBB = PPP
T
APAPAP

(注：AAA,BBB分别是两个基的度量矩阵，PPP是这两个基的过渡矩阵)

两个标准正交基的过渡矩阵是正交矩阵 两个标准正交基的过渡矩阵是酉矩阵

正交变换在标准正交基下的矩阵为正交矩阵 酉变换在标准正交基下的矩阵为酉矩阵

对称变换在标准正交基下的矩阵 Hermite变换在标准正交基下的矩阵

为实对称矩阵 为 Hermite矩阵

对实对称矩阵AAA存在正交矩阵QQQ使得 对 Hermite矩阵AAA存在酉矩阵UUU使得

QQQ→1AQAQAQ = QQQTAQAQAQ =实对角阵 UUU→1AUAUAU = UUU
T
AUAUAU =实对角阵

对实二次型f = xxxTAxAxAx，存在Rn的正交变换 对 Hermite二次型f = xxxTAxAxAx，存在Cn的酉变换

xxx = QyQyQy，其中QQQ是正交矩阵，使得 xxx = UyUyUy，其中UUU是酉矩阵，使得

f = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n f = λ1y1y1 + λ2y2y2 + · · ·+ λnynyn

(注：这里λ1,λ2, · · · ,λn为AAA的特征值)

167



第十章 双线性函数与辛空间

本章主要介绍线性函数与对偶空间，双线性函数，以及对称型和交错型。

10.1 线性函数及对偶空间

1.线性函数的概念

(1) 设 V 是数域 P 上的线性空间，f 是 V 到 P 的一个映射，如果对任意

ααα,βββ ∈ V 和 k ∈ P，有

f(ααα + βββ) = f(ααα) + f(βββ), f(kααα) = kf(ααα)

则称 f 为 V 上的一个线性函数.

注：在微积分中，一次函数 f(x) = ax + b 称为线性函数，而 f(x) = ax

称为线性齐次函数，它们的原像集和像集都是实数域 R，且线性齐次函数满足

f(x+ y) = f(x) + f(y), f(kx) = kf(x).而线性函数当 b ↔= 0, k ↔= 1时不满足该式.

高等代数中的线性函数是微积分中线性齐次函数和的推广和抽象，其原像是任意

的线性空间，而像集是数域 P .

2.线性函数的基本性质

设 f 是 V 上的线性函数，且 ααα,βββ,ααα1, · · · ,αααs ∈ V，k1, · · · , ks ∈ P，则

(1)f(000) = 0, f(−ααα) = −f(ααα)；

(2)如果 βββ = k1ααα1+ k2ααα2+ · · ·+ ksαααs，则有 f(βββ) = k1f(ααα1)+ k2f(ααα2)+ · · ·+

ksf(αααs)；

3.线性函数的存在唯一性表达式

设 V 数域 P 上的 n维线性空间，ααα1,ααα2, · · · ,αααn是 V 的一组基.则



10.1 线性函数及对偶空间

(1)对于 P 中任意 n和数 a1, a2, · · · , an，存在 V 上唯一的线性函数 f，使

f(αααi) = ai (i = 1, 2, · · · , n)

(2)对于 ααα = x1ααα1 + x2ααα2 + · · ·+ xnαααn ∈ V，满足上述条件的线性函数为

f(ααα) = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn

注：常用上式来构造数域 P 上的 n维线性空间 V 的线性函数 f .

3.线性函数和的基本运算

设 f, g为线性空间 V 上的两个线性函数，若对于任意 ααα ∈ V 及 k ∈ P 有

(1)f(ααα) = g(ααα)，则称线性函数 f 与 g相等，记为 f = g；

(2)(f + g)(ααα) = f(ααα) + g(ααα)，则称 f + g为线性函数 f, g的和或加法；

(3)(kf)(ααα) = k(f(ααα))，则称 kf 为 k与 f 的数量乘法.

4.对偶空间的概念

数域 P 上线性空间 V 的线性函数全体 L(V, P )按如上定义的加法与数量乘

法构成数域 P 上的线性空间，称之为 V 的对偶空间，记为 V ∗.

5.对偶基

取定 V 的一组基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn，如果 V 上的 n个线性函数 f1, f2, · · · , fn 满

足

fi(αααj) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

1, j = i

0, j ↔= i

(i, j = 1, 2, · · · , n)

则 f1, f2, · · · , fn是对偶空间 V ∗的基，称之为 ααα1,ααα2, · · · ,αααn的对偶基.

注：n维线性空间 V 上线性变换的全体也构成数域 P 上的线性空间，但其

元素是线性变换，且其维数是 n2；而 L(V, P )的元素是线性函数，其维数仍是 n.

6.对偶空间的有关结果

设 V 是数域 P 上的 n维线性空间，则
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10.2 双线性函数及其度量矩阵

(1)V 的对偶空间 V ∗也是 n维的；

注： 1!. 给定 n 维线性空间 V 的一组基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn 后，可知其对偶基

f1, f2, · · · , fn是唯一的.

2!.V ∗ 的基不唯一，这是因为，如果 f1, f2, · · · , fn 为基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn 的对

偶基，则 f1, 2f2, · · · , nfn 也是 V ∗ 的一组基 (当然，这组基不是 ααα1,ααα2, · · · ,αααn 的

对偶基).

(2)设 ααα1,ααα2, · · · ,αααn 是 V 的一组基，f1, f2, · · · , fn 是它的对偶基，则对任意

ααα ∈ V，有

ααα = f1(ααα)ααα1 + f2(ααα)ααα2 + · · ·+ fn(ααα)αααn

即 fi(ααα)是 ααα的第 i个坐标的值，而对 V 上任意线性函数 f，有

f = f(ααα1)f1 + f(ααα2)f2 + · · ·+ f(αααn)fn

(3) 设 ααα1,ααα2, · · · ,αααn 及 βββ1,βββ2, · · · ,βββn 是 V 的两个基，它们的对偶基分别是

f1, f2, · · · , fn 及 g1, g2, · · · , gn. 又设由基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn 到 βββ1,βββ2, · · · ,βββn 的过渡矩

阵为AAA，则由 f1, f2, · · · , fn到 g1, g2, · · · , gn的过渡矩阵为 (AAAT)→1.

7.对偶空间的同构

设 V 是数域 P 上的线性空间，V ∗ 是 V 的对偶空间。取 ααα ∈ V，对于任意

f ∈ V ∗，令 ααα∗∗(f) = f(ααα)，则

(1)ααα∗∗是 V ∗上的线性函数；

(2)ααα∗∗是 V ∗的对偶空间 V ∗∗的元素；

(3)ααα → ααα∗∗是 V 到 V ∗∗的同构映射，即 V 与 V ∗∗同构.

注：从同构的意义上讲，V 与 V ∗ 互为对偶空间，即 V 也可以看成 V ∗ 的线

性函数空间，也即 V 与 V ∗互为线性函数空间，它们是成对成双 (偶)出现的，这

就是对偶空间一词的由来.
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10.2 双线性函数及其度量矩阵

10.2 双线性函数及其度量矩阵

1.双线性函数的概念

(1)设 V 是数域 P 上的线性空间，如果对任意 ααα,βββ ∈ V 都对应 P 中一个数

f(ααα,βββ)，且对任意 ααα,βββ,ααα1,ααα2,βββ1,βββ2 ∈ V 和 k1, k2 ∈ P，有

f(ααα, k1βββ1 + k2βββ2) = k1f(ααα,βββ1) + k2f(ααα,βββ2)

f(k1ααα1 + k2ααα2,βββ) = k1f(ααα1,βββ) + k2f(ααα2,βββ)

则称 f(ααα,βββ)为 V 上的一个双线性函数.

(2)设 V 是数域 P 上的 n维线性空间，ααα1,ααα2, · · · ,αααn是 V 的一组基，f(ααα,βββ)

为 V 上的一个双线性函数，则矩阵

AAA =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f(ααα1,ααα1) f(ααα1,ααα2) · · · f(ααα1,αααn)

f(ααα2,ααα1) f(ααα2,ααα2) · · · f(ααα2,αααn)

... ... ...

f(αααn,ααα1) f(αααn,ααα2) · · · f(αααn,αααn)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

称为 f(ααα,βββ)在基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn下的度量矩阵.又称AAA的秩为 f(ααα,βββ)的秩.

注：与 n维欧氏空间的度量矩阵比较，双线性函数的度量矩阵不一定是对称

的，也不一定是正定的.

(3)设 V 是数域 P 上的线性空间，f(ααα,βββ)为 V 上的一个双线性函数.如果对

任意 βββ ∈ V，从 f(ααα,βββ) = 0可推出 ααα = 0，则称 f(ααα,βββ)的非退化的双线性函数.

定义了非退化双线性函数的线性空间称为双线性度量空间.

注：可知双线性函数 f(ααα,βββ) 非退化的 →⇒ 对任意非零元素 ααα,βββ ∈ V 有

f(ααα,βββ) ↔= 0.

2.度量矩阵的有关结论

设 V 是数域 P 上的 n维线性空间，ααα1,ααα2, · · · ,αααn是 V 的一组基，f(ααα,βββ)为
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V 上的一个双线性函数。

(1) 对任意 ααα,βββ ∈ V，如果 ααα,βββ 在基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn 下的坐标分别为 xxx =

(x1, x2, · · · , xn)
T, yyy = (y1, y2, · · · , yn)T，则 f(ααα,βββ) = xxxTAyAyAy，其中 AAA 是 ααα,βββ 在基

ααα1,ααα2, · · · ,αααn下的度量矩阵.

(2)如果βββ1,βββ2, · · · ,βββn是V 的另一组基，且由基ααα1,ααα2, · · · ,αααn到基βββ1,βββ2, · · · ,βββn

的过渡矩阵为CCC，则 f(ααα,βββ)在基ααα1,ααα2, · · · ,αααn下的度量矩阵AAA和在基βββ1,βββ2, · · · ,βββn

下的度量矩阵 BBB 满足 BBB = CCCTACACAC，即双线性函数在不同基下的度量矩阵是合同

的.

(3)f(ααα,βββ)是非退化的→⇒它的度量矩阵AAA是可逆的.

3.二次齐次函数

(1)设 V 是数域 P 上的线性空间，f(ααα,βββ)为 V 上的一个双线性函数，则称

f(ααα,ααα)为与 f(ααα,βββ)对应的二次齐次函数.

(2)对任意ααα ∈ V，如果ααα在基ααα1,ααα2, · · · ,αααn下的坐标分别为xxx = (x1, x2, · · · , xn)
T，

则 f(ααα,ααα) = xxxTAxAxAx，其中AAA是双线函数 f(ααα,βββ)的度量矩阵.

注：双线性函数 f(ααα,βββ) 不是微积分中二元齐次线性函数 f(x, y) = ax + by

的推广，这是因为 f(x, k1y1 + k2y2) = ax+ b(k1y1 + k2y2)，而

k1f(x, y1) + k2f(x, y2) = k1(ax+ by1) + k2(ax+ by2) ↔= f(x, k1y1 + k2y2)

但由 (1)知，二次齐次函数 f(α,αααα,αααα,ααα)是双线性函数 f(ααα,βββ)当 ααα = βββ 时的特例，而

由 (2) 知 f(ααα,ααα) = xxxTAxAxAx，可见 f(ααα,ααα) 是二次型的推广 (其中 AAA 不一定是对称

的)，因此双线性函数是二次型的推广.

4.双线性度量空间

设 V 是数域 P 上的线性空间，如果在 V 上定义了一个非退化的双线性函数

f(ααα,βββ)，则称 V 是一个双线性度量空间，记作 (V, f).
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10.3 对称双线性函数的判定及度量矩阵的化简

1.对称双线线性函数的概念

设 V 是数域 P 上的线性空间，f(ααα,βββ)是 V 上的一个双线性函数.如果对任

意 ααα,βββ ∈ V 都有

f(ααα,βββ) = f(βββ,ααα)

则称 f(ααα,βββ)为对称双线性函数.

注：欧氏空间的内积时一个对称的线性函数，但是酉空间的内积不是对称双

线性函数.

2.对称双线性函数的有关结论

(1) 设 V 是数域 P 上的 n 维线性空间，f(ααα,βββ) 是 V 上的双线性函数，则

f(ααα,βββ)是对称→⇒它的任一组基下的度量矩阵AAA是对称矩阵;

(2) 设 V 是数域 P 上的 n 维线性空间，f(ααα,βββ) 是 V 上的对称双线性函数，

且 f(ααα,βββ)的秩为 r，则存在 V 的一组基 φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn，f(ααα,βββ)在该基下的度量

矩阵为对角矩阵

diag(d1, · · · , dr, 0, · · · , 0) (0 ↔= di ∈ P, i = 1, 2, · · · , r)

也即对任意ααα,βββ ∈ V，且ααα = x1φφφ1+x2φφφ2+ · · ·+xnφφφn,βββ = y1φφφ1+y2φφφ2+ · · ·+ynφφφn，

有

f(ααα,βββ) = d1x1y1 + d2x2y2 + · · ·+ drxryr

(3)设 V 是复数域 C上的 n维线性空间，f(ααα,βββ)是 V 上的双线性函数，且

f(ααα,βββ)的秩为 r，则存在 V 的一组基 φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn，使 f(ααα,βββ)在该基下的度量
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矩阵为 ⎛

⎜⎜⎝
EEEr OOO

OOO OOO

⎞

⎟⎟⎠

也即对任意ααα,βββ ∈ V，且ααα = x1φφφ1+x2φφφ2+ · · ·+xnφφφn,βββ = y1φφφ1+y2φφφ2+ · · ·+ynφφφn，

有

f(ααα,βββ) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xryr

称之为复数域 C上对称双线性函数的规范形.

(4)设 V 是实数域 R上的 n维线性空间，f(ααα,βββ)是 V 上的双线性函数，且

f(ααα,βββ)的秩为 r，则存在 V 的一组基 φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn，使 f(ααα,βββ)在该基下的度量

矩阵为 ⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

EEEr

−EEEr→p

OOO

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(0 ! p ! r ! n)

也即对任意ααα,βββ ∈ V，且ααα = x1φφφ1+x2φφφ2+ · · ·+xnφφφn,βββ = y1φφφ1+y2φφφ2+ · · ·+ynφφφn，

有

f(ααα,βββ) = x1y1 + · · ·+ xpyp − xp+1yp+1 − · · ·− xryr

称之为实数域 R上对称双线性函数的规范形.

3.对称二次齐次函数的有关结论

设 V 是数域 P 上的 n维线性空间，f(ααα,βββ)是 V 上一个对称双线性函数，且

f(ααα,βββ)的秩为 r，则

(1) 存在 V 的一组基 φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn，使对任意 ααα ∈ V 且 ααα = x1φφφ1 + x2φφφ2 +

· · ·+ xnφφφn，有

f(ααα,ααα) = d1x
2
1 + d2x

2
2 + · · ·+ drx

2
r (0 ↔= di ∈ P, i = 1, 2, · · · , r)
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(2) 当 P = C 时，存在 V 的一组基 φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn，使对任意 ααα ∈ V 且

ααα = x1φφφ1 + x2φφφ2 + · · ·+ xnφφφn，有

f(ααα,ααα) = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
r

(3) 当 P = R 时，存在 V 的一组基 φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn，使对任意 ααα ∈ V 且

ααα = x1φφφ1 + x2φφφ2 + · · ·+ xnφφφn，有

f(ααα,ααα) = x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · ·− x2

r (0 ! p ! r ! n)

4.正交空间及正交基

(1)设 V 数域 P 上的线性空间，如果在 V 上定义了一个非退化的对称双线

性函数 f(ααα,βββ)，则称 V 为 P 上的正交空间.

(2)设 V 是 n维实线性空间，如果在 V 上定义一个非退化对称双线性函数，

则称 V 为准欧氏空间或伪欧氏空间.

(3)在数域 P 上的正交空间 V 中，如果有一组基 φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn满足

f(φφφi,φφφi, ) ↔= 0(i = 1, 2, · · · , n), f(φφφi,φφφj, ) = 0 (i ↔= j)

则称该基为 V 的对于 f(ααα,βββ)的正交基，

5.对称双线性函数度量矩阵的化简

数域 P 上线性空间 V 的一个双线性函数在不同基下的度量矩阵是合同的，

现在要问，选择怎样的基，使双线性函数在此基下的度量矩阵最简单？这个问题

相当于已知数域 P 上的 n级方阵 AAA，在与 AAA合同的矩阵中，求一个最简单的矩

阵.在一般情况下这个问题的解决很复杂.但在对称双线性函数的情况下，此问题

有一般性的结论.具体步骤如下：

设 V 数域 P 上的 n维线性空间，f(ααα,βββ)是 V 上秩为 r的对称双线性函数.

第一步： 任取 V 的一组基 ααα1,ααα2, · · · ,αααn(越简单越好)，求 f(ααα,βββ)在该基

下的度量矩阵AAA(AAA是数域 P 上的对称矩阵)
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第二步： 求数域 P 上的可逆矩阵CCC，使CCCTACACAC =DDD，其中

1!.一般数域时 DDD = diag(d1, · · · , dr, 0, · · · , 0) (0 ↔= di ∈ P, i = 1, 2, · · · , r)

2!.P = C时， DDD =

⎛

⎜⎜⎝
EEEr OOO

OOO OOO

⎞

⎟⎟⎠

3!.P = R时， DDD =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

EEEr

−EEEr→p

OOO

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(0 ! p ! r ! n)

第三步： 由 (φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn) = (ααα1,ααα2, · · · ,αααn)CCC 求得 V 的基 φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn，

则 f(ααα,βββ)在该基下的度量矩阵为DDD.

10.4 反对称双线性函数的有关结果

1.反对称双线线性函数的概念

设 V 数域 P 上的 n维线性空间，f(ααα,βββ)是 V 上的一个双线性函数，如果对

任意 ααα,βββ ∈ V 都有

f(ααα,βββ) = −f(βββ,ααα)

则称 f(ααα,βββ)为反对称双线性函数.

2.反对称双线性函数的有关结果

(1)设 V 数域 P 上的 n维线性空间，f(ααα,βββ)是 V 上的双线性函数，则 f(ααα,βββ)

是反对称的→⇒它在任一组基下的度量矩阵AAA反对称矩阵；

(2)设 V 数域 P 上的 n维线性空间，f(ααα,βββ)是 V 上的一个反对称双线性函

数，且 f(ααα,βββ)的秩为 2r，则存在 V 的一组基 φφφ1,φφφ→1, · · · ,φφφr,φφφ→r,ηηη1, · · · ,ηηηs，使

f(φφφi,φφφ→i) = 1 (i = 1, 2, · · · , r), f(φφφi,φφφj) = 0 (i+j ↔= 0), f(ααα,ηηηk) = 0 (ααα ∈ V, k = 1, 2, · · · , s)
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即 f(ααα,βββ)在该基下的度量矩阵为
⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1

−1 0

. . .

0 1

−1 0

0

. . .

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

也即对任意 ααα,βββ ∈ V 且

ααα = x1φφφ1 + x2φφφ→1 + · · ·+ x2r→1φφφr + x2rφφφ→r + x2r+1ηηη1 + · · ·+ xnηηηs

βββ = y1φφφ1 + y2φφφ→1 + · · ·+ y2r→1φφφr + y2rφφφ→r + y2r+1ηηη1 + · · ·+ ynηηηs

有

f(ααα,βββ) = x1y2 − x2y1 + x3y4 − x4y3 + · · ·+ x2r→1y2r − x2ry2r→1

(3)具有非退化反对称双线性函数的线性空间一定是偶数维的.

(4)设 V 是 n维实线性空间，如果在 V 上定义了一个非退化反对称双线性函

数，则称 V 为辛空间.辛空间一定是偶数维的.

(5)在 2n维辛空间 V 中，如果有一组基 φφφ1,φφφ2, · · · ,φφφn,φφφ→1,φφφ→2 · · · ,φφφ→n满足

f(φφφi,φφφ→i) = 1 (1 ! i ! n), f(φφφi,φφφj) = 0 (−n ! i, j ! n, i+ j ↔= 0)

则称该基为 V 的对于 f(ααα,βββ)的辛正交基.
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