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1 QR分解

设 A 是实数域上的 m→ n 矩阵,其中 m > n。 证明: 如果 A 的列向量组 ω1,ω2, · · · ,ωn 线性

无关, 那么 A 可以唯一分解成

A = QR,

其中 Q 是列向量组为正交单位向量组的 m → n 矩阵, R 是主对角元都为正数的 n 级上三角矩阵,

这称为 QR↑ 分解。

证明 先证可分解性。由于 A的列向量组 ω1,ω2, · · · ,ωn线性无关,因此经过施密特正交化

过程,可得到与它等价的正交向量组 ε1,ε2, · · · ,εn
,再单位化可得到正交单位向量组 ϑ1,ϑ2, · · · ,ϑn

。

ω1 = ε1,

ω2 =
(ω2,ε1)

(ε1,ε1)
ε1 + ε2,

· · · · · ·

ωn =

n→1∑

j=1

(
ωn,εj

)
(
ε

j
,ε

j

)ε
j
+ ε

n
.

记

bji =

(
ωi,εj

)
(
ε

j
,ε

j

) , i = 2, 3, · · · , n; j = 1, 2, · · · , i↑ 1.

再对每个 ε
i
单位化, 即令

ϑ
i
=

1

|ε
i
|εi

, i = 1, 2, · · · , n.

则

A = (ω1,ω2, · · · ,ωn)

= (ε1,ε2, · · · ,εn
)





1 b12 · · · b1n

0 1 · · · b2n

...
...

...

0 0 · · · 1





= (ϑ1,ϑ2, · · · ,ϑn
)





|ε1| 0 · · · 0

0 |ε2| · · · 0

...
...

...

0 0 · · · |ε
n
|









1 b12 · · · b1n

0 1 · · · b2n

...
...

...

0 0 · · · 1





= (ϑ1,ϑ2, · · · ,ϑn
)





|ε1| b12 |ε1| · · · b1n |ε1|

0 |ε2| · · · b2n |ε2|
...

...
...

0 0 · · · |ε
n
|




= QR,
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其中 Q = (ϑ1,ϑ2, · · · ,ϑn

),

R =





|ε1| b12 |ε1| · · · b1n |ε1|

0 |ε2| · · · b2n |ε2|
...

...
...

0 0 · · · |ε
n
|




.

Q = (ϑ1,ϑ2, · · · ,ϑn
) 是列向量组为正交单位向量组的 m → n 矩阵, R 是主对角元都为正数的

n 级上三角矩阵。

再证唯一性。假如 A 还有一种分解式 A = Q1R1 符合所要求的条件, 则 QR = Q1R1 。由于

R 是可逆的上三角矩阵, 因此 Q = Q1R1R
→1

= Q1C, 其中 C = R1R
→1 是主对角元都为正数的上三

角矩阵, 设 C = (cij) 。记 Q1 的列向量组为 ϖ1, ϖ2, · · · , ϖn, 则

(ϑ1,ϑ2, · · · ,ϑn
) = (ϖ1, ϖ2, · · · , ϖn)





c11 c12 · · · c1n

0 c22 · · · c2n

...
...

...

0 0 · · · cnn





= (c11ϖ1, c12ϖ1 + c22ϖ2, · · · , c1nϖ1 + c2nϖ2 + · · ·+ cnnϖn) .

由于 (ϑ1,ϑ1) = 1, (c11ϖ1, c11ϖ1) = c
2
11 (ϖ1, ϖ1) = c

2
11, 因此 c

2
11 = 1 。由此得出 c11 = 1 。由于

(ϑ1,ϑ2) = 0, (ϑ2,ϑ2) = 1, 且

(ϑ1,ϑ2) = (c11ϖ1, c12ϖ1 + c22ϖ2) = c11c12 (ϖ1, ϖ1) + c11c22 (ϖ1, ϖ2) = c11c12,

(ϑ2,ϑ2) = (c12ϖ1 + c22ϖ2, c12ϖ1 + c22ϖ2) = c
2
12 + c

2
22,

因此 c11c12 = 0, c
2
12 + c

2
22 = 1 。由此得出, c12 = 0, c22 = 1 。依次下去可得出, c1k = c2k = · · · =

ck→1,k = 0, ckk = 1, k = 3, · · · , n 。因此 C = I 。从而 Q = Q1, R = R1 。

练习

(东南大学2023).若A是可逆实矩阵,证明:存在正交矩阵Q,使得QA为上三角矩阵且对角元全为

正数.

(贵州大学2022). 已知 A =





1 ↑1 1

↑1 2 0

1 0 4




, 求西矩阵 Q 及上三角矩阵 R, 使得 A = QR.
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2 行列式计算常用公式

1. 设 A 为 n→m 矩阵, B 为 m→ n 矩阵. 则:

ω
n |ωEm ↑BA| = ω

m |ωEn ↑AB| .

证由于 

 En 0

↑Bm↑n Em↑m







 ωEn An↑m

ωBm↑n ωEm



 =



 ωEn An↑m

0 ωEm ↑BA



 ,



 ωEn An↑m

ωBm↑n ωEm







 En 0

↑Bm↑n Em



 =



 ωEn ↑AB A

0 ωEm



 .

两式两边取行列式可得. 当t ↓= 0时,继续做初等变换还能得到一个有用的结论

n+ rank(tEm ↑ BA) = m+ rank(tEn ↑ AB).

2.设 A 可逆, ω,ε 为 n 维列向量, 则

∣∣A+ωε
T
∣∣ = |A|

(
1 + ε

T
A

→1
ω
)
.

证首先 ∣∣∣∣∣∣

A ω

↑ε
T

1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

A+ωε
T

ω

0 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣A+ωε
T
∣∣

另一方面 ∣∣∣∣∣∣

A ω

↑ε
T

1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

A ω

0 1 + ε
T
A

→1
ω

∣∣∣∣∣∣
= |A|

(
1 + ε

T
A

→1
ω
)
,

所以
∣∣A+ωε

T
∣∣ = |A|

(
1 + ε

T
A

→1
ω
)
.

3 设 A 为 n 阶方阵, u,v 为 n 维列向量, 则

∣∣A+ uv
T
∣∣ = |A|+ v

T
A

↓
u,

其中 A
↓
为 A 的伴随矩阵.

证 (1) 若 A 可逆, 则
∣∣∣∣∣∣

A u

↑v
T

1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

A u

0 1 + v
T A

↓

|A|u

∣∣∣∣∣∣∣
= |A|

(
1 + v

T A
↓

|A|u
)

= |A|+ v
T
A

↓
u.
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(2) 若 A 不可逆, 则存在无穷多 t 的值使得 A1 = A+ tE 可逆. 由 (1) 知
∣∣∣∣∣∣

A1 u

↑v
T

1

∣∣∣∣∣∣
= |A1|+ v

T
A

↓
1u.

上式两边均为 t 的多项式, 且有无穷多 t 的值使得等式成立. 故当 t = 0 时, 等式也成立.

4. 设 A,B,C,D 均为 n 阶方阵, 且 AC = CA, 则
∣∣∣∣∣∣

A B

C D

∣∣∣∣∣∣
= |AD ↑ CB|.

证 (1) 若 A 可逆, 由于


 E 0

↑CA
→1

E







 A B

C D



 =



 A B

0 D ↑ CA
→1
B



 ,

两边取行列式, 并注意到 AC = CA, 可得
∣∣∣∣∣∣

A B

C D

∣∣∣∣∣∣
= |A|

∣∣D ↑ CA
→1
B
∣∣ =

∣∣AD ↑ ACA
→1
B
∣∣

=
∣∣AD ↑ CAA

→1
B
∣∣ = |AD ↑ CB|.

(2) 若 A 不可逆, 令 A1 = A + tE, 则 |A1| 是 t 的 n 次多项式, 至多有 n 个根, 所以存在无穷多 t

的值使得 A1 可逆. 并且由 AC = CA 有 A1C = CA1, 利用 (1) 的结论有
∣∣∣∣∣∣

A1 B

C D

∣∣∣∣∣∣
= |A1D ↑ CB| .

上式两边都是 t 的有限次多项式且有无穷多 t 的值使得等式成立, 由多项式理论可知等式对任何 t

的值都成立, 令 t = 0 即得结论成立.

5. 设 A,B 是 n 阶方阵, 分块矩阵 C =



 A B

B A



, 则|C| = |A+B||A↑B|.

| C |=

∣∣∣∣∣∣

A B

B A

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

A+B A+B

B A

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

A+B 0

B A↑ B

∣∣∣∣∣∣
= |A+B↔A↑ B|.

6. 设数域 K 上 n 级矩阵 A = (aij), 它的 (i, j) 元的代数余子式记作 Aij .把 A 的每个元素都

加上同一个数 t, 得到的矩阵记作 A(t) = (aij + t).则:

|A(t)| = |A|+ t

n∑

i=1

n∑

j=1

Aij.

6
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证 | A(t) | 的每一列都是两组数的和, 可以把 | A(t) | 拆成 2
n
个行列式的和, 由于两列相同, 行列

式的值为 0 , 因此可能不为 0 的行列式至多只能有 1 列含元素 t ,于是

|A(t)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t a12 · · · a1n

t a22 · · · a2n

...
...

...

t an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ · · ·+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1,n→1 t

a21 a22 · · · a2,n→1 t

...
...

...
...

an1 an2 · · · an,n→1 t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= |A|+ tA11 + tA21 + · · ·+ tAn1 + · · ·+ tA1n + tA2n + · · ·+ tAnn

=|A|+ t

n∑

i=1

n∑

j=1

Aij.

练习

（2023天津大学）.

1. 计算行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x1y1 x1y2 · · · x1yn

x2y1 1 + x2y2 · · · x2yn

: : :

xny1 xny2 · · · 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2. 若 ε
T
ϑ ↓= ↑1, 则证明: I + εϑ

T 可逆;

3. 若 ε
T
ϑ = ↑1, 试证明有 rank

(
I + εϑ

T
)
= n↑ 1.

(南京大学 2023). 设 A ↗ Mn(R), 已知 A 的特征值为 ω1, · · · ,ωn, 求矩阵



 A 4In

In A



 的特征

值.

(西安交通大学 2022). 设 M 为 n →m矩阵, 若 ω0 是



 O M

M
T

O



 的特征值,则 ↑ω0 也为它

的特征值.
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3 秩1矩阵

1.若n阶矩阵A的秩为1,则存在列向量ε, ϑ,使得

A = εϑ
T
.

证 记 A = (ε1,ε2, · · · ,εn),由于 rankA = 1, 可不妨设 ε1 ↓= 0,那么 εi 都可以由 ε1 线性表

出, 因此设εi = kiε1, i = 1, 2, · · · , n,则

A = (ε1,ε2, · · · ,εn)

= (ε1, k2ε1, · · · , knε1)

= ε1 (1, k2, · · · , kn)

= εϑ
T
,

其中ε = ε1, ϑ = (1, k2, · · · , kn)T .

2.若n阶矩阵A的秩为1,则当trA ↓= 0时,A可对角化;当trA = 0时,A不可对角化.

证 根据第1题可知(注意ϑ
T
ε是数字,故ϑ

T
ε = tr(ϑ

T
ε))

A
2
= (εϑ

T
)(εϑ

T
) = ε(ϑ

T
ε)ϑ

T

= (ϑ
T
ε)A = Atr(ϑ

T
ε)

= Atr(εϑ
T
) = (trA) · A,

所以A
2 ↑ (trA)A = 0,故ω

2 ↑ ωtrA = ω(ω ↑ trA)是A的零化多项式,所以当trA ↓= 0时,A的最小多项

式能分解成不同的一次因式的乘积,从而A可对角化;当trA = 0时,由于A ↓= 0,故A的最小多项式只能

是ω
2
,从而A不可对角化.

3.若n阶矩阵A的秩为1,则A有n↑ 1重特征值0及单重特征值trA.

证法1 根据第2题,当trA ↓= 0时,存在可逆矩阵P使得

A = PDP
→1
,

其中D是对角矩阵,由于rankD = rankA = 1,故D的对角元有n ↑ 1个0,剩余一个对角元素为trD =

trA ↓= 0.

当trA = 0时,A2
= 0,故A只有零特征值.

证法2


ωEn ε

ωϑ
T

ω







 En 0

↑ϑ
T

1



 =



ωEn ↑ εϑ
T

ε

0 ω



 ,



 En 0

↑ϑ
T

1







ωEn ε

ωϑ
T

ω



 =



ωEn ε

0 ω↑ ϑ
T
ε



 ,

8
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两边取行列式可得

ω | ωEn ↑ A |= ω
n
(ω↑ ϑ

T
ε),

所以多项式| ωEn ↑ A |= ω
n→1

(ω↑ ϑ
T
ε),由此即可得证.

练习

(厦门大学, 2021) 设 n 阶复矩阵 A,B 的秩均为 1 , 且 A 与 B 的迹相同, 证明: A 相似于 B.

(哈尔滨工业大学, 2021) 设 3 阶复矩阵 A 的秩为 1 , 求满足条件 AB = 2BA的复矩阵 B 的全

体构成的线性空间 V 的维数.

(东北师范大学, 2021) 设 A 为复数域上的 n 阶矩阵, 且 rank(A) = tr(A) = 1,证明: A 为幂等

矩阵, 即 A
2
= A.

(中南大学,2018)设 A 是 n 阶正定矩阵, ε 是非零列向量, 求: B = Aεε
T 的全部特征值及最大

特征值的特征子空间的维数和基.

9
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4 主对角占优矩阵

一. 设 A = (aij) 为实数域上的n阶矩阵, 证明:

1. 如果 |aii| >
∑

j ↔=i

|aij| , i = 1, 2, · · · , n, 那么 |A| ↓= 0;

2. 如果 aii >

∑

j ↔=i

|aij| , i = 1, 2, · · · , n, 那么 |A| > 0.

1.我们证明A没有零特征值.设ω是A的特征值,ε =





b1

b2

...

bn




是与之对应的特征向量,不妨设| bk |=

max{| b1 |, · · · , | bn |},由Aε = ωε可得

n∑

i=1

akibi = ωbk,

于是

| ω | =

∣∣∣∣
n∑

i=1
akibi

∣∣∣∣
| bk |

=

∣∣∣∣∣akk +
n∑

i ↔=k

aki ·
bi

bk

∣∣∣∣∣

↘| akk | ↑
n∑

i ↔=k

| aki |

> 0,

从而ω ↓= 0,故| A | ↓= 0.

2.我们证明A的实特征值都大于0,设ω是A的实特征值,ε =





b1

b2

...

bn




是与之对应的特征向量,不妨

设| bk |= max{| b1 |, · · · , | bn |},由Aε = ωε可得

n∑

i=1

akibi = ωbk,

10
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于是

ω =

n∑
i=1

akibi

bk

= akk +

n∑

i ↔=k

aki ·
bi

bk

↘ akk ↑
n∑

i ↔=k

| aki |
| bi |
| bk |

↘ akk ↑
n∑

i ↔=k

| aki |

> 0,

所以detA > 0.

上面的做法需要建立在知道行列式与特征值的关系的前提下,下面是教材书上的解法.

1. 只需证明A的列向量组 ω1,ω2, · · · ,ωn 线性无关。假如 ω1,ω2, · · · ,ωn 线性相关, 则在 K

中有一组不全为 0 的数 k1, k2, · · · , kn, 使得

k1ω1 + k2ω2 + · · ·+ knωn = 0. (3)

不妨设

|kl| = max {|k1| , |k2| , · · · , |kn|}

在 (3) 式考虑第 l 个分量的等式:

k1εl1 + k2εl2 + · · ·+ klεll + · · ·+ knεln = 0. (4)

从(4)式得

al = ↑k1

kl
al1 ↑ · · ·↑ kl→1

kl
al,l→1 ↑

kl+1

kl
al,l+1 ↑ · · ·↑ kn

kl
aln

= ↑
n∑

j=1
j ↔=l

kj

kl
alj.

(5)

从(5)式得

|all| ↭
n∑

j=1
j ↔=l

|kj|
|kl|

|alj| ↭
n∑

j=1
j ↔=l

|alj| .

这与已知条件矛盾。因此 ω1,ω2, · · · ,ωn 线性无关。从而它的秩等于 n, 所以detA ↓= 0.

2.记

B(t) =





a11 a12t · · · a1nt

a21t a22 · · · a2nt

...
...

...

an1t an2t · · · ann




,

11
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|B(t)| 是 t 的多项式, 从而 |B(t)| 是连续函数。当 t ↗ (0, 1] 时, 由已知条件得

aii >

n∑

j=1
j ↔=i

|aij| · 1 ↫
n∑

j=1
j ↔=i

|aij| t =
n∑

j=1
j ↔=i

|aijt| ,

其中 i = 1, 2, · · · , n 。据上一题结果得, |B(t)| ↓= 0 。由于

|B(0)| = a11a22 · · · ann > 0,

因此据连续函数的中间值定理得, |B(1)| > 0, 即 |A| > 0.

二. 设 A = (aij) 是 n 级复矩阵。令

Di(A) =

{
z ↗ C||z ↑ aii

∣∣∣∣∣↭
∑

j ↔=i

∣∣∣∣∣ aij |
}
.

称 Di(A), i = 1, 2, · · · , n, 是 A 的 n 个 Gersgorin 圆盘. 证明下述的 Gersgorin 圆盘定理: n级复矩

阵 A 的每一个特征值都在 A 的某个 Gersgorin 圆盘中。

证明 任取 A 的一个特征值 ω1, 则存在 ω ↗ Cn
且 ω ↓= 0, 使得 Aω = ω1ω 。设 ω =

(c1, c2, · · · , cn)↗, 且设

|ck| = max {|c1| , |c2| , · · · , |cn|} .

比较 Aω = ω1ω 两边的第 k 个分量, 得

ω1ck = ak1c1 + · · ·+ akkck + · · ·+ akncn.

于是

(ω1 ↑ akk) ck =

∑

j ↔=k

akjcj.

由于 ω ↓= 0, 因此 ck ↓= 0 。从上式得

|ω1 ↑ akk| =

∣∣∣∣∣
∑

j ↔=k

akj
cj

ck

∣∣∣∣∣ ↭
∑

j ↔=k

|akj| .

于是 ω1 ↗ Dk(A).

注: 从此题可以看出,若 A 不可逆, 则 A 的特征值 0 属于 A 的某一个 Gersgorin 圆盘。也就是

说, 如果 A 不可逆, 那么 A 有一个 Gersgorin 圆盘包含原点。从而如果 A 的每一个 Gersgorin 圆盘

都不包含原点, 那么 A 一定是可逆矩阵。

设 A = (aij) 是 n 级复矩阵。证明: 如果

|aii| > (n↑ 1) |aij| , j ↓= i, i, j = 1, 2, · · · , n,

那么 A 可逆。

12
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证明 假如存在 l ↗ {1, 2, · · · , n}, 使得 0 ↗ Dl(A), 则设

|all| = |0↑ all| ↭
∑

j ↔=l

|alj| .

|alm| = max {|al1| , · · · , |aln|}, 则

|all| ↭
∑

j ↔=l

|alj| ↭
∑

j ↔=l

|alm| = (n↑ 1) |alm| .

这与已知条件矛盾。因此 A 的每一个 Gersgorin 圆盘都不包含原点, 从而 A 可逆。

练习

(2018 年第十届 CMC 数学类初赛, 2021 年中南大学) 设 A = (aij)为 n 阶实方阵, 满足:

1. a11 = a22 = · · · = ann = a > 0;

2. 对任意的 i = 1, 2, · · · , n, 有

n∑

j=1

|aij|+
n∑

j=1

|aji| < 4a.

求二次型f(X) = X
↗
AX的规范型.

(大连理工大学2023)已知 A = (aij) 为一个 n 阶实矩阵, 对角元 aii = a > 0(i = 1, 2, · · · , n), 且

对任意的 1 ≃ i ≃ n, 有
n∑

j=1

(|aij|+ |aji|) < 4a. 设二次型 f = X
T
AX, 其中 X 为实 n 维列向量.

1. 求二次型 f 的矩阵 B = (bij);

2. 证明: bii >

∑

j ↔=i

|bij| , i = 1, 2, · · · , n;

3. 证明: f 是正定二次型.

(浙江大学2019)设 A = (aij)n↑n
是 n 阶复方阵, 对 i = 1, 2, · · · , n. 令

Di =

{
x ↗ C||x↑ aii

∣∣∣∣∣≃
n∑

j=1,j ↔=i

∣∣∣∣∣ aij |
}
.

证明:

1. 若 r 是 A 的特征值, 则 r ↗
n

i=1

Di;

2. 若对每个 i = 1, 2, · · · , n, 有 |aii| >
n∑

j=1,j ↔=i

|aij|, 则 A 可逆.

13
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5 矩阵方程AX=XB的解问题

部分内容摘抄于

微信公众号：陈现平高等代数

丘维声. 《高等代数(下册)——大学高等代数课程创新教材》[M]. 北京: 清华大学出版社,2010.

一. 设A,B分别为m,n阶矩阵,证明:A,B无公共特征值的充要条件为满足AX = XB的矩阵X只

能是零矩阵.

证 必要性. 由 A,B 无公共特征值可得 A,B 的特征多项式 f(ω), g(ω) 互素. 即存在 u(ω), v(ω)

使得

f(ω)u(ω) + g(ω)v(ω) = 1,

故

g(A)v(A) = E,

从而 g(A) 可逆. 由 AX = XB 可得

g(A)X = Xg(B) = 0,

故 X = 0.

充分性.设 ω 为矩阵 A,B 的公共特征值. 由于

|B ↑ ωE| =
∣∣(B ↑ ωE)

T
∣∣ =

∣∣BT ↑ ωE
∣∣ ,

从而 A,B
T
也有公共特征值 ω, 设

Aε = ωε,ε ↓= 0, B
T
ϑ = ωϑ, ϑ ↓= 0,

令 X = εϑ
T, 则 X ↓= 0, 且

AX = Aεϑ
T
= ωεϑ

T
= ε

(
ωϑ

T
)
= εϑ

T
B = XB,

这与 AX = XB 只有零解矛盾.从而结论成立.

二. 设A,B是n阶方阵,若A,B有r个不同的公共特征值,则矩阵方程AX = XB有秩为r的解.

证 设ω1, · · · ,ωr是A,B的公共特征值。由于

| ωE ↑ B |=| (ωE ↑ B)
T |=| ωE ↑ B

T |,

从而ωi也是B
T的特征值,故存在εi ↓= 0, ϑi ↓= 0使得

Aεi = ωiεi, B
T
ϑi = ωiϑi,

14
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故有ϑ

T

i
B = ωiϑ

T

i
,于是

A(ε1,ε2, · · · ,εr)





ϑ
T

1

ϑ
T

2

...

ϑ
T

r





=(ω1ε1,ω2ε2, · · · ,ωrεr)





ϑ
T

1

ϑ
T

2

...

ϑ
T

r





=(ε1,ε2, · · · ,εr)





ω1ϑ
T

1

ω2ϑ
T

2

...

ωrϑ
T

r





=(ε1,ε2, · · · ,εr)





ϑ
T

1 B

ϑ
T

2 B

...

ϑ
T

r
B





=(ε1,ε2, · · · ,εr)





ϑ
T

1

ϑ
T

2

...

ϑ
T

r




B,

由矩阵知不等式知

r = rank(ε1, · · · ,εr) + rank





ϑ
T

1

ϑ
T

2

...

ϑ
T

r




↑ r ≃ rank(ε1,ε2, · · · ,εr)





ϑ
T

1

ϑ
T

2

...

ϑ
T

r




≃ rank





ϑ
T

1

ϑ
T

2

...

ϑ
T

r




= r,

故(ε1,ε2, · · · ,εr)





ϑ
T

1

ϑ
T

2

...

ϑ
T

r




即矩阵方程秩为r的解.

三. 设 A 和 B 分别是复数域上 n 级、 m 级矩阵。证明: 如果矩阵方程 AX ↑XB = 0有秩为

r 的矩阵解, 0 < r ↭ min{n,m}, 那么 A 和 B 至少有 r 个公共的特征值 (重根按重数计算)。

15
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证 设 C 是 AX ↑XB = 0 的解, 且 rank(C) = r 。存在 n 级、 m 级可逆的复矩阵 P,Q 使

得

C = P



 Ir 0

0 0



Q.

由于 AC = CB, 因此

AP



 Ir 0

0 0



Q = P



 Ir 0

0 0



QB

从而

P
→1
AP



 Ir 0

0 0



 =



 Ir 0

0 0



QBQ
→1

(1).

把 P
→1
AP,QBQ

→1
写成分块矩阵形式:

P
→1
AP =



A11 A12

A21 A22



 , QBQ
→1

=



B11 B12

B21 B22





故由(1)式可得 

 A11 0

A21 0



 =



 B11 B12

0 0





由此得出

A11 = B11, A21 = 0, B12 = 0.

因此

P
→1
AP =



 A11 A12

0 A22



 , QBQ
→1

=



 A11 0

B21 B22



 .

于是 P
→1
AP 的特征多项式 f1(ω) = |ωIr ↑ A11| |ωIn→r ↑ A22| , QBQ

→1 的特征多项式

f2(ω) = |ωIr ↑ A11| |ωIm→r ↑ B22| .

f1(ω) 与 f2(ω) 有公因式 |ωIr ↑ A11|, 其次数为 r 。由于相似的矩阵有相同的特征多项式, 因此

f1(ω), f2(ω) 分别是 A,B 的特征多项式。由于 A与 B 都是复数域上的矩阵, 且 |ωIr ↑ A11| 有 r 个

复根 (重根按重数计算), 因此 A 与 B 至少有 r 个公共的特征值 (重根按重数计算)。

练习

(2023南京大学)设 n ↘ 2, A ↗ Mn(R), rankA = n↑ 1, 证明:映射

ϖ : Mn(R) ⇐ Mn(R), X ⇐ AX +XA

不是满射.

16
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(2023西南大学)设 A,B,X 是复数域上的 n 阶矩阵, 且满足 XA = BX. 证明:

1. 对任意的复系数多项式 f(x) 均有 Xf(A) = f(B)X;

2. 若 A,B 没有相同的特征值, 则 X = O.

17
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6 实反对称矩阵的性质

1.实矩阵A = (aij)n↑n满足A
T
= ↑A的充要条件是对任意的列向量x ↗ Rn

,都有

x
T
Ax = 0.

证 充分性. 据条件,对任意的i, j = 1, 2, · · · , n,有

0 = (ei + ej)
T
A(ei + ej)

= e
T

i
Aei + e

T

j
Aej + e

T

i
Aej + e

T

j
Aei

= e
T

i
Aej + e

T

j
Aei

= aij + aji, (1)

其中ei表示第i个元素为1,其余元素为0的列向量.由(1)式即得A是反对称矩阵.

必要性.

x
T
Ax = (x

T
Ax)

T
= x

T
A

T
x = ↑x

T
Ax ⇒ x

T
Ax = 0.

从此命题可以知道,当二次型f(x) = x
T
Ax的矩阵A为非对称矩阵时,若需要探讨f的性质,一般

考虑

f(x) = x
T
A+ A

T

2
x,

这是因为A =
A+ A

T

2
+

A↑ A
T

2
,而A↑ A

T是反对称矩阵,所以

f(x) = x
T
Ax = x

T

(
A+ A

T

2
+

A↑ A
T

2

)
x
T
= x

T
A+ A

T

2
x.

2.若A是实反对称矩阵,则A的特征值属于集合Ri,其中i =
⇑
↑1,R是实数集合.

证 设ω ↗ C是A的特征值,ε是与之对应的特征向量,则

Aε = ωε,⇒ ε
H
Aε = ωε

H
ε, (1)

其中ε
H表示ε的共轭转置,对(1)式取共轭转置即

ε
H
A

H
ε = ω̄ε

H
ε,⇒ ↑ε

H
Aε = ω̄ε

H
ε, (2)

(1), (2)两式相加可得

(ω+ ω̄)ε
H
ε = 0 ⇒ ω+ ω̄ = 0,

由此可知ω是纯虚数或者0.

18
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3.实反对称矩阵An↑n可以复对角化.

证1 AA
H
= ↑A

2
= A

H
A,故A是正规矩阵,从而酉相似于复对角矩阵.

证2 我们证明斜Hermite矩阵的特征值的代数重数等于其几何重数,而实反对称矩阵是特殊的

斜Hermite矩阵,故可对角化.

设A是斜Hermite矩阵,即A
H
= ↑A,于是

rankA = rank(AA
H
) = rank(↑A

2
) = rankA

2
,

根据下面的注释可知

rankA = rankA
l
, l = 1, 2, · · · .

由维数公式及空间的包含关可知

kerA = kerA
2
= · · · = kerA

n
.

同上一题可证明A的特征值是0或者纯虚数,设A的特征值ω = ω0i,ω0 ↗ R,因为

(ωE ↑ A)
H
= (ω0iE)

H ↑ A
H
= ↑ωE + A = ↑(ωE ↑ A),

所以ωE ↑ A也是斜Hermite矩阵,从而

ker(ωEn ↑ A) = ker(ωEn ↑ A)
n
,

故几何重数mε = dimker(ωEn ↑ A) = dimker(ωE ↑ A)
n
= nε,nε为代数重数,从而A可对角化.

注：若rank(AB) = rankB,则rank(ABC) = rank(BC),其中C是任意可乘矩阵.

4.若A是实反对称矩阵,则rankA是偶数.

证1 由3即可得证.

证2 由 Ax = 0, 得 A
2
x = 0, 反之, 由 A

2
x = 0, 得

↑A
↗
Ax = 0 ⇒ x

↗
A

↗
Ax = (Ax)

↗
Ax = 0 ⇒ Ax = 0.

于是有 n↑ r(A) = n↑ r
(
A

2
)
⇒ r(A) = r

(
A

2
)
. 设 A 的全部特征值为

a1i, · · · , ari,↑a1i, · · · ,↑ari, 0, · · · , 0,

则 ↑A
2 的全部特征值为 a

2
1, a

2
1, · · · a2r, a2r, 0, · · · , 0. 由 ↑A

2
= A

↗
A 为对称阵知, 存在可逆矩阵
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P 使得

P
→1

(
↑A

2
)
P =





a
2
1

. . .

a
2
r

0

. . .

0





5.设 A 为实反对称矩阵, 则相应于 A 的纯虚数特征值的特征向量, 其实部与虚部实向量的长

度相等且相互正交.

证 设 X + Y i(X,Y 是实列向量 ) 是 A 关于特征值 ω = ki(k ↓= 0) 的特征向量, 即

A(X + Y i) = ki(X + Y i)

所以

AX = ↑kY ,AY = kX

于是

0 = X
T
AX = X

T
(↑kY ) = ↑kX

T
Y

从而 X, Y 正交. 又

k
(
X

T
X ↑ Y

T
Y
)
= X

T
AY + Y

T
AX = X

T
AY ↑

(
X

T
AY

)T
= 0,

故 X,Y 的长度相等.

6.设 A 为 n 阶反对称阵, 则 A 合同于分块矩阵

diag(S, · · · , S, 0, · · · , 0)

其中 S =



 0 1

↑1 0



, 若 A 的秩为 2r, 则有 r 个 S.

证 对矩阵 A 的阶数用归纳法. 当 n = 1, 2 时, 易证.

假设结论对阶数小于 n 的矩阵成立.

若 A = 0, 则结论成立.

若 A ↓= 0, 由于反对称矩阵的对角元全为 0 , 设 aij(i ↓= j) ↓= 0, 对 A 行合同变换 (1, i), (2, j),

则 A 与

M =



 A1 B

↑B
T

A2




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合同. 其中 A1 =



 0 aij

↑aij 0



 ,A2 为 n ↑ 2 阶反对称阵. 由于 A1 可逆, 对 M 进行合同变

换可得


 E 0

B
T
A

→1
1 E



 ·



 A1 B

↑B
T

A2







 E ↑A
→1
1 B

0 E



 =



 A1 0

0 A2 +B
T
A

→1
1 B





易知 A2 +B
T
A

→1
1 B 是反对称阵, 由归纳假设可得结论成立.

练习

1.设 A 为 n 阶实可逆阵, S 为 n 阶实反对称阵, 求证:
∣∣AAT

+ S
∣∣ > 0.

2.设矩阵

A =





a0 a1 a2 a3

↑a1 a0 ↑a3 a2

↑a2 a3 a0 ↑a1

↑a3 ↑a2 a1 a0





其中 a0, a1, a2, a3 是互不相同的实数, 求证必有实系数多项式 f(x), 使 f(A) 为 A+ E的逆矩阵, 其

中 E 为 4 阶单位矩阵.
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7 矩阵的秩不等式

1.设A,B,C分别是数域F上的m→ n, n→ s, s→ k矩阵,则

rank(AB) + rank(BC) ≃ rankB + rank(ABC).

证 因为


ABC O

O B



 ⇐



ABC AB

O B



 ⇐



 O AB

↑BC B



 ,

所以

rank(AB) + rank(BC) ≃ rankB + rank(ABC).

注：利用此命题易知

1.当s = n时,若B = E,则

rank(A) + rank(C) ≃ n+ rank(AC).

2.当s = n时,若B = E,AC = O,则

rank(A) + rank(C) ≃ n.

3.若rank(AB) = rankB,则

rank(BC) ≃ rank(ABC),

因为rank(ABC) ≃ rank(BC),所以

rank(ABC) = rank(BC).

2.设f(x)是数域F上的多项式,并且有

f(x) = g(x)h(x), g(x) ↗ F[x], h(x) ↗ F[x],

多项式h(x)与g(x)互素.A是数域F上的n阶矩阵,则

rankg(A) + rankh(A) = n+ rankf(A).

证 由于(g(x), h(x)) = 1,故存在多项式u(x), v(x) ↗ F[x],使得

u(x)g(x) + v(x)h(x) = 1,

将x = A带入即

u(A)g(A) + v(A)h(A) = E.
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因为


g(A) O

O h(A)



 ⇐



g(A) v(A)h(A)

O h(A)





⇐



g(A) g(A)u(A) + v(A)h(A)

O h(A)



 =



g(A) E

O h(A)





⇐



 O E

↑h(A)g(A) h(A)



 ⇐



 O E

g(A)h(A) O



 ,

故

rankg(A) + rankh(A) = n+ rankf(A).

特别地

rankg(A) + rankh(A) = n ⇓ rankf(A) = O ⇓ f(A) = O.

注：利用此命题易知

1.A
2
= A ⇓ rank(A↑ I) + rankA = n.

f(x) = x
2 ↑ x, g(x) = x, h(x) = x↑ 1, (g(x), h(x)) = 1.

2.A
2
= I ⇓ rank(A↑ E) + rank(A+ E) = n.

f(x) = x
2 ↑ 1, g(x) = x+ 1, h(x) = x↑ 1, (g(x), h(x)) = 1.

3.矩阵A,B为数域F上的m→ n矩阵,则

rank(A+B) ≃ rankA+ rankB.

证 ⇔x ↗ Fn
, (A+B)x = Ax+Bx ↗ ImA+ ImB,所以

Im(A+B) ↖ ImA+ ImB,

故

rank(A+B) = dim Im(A+B)

≃ dim(ImA+ ImB)

≃ dim ImA+ dim ImB

= rankA+ rankB.

练习
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1.已知A1, A2, · · · , Ak是n阶方阵,判断下面的不等式是否成立.

rank(A1 · · ·Ar+1 · · ·As+1) + rank(Ar+1 · · ·As+1 · · ·Ak)

≃rank(A1A2 · · ·Ak) + rank(Ar+1 · · ·As+1).

2.A,B是n阶方阵,试证明

rank(AB ↑ E) ≃ rank(A↑ E) + rank(B ↑ E).

注：利用上面第3题的方法更简洁.

3.已知 A,B 均为 n 阶矩阵, 且 AB = BA, 证明: r(A+B) + r(AB) ≃ r(A) + r(B).

4.A,B是n阶方阵,试证明:rank(AB)↑ rank(BA) ≃ n

2
.
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8 同时对角化（相似,合同）

1.已知A,B均是可对角化的n阶方阵,并且AB = BA,证明:存在可逆矩阵Q使得Q
→1
AQ,Q

→1
BQ均

为对角矩阵.

证(这里只给出纯代数做法,写的比较详细,所以答案看起来长.)

A可对角化,即存在可逆矩阵P使得

A = P





ω1Ei1

ω2Ei2

. . .

ωsEis




P

→1
,

其中ω1,ω2, · · · ,ωs是A的不同特征值,令C = P
→1
BP,由AB = BA可知





ω1Ei1

ω2Ei2

. . .

ωsEis




C = C





ω1Ei1

ω2Ei2

. . .

ωsEis




,

对C做相应的分块

C =





C11 C12 · · · C1s

C21 C22 · · · C2s

...
...

...

Cs1 Cs2 · · · Css




,

从而可得 



ω1C11 ω1C12 · · · ω1C1s

ω2C21 ω2C22 · · · ω2C2s

...
...

...

ωsCs1 ωsCs2 · · · ωsCss




=





ω1C11 ω2C12 · · · ωsC1s

ω1C21 ω2C22 · · · ωsC2s

...
...

...

ω1Cs1 ω2Cs2 · · · ωsCss




,

故

C =





C11

C22

. . .

Css





下面证明Cii是可对角化的.
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因为C ↙ B,所以C可对角化,即存在可逆矩阵M使得M

→1
CM = D是对角矩阵,对M,D做分块

M =





M11 M12 · · · M1s

M21 M22 · · · M2s

...
...

...

Ms1 Ms2 · · · Mss




, D =





D1

D2

. . .

Ds




,

由CM = MD可知

CiiMij = MijDj, j = 1, 2, · · · , s

这表明Mij(j = 1, 2, · · · , s)的列向量都是Cii的特征向量,因为M可逆,故

rank(Mi1,Mi2, · · · ,Mis)

=Mi1的行数

=Cii的阶数,

所以Cii的线性无关的特征向量个数等于Cii的阶数,故Cii(i = 1, 2, · · · , s)可对角化,所以存在可逆矩

阵Ni使得N
→1
i

CiiNi是对角矩阵,于是令

Q = P





N1

N2

. . .

Ns




,

所以

Q
→1
AQ =





N
→1
1

N
→1
2

. . .

N
→1
s




P

→1
AP





N1

N2

. . .

Ns




,

Q
→1
BQ =





N
→1
1

N
→1
2

. . .

N
→1
s




C





N1

N2

. . .

Ns




,

均为对角矩阵.

另外一种方法是从线性变换的角度去做,只说一说思路

V = ker(ω1E ↑ A)∝ · · ·∝ ker(ωsE ↑ A),

ker(ωiE ↑ A)又能分解为线性变换B |ker(εiE→A)的特征值子空间的直和.从而它们有相同的特征向量.
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下题取自姚慕生谢启鸿. 《高等代数(第三版)》[M]. 上海:复旦大学出版社, 2015.

2.设 n 阶矩阵 {Ai | i = 1, · · · ,m} 两两可交换, 即 AiAj = AjAi 对一切 i, j 成立. 假定每个

Ai 均可对角化, 求证: 它们可同时对角化.

证明 对阶 n 用数学归纳法. 当 n = 1 时结论显然, 假定结论对小于 n 阶的矩阵成立. 现对阶

为 n 的矩阵来证明结论. 将诸 Ai 看成是 n 维复列向量空间 V 上的线性变换. 设 A1 的互不相同

的特征值为 ω1,ω2, · · · ,ωk. 若 k = 1, 则由 A1 可对角化即得 A1 相似于 ω1In, 从而 A1 = ω1In 为

数量矩阵. 若所有的 Ai 都是数量矩阵,则结论显然成立, 因此以下不妨设 k > 1. 又设线性变换 A1

相应的特征子空间依次为 V1, V2, · · · , Vk. 由于 A1 可对角化, 故有

V = V1 ∝ V2 ∝ · · ·∝ Vk

对任意的 ε ↗ Vi, 由 A1Aj = AjA1 可得

A1 (Ajω) = Aj (A1ω) = Aj (ωiω) = ωi (Ajω)

即 Ajω ↗ Vi, 于是 Vi 是所有 Aj 的不变子空间. 因此如果选择诸 Vi 的基拼成 V 的基, 则 Aj

作为线性变换在这组基下的表示矩阵是分块对角矩阵. 也就是说, 存在可逆矩阵 Q, 使对每个 j,

Q
→1
AjQ =





Aj1

Aj2

. . .

Ajk




,

其中每块 Ajl 是阶等于 dimVl 的方阵. 由 AiAj = AjAi 不难推出 AilAjl = AjlAil,由上题可

知, Ajl 均可对角化, 从而由归纳假设, 存在同阶可逆矩阵 T l,使 T
→1
l

AjlTl 为对角矩阵.

T =





T 1

T 2

. . .

T k




,

则 T
→1
Q

→1
AjQT 为对角矩阵, 令 P = QT 即可.

下题取自陈现平张彬. 《高等代数考研——高频真题分类精解300例》[M]. 北京:机械工业出版

社,2018.

3.若 A,B 均为 n 阶实对称矩阵, 且 A 正定, 则存在可逆矩阵 T 使得

T
T
AT = E,T

T
BT = diag (ω1, · · · ,ωn) ,
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其中 ω1, · · · ,ωn 为 |ωA↑B| = 0 的 n 个实根. 并且若 B 正定, 则 ωi > 0, i = 1, · · · , n.

证 由 A 正定, 故存在可逆矩阵 P 使得

P
T
AP = E,

而由于 B 为实对称矩阵, 故 P
T
BP 为实对称矩阵, 从而存在正交矩阵 Q 使得

Q
T
P

T
BPQ = diag (ω1, · · · ,ωn)

令 T = PQ, 则

T
T
AT = E,T

T
BT = diag (ω1, · · · ,ωn) ,

而
∣∣T T

∣∣ |ωA↑B||T | =
∣∣ωT T

AT ↑ T
T
BT

∣∣ = (ω↑ ω1) · · · (ω↑ ωn) ,

故 ω1, · · · ,ωn 为 |ωA ↑B| = 0 的 n 个实根. 易知 B 正定时, P T
BP 也正定, 故 B 正定时, ωi >

0, i = 1, · · · , n.

练习

1(华东师范大学, 2014 年) 设矩阵 A ↗ Mn(C) 的特征值互不相同, 定义

C(A) = {B ↗ Mn(C) | AB = BA} .

1. 验证: C(A) 是复线性空间 Mn(C) 的线性子空间;

2. 证明: 对于任意 B,C ↗ C(A), 有 BC = CB.

证 (1)易证.

(2) 存在可逆矩阵 P , 使得 P
→1
AP = D, 其中 D =





a1 0 · · · 0

0 a2 · · · 0

...
...

...

0 0 · · · an




, a1, · · · , an 互不相

同，

X ↗ C(A) ⇓ AX = XA

⇓ PDP
→1
X = XPDP

→1

⇓ DP
→1
XP = P

→1
XPD

⇓ P
→1
XP ↗ C(D)

由于 a1, a2, · · · , an 互不相同,故 P
→1
XP 是对角矩阵,所以 X = P





x1 0 · · · 0

0 x2 · · · 0

...
...

...

0 0 · · · xn




P

→1,

由此可知任意 B,C ↗ C(A), 有 BC = CB.
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2(浙江大学, 2000 年; 中国科学院, 2004 年) 设 n 维线性空间 V 的线性变换 A有 n 个互异的

特征值, 证明: 线性变换 D 与 A 可交换的充分必要条件是 D 是 E ,A ,A 2
, · · · ,A n→1 的线性组合,

其中 E 为恒等变换.

证 充分性显然; 下面证明必要性

A 有 n 个互不相同的特征值,所以

V = ker (ω1E ↑ A )∝ · · ·∝ ker (ωnE ↑ A ) , dimker (ωiE ↑ A ) = 1

设 ker (ωiE ↑ A ) = L (ϱi),故 ϱ1, ϱ2, · · · , ϱn 是 V 的一个基,因为 D 与 A 可换,所以 L (ϱi)是 D

的不变子空间, 这表明 ϱi 也是 D 的特征向量,故可设 Dϱi = µiϱi,由于 ω1, · · · ,ωn 互不相同,由拉格

朗日插值多项式可知, 存在次数低于 n 的多项式 f(x), 使得 f (ωi) = µi(i = 1, 2, · · · , n),

所以

D (ϱ1, · · · , ϱn) = (µ1ϱ1, · · · , µnϱn)

= (f (ω1) ϱ1, · · · , f (ωn) ϱn)

= (f(A )ϱ1, · · · , f(A )ϱn)

= f(A ) (ϱ1, · · · , ϱn) ,

这表明 D = f(A ).

3.设 A,B 均为 n 阶实对称阵且 B 正定, 则

1. |ωB ↑A| = 0 的根全为实数;

2. 设 |ωB ↑A| = 0 的根为 ωi, i = 1, 2, · · · , n 且满足 ω1 ↭ ω2 ↭ · · · ↭ ωn. 求证: XT
AX 在约

束条件 X
T
BX = 1 下的最小值和最大值分别为 ω1,ωn.

证 (1) 由条件可知, 存在可逆阵 P 使得

P
T
BP = E,P

T
AP = diag (ω1, · · · ,ωn) ,ωi ↗ R

于是

0 = |ωB ↑A| =
∣∣P T

(ωB ↑A)P
∣∣ = (ω↑ ω1) · · · (ω↑ ωn)

故结论成立.

(2) 由 X
T
BX = 1, 故

1 = X
T
(
P

T
)→1 (

P
T
BP

)
P

→1
X = X

T
(
P

T
)→1

P
→1
X =

(
P

→1
X

)T
P

→1
X

若令 P
→1
X = (y1, y2, · · · , yn)T, 则 y

2
1 + · · ·+ y

2
n
= 1. 从而

X
T
AX = X

T
(
P

T
)→1 (

P
T
AP

) (
P

→1
X

)

= ω1y
2
1 + · · ·+ ωny

2
n
↫ ω1

(
y
2
1 + · · ·+ y

2
n

)
= ω1,
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且若取 y1 = 1, y2 = · · · = yn = 0, 则 X

T
AX = ω1. 即 X

T
AX 在约束条件 X

T
BX = 1 下的

最小值为 ω1. 同理可证 X
T
AX 在约束条件 X

T
BX = 1 下的最大值为 ωn.

4(湘潭大学2023)设 n 阶方阵 A,B 满足 AB = A↑ B, 证明:

1. 1不是 B 的特征值;

2. 若B 相似于对角矩阵, 则有可逆矩阵 T , 使得 T
→1
AT, T

→1
BT 均为对角矩阵.

5.P 是对称西矩阵, 证明: 存在可逆矩阵 Q 使得 P = Q̄Q
→1.
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9 摄动法的应用

1 (北京大学, 2010 年) 设 A 是 n 阶复方阵, B 是 n 阶幂零矩阵, 且 AB = BA. 证:明:

|A+ 2010B| = |A|.

证 当 A 可逆时, 由条件可知 A
→1
B = BA

→1, 于是
(
A

→1
B
)n

=
(
A

→1
)n

B
n
= O, 因此矩阵

A
→1
B也是幂零矩阵,故特征值全为 0 , 故 E + kA

→1
B 的特征值全为 1 , 此时

|A+ kB| = |A|
∣∣E + kA

→1
B
∣∣ = |A|.

当 A 不可逆时,采用摄动法, |A + tE| 在一稠密集 D 上不为 0 (非零多项式只有有限个零点),

因此

|A+ tE + kB| = |A+ tE|, ⇔t ↗ D,

两边都是关于 t 的 n 次多项式,它们在无穷多个点上的值相同,从而它们是同一个多项式,故

t = 0 时也成立, 即

|A+ kB| = |A|.

2设 A,B 为 n 阶矩阵, Ai 为 A 的第 i 列, 试证明或证伪以下式子.

det (BA1, A2, · · · , An) + · · ·+ det (A1, A2, · · · , BAn) = det(A) · tr(B).

证明 当 A 是可逆矩阵时, 可设 A
→1
BA = C, 则 BA = AC, 容易得到

det (A1, · · · , BAi, · · · , An) = cii detA.

因此

det (BA1, A2, · · · , An) + · · ·+ det (A1, A2, · · · , BAn) = det(A) · tr(C) = det(A) · tr(B).

若 A不可逆,采用摄动法. det(A+ tE)的零点只有有限个,于是 ′ς > 0使得 A+ tE 在 t ↗ (0, ς)

时为可逆矩阵, 于是

det (B(A+ tE)1, (A+ tE)2, · · · , (A+ tE)n) + · · ·+

det ((A+ tE)1, (A+ tE)2, · · · , B(A+ tE)n) = det(A+ tE) · tr(B)

两边是关于 t 的多项式, 它们无穷多个点上相等,故是同一多项式,所以t = 0时也相等,即

det (BA1, A2, · · · , An) + · · ·+ det (A1, A2, · · · , BAn) = det(A) · tr(B)
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10 中国剩余定理

(中国剩余定理)设 p1(x), p2(x), · · · , pn(x) ↗ K[x]是 n个两两互素的多项式, g1(x), g2(x), · · · , gn(x) ↗

K[x] 是任意 n 个多项式, 则存在 f(x) ↗ K[x] 使得






f(x) ∞ g1(x) (modp1(x)) ,

f(x) ∞ g2(x) (modp2(x)) ,

· · · · · · · · · · · · · · ·

f(x) ∞ gn(x) (modpn(x)) .

证 先证对每个 1 ↭ i ↭ n, 存在 fi(x) ↗ K[x] 使得 fi(x) 可被 pj(x)(j ↓= i) 整除,但是被 pi(x)

除的余数为 1 , 即 




fi(x) ∞ 0 (modpj(x)) ,

fi(x) ∞ 1 (modpi(x)) .

(1)

记 φi(x) =



1↭j↭n,j ↔=i

pj(x), 由条件可知(pi(x),φi(x)) = 1, 故存在 ui(x) ↗ K[x] 使得

ui(x)φi(x) ∞ 1 (modpi(x)) .

令 fi(x) = ui(x)φi(x), 则 fi(x) 满足(1)式. 现取 f(x) =

n∑

i=1

gi(x)fi(x), 则对每个 1 ↭ i ↭ n, 有

f(x) ∞ gi(x) (modpi(x)) .

练习

1设 f1(x), f2(x) 是数域 K 上互素的多项式. 证明: 对次数小于 deg f1(x) 的多项式 g1(x) 和次

数小于 deg f2(x) 的多项式 g2(x), 必存在 g(x) ↗ K[x], 使得下述带余除法中的余项分别是 g1(x) 和

g2(x) : 



g(x) = f1(x)q1(x) + g1(x),

g(x) = f2(x)q2(x) + g2(x).

2(西南交通大学, 2023). 设 f(x) 为数域 K 上次数小于 5 的一元多项式, 若 x
2
+ 1 整除 f(x),

且 x
3
+ x

2
+ 1 整除 f(x) + 1, 求 f(x).

3(第十四届CMC数学A类)设 n ↘ 2, A1, A2, · · · , An 为数域 K 上的方阵, 它们的极小多项式两

两互素. 证明: 给定数域 K上的任意多项式 f1(x), f2(x), · · · , fn(x) ↗ K[x], 存在多项式 f(x) ↗ K[x]

使得对所有 i = 1, 2, · · · , n 有 f (Ai) = fi(Ai).

4(厦门大学,2023)设 V 是复数域上 C 上的 n 维线性空间, φ 是其上的线性变换. 证明:存在复

系数多项式 f(x), 使得 f(φ)φ = ↼, 其中 ↼ 可对角化, 且与 φ 有相同的特征多项式.
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11 同余法判断矩阵非奇异

命题：已知A = (aij)是n阶整数矩阵,k是一个正整数,做带余除法,

aij = pij · k + bij, 0 ≃ bij ≃ k ↑ 1,

设B = (bij),则

| A |∞| B | (modk) .

证 由行列式定义

| A | ↑ | B |

=

∑
(↑1)

ϑ(i1i2···in)
n

j=1

ajij ↑
∑

(↑1)
ϑ(i1i2···in)

n

j=1

bjij

=

∑
(↑1)

ϑ(i1i2···in)
n

j=1

(kpjij + bjij)↑
∑

(↑1)
ϑ(i1i2···in)

n

j=1

bjij

=

∑
(↑1)

ϑ(i1i2···in)


n

j=1

(kpjij + bjij)↑
n

j=1

bjij


,

显然的k能整除
n

j=1

(kpjij + bjij)↑
n

j=1

bjij ,故k | (detA↑ detB),从而

| A |∞| B | (modk) .

特别地,当k = 2时,常用来判断行列式是否为0。将矩阵中的偶数替换为0,奇数替换为1,所得

行列式与原来的行列式有相同的奇偶性,当然有时候在做替换时并不需要都替换,只替换一部分也

可(可替换任意一部分)。下面提供一列。

(2022,西安交通大学)设 n 为奇数, n 阶矩阵 A 的主对角线元素为零, 每行其余元素均为 1 或

↑1 , 且 1 与 ↑1 的个数相同, 证明: A 的秩 rank(A) = n↑ 1.

证 根据题意,A的每行元素之和为0,即A





1

1

...

1




= 0,这表明Ax = 0有非零解,从而rankA ≃ n↑1.

取| A |的n↑ 1阶主子式,记为| B |,设C是对角元为0,其余元素为1的n↑ 1阶矩阵,因为

↑1 = ↑1 · 2 + 1, 1 = 0 · 2 + 1, 0 = 0 · 2 + 0,
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所以根据命题有: 2 | (detB ↑ detC),因为

| C | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 · · · 1

1 0 · · · 1

...
... . . . ...

1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (n↑ 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

1 0 · · · 1

...
... . . . ...

1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (n↑ 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · 0

1 ↑1 · · · 0

...
... . . . ...

1 1 · · · ↑1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2↑ n,

因为n是奇数,故| C |是奇数,由2 | (detB ↑ detC)知,| B |是奇数,故| B | ↓= 0,从而rankA ↘ n ↑ 1,所

以rankA = n↑ 1.

练习

1证明: 线性方程组 




x1 = 3a11x1 + 3a12x2 + · · ·+ 3a1nxn,

x2 = 3a21x1 + 3a22x2 + · · ·+ 3a2nxn,

...

xn = 3an1x1 + 3an2x2 + · · ·+ 3annxn

只有零解, 其中 aij(i, j = 1, 2, · · · , n) 为整数.（模3同余）

2设 aij 都是偶数, 证明方程组





x1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn,

x2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn,

...

xn = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn

只有零解.（模2同余）
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3(2023,华南理工大学)证明: 当 n 为奇数时, 下列 n 阶行列式 Dn ↓= 0.

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n↑ 1 n

2
2

3
2

4
2 · · · n

2
(n+ 1)

2

3
3

4
3

5
3 · · · (n+ 1)

3
(n+ 1)

3

...
...

...
...

...

(n↑ 1)
n→1

n
n→1

(n+ 1)
n→1 · · · (n+ 1)

n→1
(n+ 1)

n→1

n
n

(n+ 1)
n

(n+ 1)
n · · · (n+ 1)

n
(n+ 1)

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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12 Jordan块的运算特点及应用

设

J =





0 1

0
. . .
. . . 1

0





n↑n

,

容易计算可知 J
2 就是把 J 中的 1 向右上方平移一层, Jk 就平移 k ↑ 1 层, Jn 就变成零矩阵

了。

1. 利用这个规律可以很快算出一般的 Jordan 块

J(ω) =





ω 1

ω
. . .
. . . 1

ω





n↑n

的次方,对于给定的 m 次多项式 f(x), 在 ω 点作 f 的 Taylor 展开:

f(x) = a0 + a1(x↑ ω) + · · ·+ am(x↑ ω)
m
,

将x = J(ω)带入即

f(J(ω)) =

m∑

i=0

aiJ
i
=





a0 a1 · · · an→1

a0
. . . ...
. . . a1

a0




.

2.若矩阵A满足:AJ = JA,则存在g(x)使得A = g(J).

记ei表示第i个分量为1,其余元素为0的列向量,则根据J的运算特点,可知

en→i+1 = J
i→1

en
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设Aen =

n∑

i=1

aiei =

n∑

i=1

aiJ
n→i

en,于是

A = A(e1, e2, · · · , en)

= A(J
n→1

en, J
n→2

en, · · · , Jen, en)

= (J
n→1

Aen, J
n→2

Aen, · · · , JAen, Aen)

=


J
n→1

n∑

i=1

aiJ
n→i

en, J
n→2

n∑

i=1

aiJ
n→i

en, · · · , J
n∑

i=1

aiJ
n→i

en,

n∑

i=1

aiJ
n→i

en



=


n∑

i=1

aiJ
n→i


(
J
n→1

en, J
n→2

en, · · · , Jen, en
)

=

n∑

i=1

aiJ
n→i

.

练习

1.不存在V的 J↑ 不变真子空间 U,W 使得 V = U ∝W.

2.设 A 是一个 Jordan 矩阵, 且存在正整数 n 使得 A
n
= 0, 它满足如下三个条件:






dimkerA
2
= 7

dimkerA
5
= 14

dim
(
kerA

5 ∈ ImA
5
)
= 1.

>求所有这样的 A (不计 Jordan 块的排序.)
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13 循环矩阵的性质总结及应用

循环矩阵是一类非常重要的矩阵,也是考研的易考点。

定义：称 n 阶方阵

A =





a0 a1 a2 · · · an→1

an→1 a0 a1 · · · an→2

an→2 an→1 a0 · · · an→3

...
...

...
...

...

a1 a2 a3 · · · a0





为关于 a0, a1, a2, · · · , an→1 的循环矩阵。简记为

A = Circ (a0, a1, a2, · · · , an→1) .

称 n 阶方阵

D =





0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · 1

1 0 0 · · · 0





为 n 阶基本循环矩阵。简记为

D = Circ(0, 1, 0, · · · , 0).

性质1:D2
, D

3
, · · · , Dn

也是循环矩阵,并且

D
k
=



O En→k

Ek O



 , k = 1, 2, · · · , n.

证 记ei是第i个分量为1,其余元素为0的列向量,则

D = (en, e1, e2, · · · , en→1),

所以

D
2
= D(en, e1, e2, · · · , en→1)

= (Den, De1, De2, · · · , Den→1)

= (en→1, en, e1, · · · , en→2)

=



O En→2

E2 O



 ,
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继续下去可推知

D
k
=



O En→k

Ek O



 , k = 1, 2, · · · , n.

特别地D
n
= E.

性质2:由性质1易知

A = a0E + a1D + a2D
2
+ · · ·+ an→1D

n→1
.

即循环矩阵都能表示成E,D,D
2
, · · · , Dn→1的线性组合.根据循环矩阵的定义,显然的E,D,D

2
, · · · , Dn→1的

线性组合也是循环矩阵.

性质3:同阶循环矩阵A,B的乘积AB也是循环矩阵,并且AB = BA.

证 由性质2可设

A =

n→1∑

i=0

aiD
i
, B =

n→1∑

i=0

biD
i
,

从而AB是D的多项式,并且结合D
n
= E可知,AB是E,D,D

2
, · · · , Dn→1的线性组合,故AB是循环矩

阵.显然的AB = BA.

性质4:循环矩阵A可对角化。

证 易知 D 的特征多项式为 ω
n ↑ 1, 故 D 的特征值是 n 次单位根: ↽0,↽1, · · · ,↽n→1, 故两两

不等, 因此 D 可相似于对角矩阵, 即存在 n 阶可逆矩阵 Q, 使

Q
→1
DQ = diag (↽0,↽1, · · · ,↽n→1) .

令 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an→1x
n→1, 于是A = f(D),故

Q
→1
AQ = Q

→1
f(D)Q = diag (f (↽0) , f (↽1) , · · · , f (↽n→1)) .

从性质4的证明过程可知,所有循环矩阵可同时对角化.

性质5:若循环矩阵A可逆,则A
→1
也是循环矩阵.

证 由凯莱—哈密顿定理易得.

性质6：任一可对角化矩阵C必相似于某个循环矩阵.

证 存在可逆矩阵P使得

C = Pdiagω1,ω2, · · · ,ωnP
→1
,
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由Lagrange插值多项式可知,存在多项式h(x)使得

h(↽i) = ωi, i = 0, 1, 2, · · · , n↑ 1.

于是

P
→1
CP = diag {h(↽0), h(↽1), · · · , h(↽n→1)}

= Q
→1
h(D)Q,

所以C = PQ
→1
h(D)(PQ

→1
)
→1
.

练习

1(苏州大学, 2022). 已知复矩阵 A =





a0 a1 a2

a2 a0 a1

a1 a2 a0




, B =





0 1 0

0 0 1

1 0 0




.

(1) 试求多项式 f(x), 使得 A = f(B);

(2) 试证明存在可迸矩阵 P , 使得 P
→1
AP, P

→1
BP 都为对角矩阵.

2(湘潭大学,2022).

1. 设 A =



 In→1

I1



, 求证: Ak
=



 In→k

Ik



 , k = 1, 2, · · · , n.

2. 下列形式的矩阵称为循环矩阵




a1 a2 a3 · · · an

an a1 a2 · · · an→1

an→1 an a1 · · · an→2

...
...

...
...

a2 a3 a4 · · · a1





.

求证: 同阶循环矩阵之积仍是循环矩阵.

3(2016,华南理工大学).设 f(x) = a1 + a2x + · · · + anx
n→1

, ⇀0, ⇀1, · · · , ⇀n→1 为全部 n 次单位根,

证明:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an→1 an

an a1 a2 · · · an→2 an→1

an→1 an a1 · · · an→3 an→2

...
...

...
...

...

a3 a4 a5 · · · a1 a2

a2 a3 a4 · · · an a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

n→1

i=0

f (⇀i) .
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4(2021,华南理工大学). 已知复数域上的两个 n 阶矩阵 A =





0 1

0 1

. . . . . .

0 1

1 0





,B =

diag {⇁1, ⇁2, · · · , ⇁n}, 其中 ⇁i(i = 1, 2, · · · , n) 是全部 n 次单位根, 证明: A 与 B 相似.

5(2016,暨南大学).用 Mn(K)表示数域 K 上所有 n级矩阵组成的集合, 它对于矩阵的加法和数

量乘法成为 K 上的线性空间。数域 K 上形如





a1 a2 a3 · · · an

an a1 a2 · · · an→1

...
...

...
...

a3 a4 a5 a2

a2 a3 a4 · · · a1





的 n 级矩阵称为循环矩阵, 它的行向量的每个元素都是前一个行向量各元素依次右移一个位

置得到的结果。用 U 表示数域 K 上所有 n 级循环矩阵组成的集合。证明 U 是 Mn(K) 的一个子

空间, 并求 U 的一个基和维数。
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14 有限不覆盖定理

定理 :数域 F 上的有限维向量空间 V 不能被它的有限个真子空间覆盖, 即不存在真子空间

V1, V2, · · · , Vm 使得 V ∋ V1 △ · · · △ Vm 。

定理的内容是很直观的,例如二维平面不可能被有限条过原点的直线覆盖.

证 取V的一个基e1, e2, · · · , en。定义向量

εk = e1 + ke2 + k
2
e3 + · · ·+ k

n→1
en, k = 1, 2, · · ·

任取向量集{εk}↘k=1中的n个向量εk1 ,εk2 , · · · ,εkn ,

(εk1 ,εk2 , · · · ,εkn) = (e1, e2, · · · , en)





1 1 · · · 1

k1 k2 · · · kn

...
...

...

k
n→1
1 k

n→1
2 · · · k

n→1
n




,

由范德蒙行列式知





1 1 · · · 1

k1 k2 · · · kn

...
...

...

k
n→1
1 k

n→1
2 · · · k

n→1
n




是可逆矩阵,故εk1 ,εk2 , · · · ,εkn也是V的基,这表明{εk}中

的任意n个向量都是V的基。因为V1, V2, · · · , Vm是真子空间,则每个Vi(i = 1, 2, · · · ,m)至多有{εk}中

的n↑ 1个向量,从而V1, V2, · · · , Vm至多有{εk}中的m(n↑ 1)个向量,所以在{εk}中有无穷多个向量不

属于V1 △ · · · △ Vm。

练习

(华中科技大学, 2021). 设 V 为数域 F 上的 n 维线性空间, W1,W2, · · · ,Wn 为 V 的 n 个真子

空间, 证明:存在 V 的一组基 ε1,ε2, · · · ,εn, 使得对任意的 i, j ↗ {1, 2, · · · , n}, 有 εi /↗ Wj.

(武汉大学, 2020). 已知 V 为 n 维向量空间, ε1,ε2, · · · ,εn 为一组基, 证明: 对 ⇔m > n, 必存

在 m 个向量组成的向量组, 其中任意 n 个向量线性无关.

(天津大学, 2021; 湘潭大学, 2021). 设 V1, V2, · · · , Vs 是实数域上线性空间 V 的 s 个真子空间,

证明： V中至少有一个向量 v 不属于 V1, V2, · · · , Vs 中的任何一个.

(北京大学, 2012年)设 f1, f2, · · · , f2012 为数域 F 上 n(↫ 1)维线性空间 V 的 2012个互不相同

的线性变换. 问是否存在向量 ω ↗ V 使得 f1(ω), f2(ω), · · · , f2012(ω) 互不相等? 请证明你的结论.

(中国科学院大学, 2012 年) 设 T1, T2, · · · , Tn 为数域 F 上线性空间 V 的非零线性变换. 试证

明: 存在向量 ω ↗ V , 使得 Ti(ω) ↓= 0, i = 1, 2, · · · , n.
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15 Sherman-Morrison公式

Sherman↑Morrison公式:设A ↗ Fn↑n
为 n阶可逆矩阵, u,v ↗ Fn是列向量,若 1+v

T
A

→1
u ↓=

0, 则 A+ uv
T 可逆, 且

(
A+ uv

T
)→1

= A
→1 ↑ A

→1
uv

T
A

→1

1 + vTA
→1
u
.

证 由于

(
A+ uv

T
)(

A
→1 ↑ A

→1
uv

T
A

→1

1 + vTA
→1
u

)
= E ↑ uv

T
A

→1

1 + vTA
→1
u

+ uv
T
A

→1 ↑ uv
T
A

→1
uv

T
A

→1

1 + vTA
→1
u

= E ↑
(
1 + v

T
A

→1
u
)
uv

T
A

→1

1 + vTA
→1
u

+ uv
T
A

→1

= E.

故结论成立.

结论无需记忆,下面利用幂级数来给出"解“,这也是我要说的技巧,类似a
→1

=
1

a
, a ↓= 0,定义

1

A
=

A
→1
.

因为
1

1 + x
=

↘∑

n=0

(↑1)
n
x
n
, x ↗ (↑1, 1),

所以做如下形式计算

(A+ uv
T
)
→1

= (A(E + A
→1
uv

T
))

→1

= (E + A
→1
uv

T
)
→1
A

→1

=
1

E + A→1uvT
A

→1

=

↘∑

n=0

(↑1)
n
(A

→1
uv

T
)
n
A

→1

=


E +

↘∑

n=1

(↑1)
n
(A

→1
uv

T
)
n


A

→1

=


E ↑ A

→1
u

↘∑

n=1

(↑1)
n→1

(v
T
A

→1
u)

n→1
v
T


A

→1

=

(
E ↑ A

→1
u

(
1

1 + vTA→1u

)
v
T

)
A

→1

= A
→1 ↑ A

→1
uv

T
A

→1

1 + vTA→1u
.

方法并不正确,只是用这种方式来推导形式解,然后用定义验证即可.

下面给出一例.

设A,B是n阶方阵,E + AB可逆,试证明E +BA可逆,并求其逆矩阵.
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"解:"

(E +BA)
→1

=
1

E +BA

= E +

↘∑

n=1

(↑1)
n
(BA)

n

= E +B

↘∑

n=1

(↑1)
n
(AB)

n→1
A

= E ↑ B

↘∑

n=1

(↑1)
n→1

(AB)
n→1

A

= E ↑ B
1

E + AB
A

= E ↑ B(E + AB)
→1
A.

下面验证(E +BA)(E ↑ B(E + AB)
→1
A) = E即可。

这种方法重点是将
1

E +X
凑出来,适用于已知E + Y可逆,求证E + X可逆的类型。有时候这种

方法并不简洁,但我们可以从凑E + Y可逆,得到解决问题的思路,例如下题.

(重庆师范大学,2004). 设 A,B 以及 A +B 都是可逆矩阵, 求证: A→1
+B

→1
也可逆, 并求其

逆矩阵。

(A
→1

+B
→1
)
→1

= (A
→1
(E + AB

→1
)
→1

= (E + AB
→1
)
→1
A =

1

E + AB→1
A,

到这里,根据上面的步骤,不难知道在接下来的过程中我们需要知道E + B
→1
A的逆,但是题目条件并

未直接告诉,不过我们从题目条件可以直接推出来,

A+B = B(B
→1
A+ E) ⇒ (E +B

→1
A)

→1
= (A+B)

→1
B,

这样就能求出A
→1

+ B
→1的逆了,但这其实已经南辕北辙了,我们既然知道如何求(E + B

→1
A)

→1
,那为

何不直接求(E + AB
→1
)
→1
,

A+B = (AB
→1

+ E)B ⇒ (E + AB
→1
)
→1

= B(A+B)
→1
,

所以(A
→1

+B
→1
)
→1

= B(A+B)
→1
A.

练习

1.设 A 是 n → n 可逆矩阵, U ,C,V 分别为 n → k, k → k, k → n 矩阵, 若 (E+ A
→1
UCV

)
可

逆, 则

(A+UCV )
→1

= A
→1 ↑

(
E +A

→1
UCV

)→1
A

→1
UCV A

→1
,
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若 C 也可逆, 则有

(A+ UCV )
→1

= A
→1 ↑ A

→1
U
(
C

→1
+ V A

→1
U
)→1

V A
→1

2.设 A,B,AB ↑ In 都是 n 阶可逆矩阵, 证明: A↑ B
→1
与 (A↑ B

→1
)→1 ↑ A

→1 均可逆, 并求它

们的逆矩阵.

3.设 A,B,A↑B 都是 n 阶可逆矩阵, 证明:B→1 ↑ A
→1 可逆,并求其逆矩阵.
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16 极小多项式等于特征多项式的矩阵的中心化子

定理：若 n 阶方阵 A 的极小多项式与特征多项式相同, 则 dimC(A) = n; I, A, · · · , An→1是

C(A) 的一个基,其中C(A) = {X : AX = XA}.

首先证明下面的命题。

设 C
n↑n 是 n→ n 阶复矩阵全体在通常运算下所构成的复数域 C 的线性空间,

F =





0 0 · · · 0 ↑an

1 0 · · · 0 ↑an→1

0 1 · · · 0 ↑an→2

.. . · · · . · · ·

0 0 · · · 1 ↑a1





.

(1) 假设 A =





a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

.. .. · · · ..

an1 an2 · · · ann




, 若 AF = FA, 证明:

A = an1F
n→1

+ an→1,1F
n→2

+ · · ·+ a21F + a11I;

(2) 求 C(F ) = {X | XF = FX} 的维数.

解 同之前 Jordan 做法一样, 根据F可知

F
k
(e1) = F

k→1
F (e1) = F

k→1
(e2) = · · · = ek+1(k ≃ n↑ 1),

所以Ae1 =





a11

a21

...

an1




= a11e1 + a21e2 + · · ·+ an1en =

n∑

k=1

ak1F
k→1

(e1) =


n∑

k=1

ak1F
k→1


e1,

A ↗ C(F )有

A = AI = (Ae1, Ae2, · · · , Aen) =
(
Ae1, AFe1, · · · , AF n→1

e1

)

=
(
Ae1, FAe1, · · · , F n→1

Ae1

)
=


n∑

k=1

ak1F
k→1


e1, FAe1, · · · , F n→1

Ae1



=


n∑

k=1

ak1F
k→1


e1, F


n∑

k=1

ak1F
k→1


e1, · · · , F n→1


n∑

k=1

ak1F
k→1


e1



=


n∑

k=1

ak1F
k→1


(
e1, F e1, · · · , F n→1

e1

)
=


n∑

k=1

ak1F
k→1


I =

n∑

k=1

ak1F
k→1

.
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现在证明 F 的极小多项式是 n 次的, 倘若 m(x) = blx
l
+ · · · + b1x + b0(l < n) 是 F 的极小多

项式, 则

0 = m(F )e1 = blel+1 + · · ·+ b1e2 + b0e1

这与 e1, e2, · · · , el+1 线性无关矛盾,故F的最小多项式是n次的, 从而 I, F, · · · , F n→1 是线性无关

的, 如若不然将与 F 的最小多项式是 n 次的矛盾。根据第一问的推导可知, 凡是与 F 可换的矩阵,

都能表示为 I, F, · · · , F n→1 的线性组合, 于是, dimC(F ) = n.

回到定理的证明。设 A 的特征多项式为 F (x), 则 A 的不变因子为 1, · · · , 1, F (x), 于是可设 A

的有理标准型为 F ,存在可逆矩阵 P 使得, A = PFP
→1.

⇔X ↗ C(A) ⇓ AX = XA

⇓ P
→1
APP

→1
XP = P

→1
XPP

→1
AP

⇓ F
(
P

→1
XP

)
=

(
P

→1
XP

)
F

⇓ P
→1
XP ↗ C(F ).

ϖ : C(A) ⇐ C(F ), X ⇐ P
→1
XP.

显然的, 这是一个同构映射, 因此 dimC(A) = dimC(F ) = n.

练习

1.如果矩阵 A 有 n 个互不相同的特征值那么与 A 交换的矩阵一定可以表示为 A 的多项式.

2(2023,武汉大学;2023,大连理工大学)已知矩阵

A =





a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...

an1 an2 · · · ann




, F =





0 0 · · · 0 0 ↑an

1 0 · · · 0 0 ↑an→1

0 1 · · · 0 0 ↑an→2

...
... . . . ...

...
...

0 0 · · · 1 0 ↑a2

0 0 · · · 0 1 ↑a1





(1) 若 AF = FA, 证明: A = a11E + a21F + a31F
2
+ · · ·+ an1F

n→1;

(2) 求子空间 C(F ) =

B ↗ Cn↑n | BF = FB


的维数.

关于可换矩阵的性质,丘维声老师的教材上做了如下总结.

域 F 上线性空间 V 上的所有线性变换组成的集合 Hom(V, V ) 是域 F 上的一个代数,其乘法不

满足交换律。如果 V 上的线性变换 A 与 B 可交换, 那么关于 A 和 B 有许多好的性质。
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如果 A 与 B 可交换, 那么 KerB, ImB,B 的特征子空间都是 A 的不变子空间(据 9.5 节命题

2)。

取 F 为复数域 C, dimV = n, 设 A 有 s 个不同的特征值, 如果 A 与 B 可交换, 那么 A与 B

至少有 s 个公共的特征向量, 并且它们线性无关 (据 9.5 节例 4)。

取 F 为实数域 R, 设 V 是奇数维的, 如果 A 与 B 可交换, 那么 A 与 B 必有公共的特征向量

(据9.6 节例 21)。

取 F 为复数域 C, dimV = n, 如果线性变换 A1,A2, · · · ,As 两两可交换, 那么 A1,A2, · · · ,A3

至少有一个公共的特征向量 (据 9.5 节例 6)。

设 dimV = n 。如果线性变换 A1,A2, · · · ,As 两两可交换, 且它们都可对角化,那么 V中存在

一个基, 使得 A1,A2, · · · ,As 在此基下的矩阵都是对角矩阵 (据 9.6 节例 13)。

取 F 为复数域, dimV = n 。如果 A 与 B 可交换, 那么

V = U1 ∝ U2 ∝ · · ·∝ Us,

其中每个 Ui 是 A 与 B 的公共的不变子空间, 且 A |Ui,B|Ui 都只有一个特征值(据 9.6 节例

23)。

域 F 上所有 n 级矩阵组成的集合 Mn(F ) 也是域 F 上的一个代数。设 V 是域 F 上的 n 维

线性空间, 在 V 中取一个基 ε1,ε2, · · · ,εn, 设线性变换 A 在此基下的矩阵为 A, 则 Hom(V, V )

到 Mn(F ) 的一个映射 ϖ : A ▽↑⇐ A 是代数同构映射。从而代数 Hom(V, V )与代数 Mn(F ) 同构。

Mn(F ) 中乘法不满足交换律。如果域 F 上 n 级矩阵 A 与 B 可交换, 那么关于 A 与 B 有许多好

的性质。

如果 A 与 B 可交换, 那么 (A+B)
m 可以按照二项式定理展开。

设 A 与 B 都是 n 级对称矩阵, 则 AB 为对称矩阵的充分必要条件是 A 与 B 可交换 (据本套

教材上册 4.2 节命题 5 )。

两个 n 级斜对称矩阵 A 与 B 的乘积 AB 是对称矩阵当且仅当 A 与 B 可交换(据本套教材上

册习题 4.2 第 3 题)。

设 A,B,C,D 都是数域 K 上的 n 级矩阵, 如果 A 与 C 可交换, 那么
∣∣∣∣∣∣

A B

C D

∣∣∣∣∣∣
= |AD ↑ CB|

(据本套教材上册 4.5 节例 17 )。

设 A,B 都是 n级实对称矩阵,如果 A与 B 可交换,那么存在一个 n级正交矩阵 T ,使得 T
↗
AT

与 T
↗
BT 都为对角矩阵 (据本套教材上册 6.1 节例 14 )。

如果 A 与 B 都是 n 级正定矩阵, 那么 AB 是正定矩阵的充分必要条件是 A 与 B 可交换 (据

本套教材上册 6.3 节例 10 )。
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设 A 与 B 都是 n 级复矩阵, 如果 A 与 B 可交换, 那么存在 n 级可逆复矩阵 P , 使得 P
→1
AP

和 P
→1
BP 都是上三角矩阵 (据 9.5 节例 5 )。

设 A1, A2, · · · , As 都是 n 级复矩阵, 如果 A1, A2, · · · , As 两两可交换, 那么存在 n 级可逆复矩

阵 P , 使得 P
→1
A1P, P

→1
A2P, · · · , P→1

AsP 都是上三角矩阵。(据 9.5 节例 7)

如果域 F 上的 n 级矩阵 A 与 B 可交换, 且它们都可对角化, 那么存在域 F 上的一个 n 级可

逆矩阵 S, 使得 S
→1
AS, S

→1
BS 都为对角矩阵 (据 9.6 节例 12)。
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17 关于整数矩阵的一个小技巧

整数矩阵：A = (aij)是m→ n阶矩阵,若aij ↗ Z,则称A是整数矩阵.

命题1:设 A 是 n 阶整数矩阵, 则 A
→1 是 n 阶整数矩阵的充要条件是 |A| = ±1.

证明 必要性: 由于 A,A
→1 都是 n 阶整数矩阵, 从而 |A| 和 | A→1 | 都是整数。又因为 | A ||

A
→1 |= 1, 所以 | A |= ±1 。

充分性: 由于 A 是 n 阶整数矩阵, 从而 A
↓
也是 n 阶整数矩阵, 因此 A

→1
=

1

| A |A
↓
= ±A

↓ 是

整数矩阵。

这个命题的证明是容易的。2023年首都师范大学高等代数考研试题里考察了该命题,且考察的

相对隐蔽,试题如下.

记 C
r

x
=






x(x↑ 1) · · · (x↑ r + 1)

r!
r ↘ 1

1 r = 0.

设 f(x) =

n∑

j=0

cjC
j

x
↗ Q[x]. 证明:如果存在一个整

数 k0, 使得对任意的正整数 k ↘ k0, 都有 f(k) 是整数, 那么 c0, · · · , cn 也都是整数.

证: 取 k > max {k0, n}, 据题意则有

f(i) =

n∑

j=0

cjC
j

i
= di ↗ Z, i = k, k + 1, · · · , k + n.

也即是 



1 C
1
k

· · · C
n

k

1 C
1
k+1 · · · C

n

k+1

...
...

...

1 C
1
k+n

· · · C
n

k+n









c0

c1

...

cn




=





dk

dk+1

...

dk+n




.

现在计算系数矩阵 A 的行列式

detA =
1

2!3! · · ·n! det





1 k k
2 ↑ k · · · n!C

n

k

1 k + 1 (k + 1)
2 ↑ (k + 1) · · · n!C

n

k+1

...
...

...
...

1 k + n (k + n)
2 ↑ (k + n) · · · n!C

n

k+n





=
1

2!3! · · ·n! det





1 k k
2 · · · k

n

1 k + 1 (k + 1)
2 · · · (k + 1)

n

...
...

...
...

1 k + n (k + n)
2 · · · (k + n)

n





= 1
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由于 A 是元素为整数的矩阵 (简称整矩阵), 根据伴随矩阵的定义, 则 A 的伴随矩阵 A
↓
也是整矩

阵,从而 A
→1

=
A

↓

detA
= A

↓, 故 A
→1 是整矩阵, 所以





c0

c1

:

cn




= A

→1





dk

dk+1

:

dk+n




⇒ cj ↗ Z, j =

0, 1, · · · , n.

对于此题,有两个难点,其一是如何联想到命题1,其二是联想到命题1之后如何构造这样的矩阵.

练习

(2022,郑州大学)设 A 是 n 阶整数方阵(即每一个元素都是整数), 试叙述 A 是可逆的且其逆也

是整数方阵的充分必要条件, 并给出证明.

(第十届全国大学生数学竞赛)元素皆为整数的矩阵称为整矩阵. 设 n 阶方阵 A,B 皆为整矩阵.

1) 证明以下两条等价： i) A 可逆且 A
→1
仍为整矩阵; ii) A 的行列式的绝对值为 1;

2) 若又知 A,A↑ 2B,A↑ 4B, · · · , A↑ 2nB,A↑ 2(n+ 1)B, A↑ 2(n+ n)B 皆可逆，且它们的

逆矩阵皆为整矩阵. 证明: A+B 可逆.
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18 矩阵的开方计算

命题:Xk
= Jn(a) (X ↗ Cn↓n

, n, k ↘ 2) 在 a ↓= 0 时有解,a = 0时无解.

证 由泰勒公式知,或者也可以对 ((x↑ x0) + x0)
k
二项式展开

x
k
= x

k

0 + kx
k→1
0 (x↑ x0) + · · ·+ C

i

k
x
k→i

0 (x↑ x0)
i
+ · · ·+ (x↑ x0)

k
.

所以令 x = Jn


a

1
k


, x0 = a

1
kE, 带入 (1) 式得

J
k

n


a

1
k


=





a 0 · · · 0

0 a · · · 0

...
...

...

0 0 · · · a




+ ka

k→1
k





0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0




+ · · ·

=





a ̸ · · · ̸

0 a · · · ̸
...

...
...

0 0 · · · a




(*处都不为 0)

显然的 J
k

n


a

1
k


相似于 Jn(a), 这是因为 a 是 J

k

n


a

1
k


的 n 重特征值, 并且几何重数

n↑ rank


J
k

n


a

1
k


↑ aE


= 1,

因此存在可逆矩阵 P 使得 PJ
k

n


a

1
k


P

→1
= Jn(a)。令 X = PJn


a

1
k


P

→1, 则

X
k
= PJ

k

n


a

1
k


P

→1
= Jn(a)

当a = 0时,倘若有解X,则X的特征值均为0,因为n↑1 = rankJn(0) = rankX
k ≃ rankX,而rankX <

n,所以rankX = n↑ 1,故X的Jordan标准型为Jn(0),所以 rankX
k
= n↑ k ↓= n↑ 1,矛盾.

练习

(2022浙江大学)设 A =





0 1 2 3

0 0 1 2

0 0 0 1

0 0 0 0




.

(1) 证明: 不存在矩阵 B, 使得 B
2
= A;

(2) 求实矩阵 S, 使得 S
2
= E + A.

(2023华东师范大学)证明: 对任何可逆复矩阵 A ↗ GLn(C) 以及任意正整数 k, 矩阵方程 X
k
=

A 一定有解.
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19 浅析矩阵打洞

矩阵打洞是高等代数中的一个重要方法。在求行列式，秩不等式，矩阵的逆等问题上有重要

作用。

矩阵打洞无非就是考虑向量组(或者数字)之间的线性关系，如下面两个分块矩阵


A

C



 , (A,B),

当An↑n可逆时，A的行向量组能构成Fn
中的一个基，自然C的行向量组能由A的行向量组线性表

出，从而可以通过初等行变换将C打掉，即将第二行减去第一行的CA
→1倍,矩阵表示为



 E O

↑CA
→1

E







A

C



 =



A

O



 .

同理B的列向量组能由A的列向量组线性表出，能通过初等列变换将B打掉，矩阵表示为

(A,B)



E ↑A
→1
B

O E



 = (A,O).

也就是说当A可逆时，能将同行同列的矩阵打掉。

当A不可逆时，需要从条件寻找线性关系，常见的形如


 A

CA



 , (A,AB),

CA的行向量组能由A的行向量组线性表出,可用第一行打掉第二行，矩阵表示为


 E O

↑C O







 A

CA



 =



A

O



 .

同理

(A,AB)



E ↑B

O E



 = (A,O).

说再多也没用，来两个例子实操吧。

设 A是 n→m矩阵, B 是 m→n矩阵, En↑AB 可逆. 证明:



 Em B

A En



可逆，并求其逆.

证 分块矩阵



Em B

A En



中有两个可逆矩阵Em, En,所以打掉A或B都各有两种方式，结合En↑

AB可逆,选择利用Em打掉B,矩阵表示为


Em B

A En







Em ↑B

O En



 =



Em O

A En ↑ AB



 ,
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此式子表明可逆。下面要求逆矩阵，上面是做的列变换，所以继续做列变换，自然是利用En ↑

AB将A打掉,


Em O

A En ↑ AB







 Em O

↑(En ↑ AB)
→1
A En



 =



Em O

O En ↑ AB



 ,

剩下的再做初等列变换将En ↑ AB变成En即可,


Em O

O En ↑ AB







Em O

O (En ↑ AB)
→1



 =



Em

En



 ,

所以



Em B

A En




→1

=



Em ↑B

O En







 Em O

↑(En ↑ AB)
→1
A En







Em O

O (En ↑ AB)
→1





=



Em +B(En ↑ AB)
→1
A ↑B(En ↑ AB)

→1

↑(En ↑ AB)
→1
A (En ↑ AB)

→1



 .

此题是求逆矩阵，根据En↑AB可逆的条件，所以此题只能做初等列变换（求逆要么只做初等

行变换，要么只做初等行变换）。对于秩的问题，可同时做初等行列变换。

(北京大学, 2006 年) 设 A,B 分别是数域 K 上 s→ n, n→ s 矩阵. 证明:

rank(A↑ABA) = rankA+ rank (In ↑BA)↑ n.



 A Os·n

On·n In ↑ BA



 ⇐



 A O

In ↑ BA In ↑ BA





⇐



A O

In In ↑ BA



 ⇐



O ↑A+ ABA

In In ↑ BA





⇐



O ↑A+ ABA

In O



 ,

所以rankA+ rank(In ↑ BA) = n+ rank(A↑ ABA).

此题是通过构成出可逆矩阵In进行打洞,当出现I↑X, I+X时可尝试做初等变换将I构造出来。

(厦门大学, 2018 年) 设 A,B 是 n 阶复方阵, 且 A
2
= A,B

2
= B. 证明： rank(A ↑ B) =

rank(A↑AB) + rank(B ↑AB).
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根据分块初等变换, 可得


 A↑ AB O

O B ↑ AB



 行↑⇐



 A↑ AB B ↑ AB

O B ↑ AB



 列↑⇐



 A↑ B B ↑ AB

AB ↑ B B ↑ AB





列↑⇐



 A↑ B O

AB ↑ B O



 行↑⇐



 A↑ B O

A↑ B O



 行↑⇐



 A↑ B O

O O



 .

所以 rank(A↑AB) + rank(B ↑AB) = rank(A↑B).

此题并未构造出可逆矩阵,而是通过向量组之间的线性关系

B ↑ AB = (A↑ B)(↑B), B ↑ AB = (AB ↑ B)(↑B).

对于秩的问题通常是从



X O

O Y



 出发，通过矩阵的初等行列变换，以及秩的不等式放缩得

到问题的解。

练习

(廈门大学, 2004 年) 设 A,B 都是 n 阶方阵, E 是 n 阶单位矩阵. 求证: ABA = B
→1 的充分

必要条件是 rank(E +AB) + rank(E ↑AB) = n.

(上海财经大学,2023年)已知 A,B 均为 n 阶矩阵, 且 AB = BA, 证明: r(A + B) + r(AB) ≃

r(A) + r(B).
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20 aAB=bBA类型的同时上三角化

定理:M,N 均是 n 阶复方阵,存在复数a ↓= ↑b使得 aMN = bNM , 则 M,N 可同时上三角化.

引理1:任意矩阵 A ↗ Cn↑n
, 0 ↓= ε ↗ Cn, 存在多项式 g, 使得 g(A)ε 是 A 的特征向量.

证 设 k 是是使得向量 ε, Aε, · · · , Ak
ε 线性相关的最小整数,于是存在 a0, a1, · · · , ak 使得

akA
k
ε + · · ·+ a1Aε + a0ε = 0.

显然的 ak ↓= 0, 于是存在多项式

f = x
k
+

ak→1x
k→1

ak
+ · · ·+ a1x

ak
+

a0

ak
,

使得 f(A)ε = 0。设ω是f(x)的某个根, 于是存在g(x)使得

f = (x↑ ω)g(x),

将x = A带入并作用在ε上即

(A↑ ωI)g(A)ε = 0 ⇒ Ag(A)ε = ωg(A)ε,

并且g(A)ε ↓= 0,若不然g(A)ε = 0,因为deg g = k ↑ 1,这与k的定义矛盾,所以g(A)ε是A的特征向量.

引理2:M,N 均是 n 阶复方阵,存在复数a ↓= ↑b使得 aMN = bNM , 则 M,N 有公共特征向量.

证 情形1:当 a = b 时,MN = NM。设ε是M的特征值ω对应的特征向量,即Mε = ωε。根据

引理1,存在多项式g(x)使得g(N)ε是N的特征向量。因为

Mg(N)ε = g(N)Mε = ωg(N)ε,

所以g(N)ε也是M的特征向量。

情形2: 当其中一个为零时, 不妨设 b = 0, 则 MN = 0。设 ε 是 M 的一个特征向量,根据引

理1,存在多项式 g(x),使得 g(N)ε 是 N 的特征向量,由 MN = 0 知, Mg(N)ε = 0, 所以 g(N)ε 也

是 M 的一个特征向量.

情形3: a, b 均不等于 0 , 不妨设
∣∣∣∣
b

a

∣∣∣∣ > 1, 令 c =
b

a
。考虑 M 的模最大的特征值 ω 对应的特征

向量 ε, 有

MNε = cNMε = cωNε.
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若 Nε = 0, 则 ε 是 M,N 的公共特征向量。考虑 Nε ↓= 0, 则 cω 是 M 的特征值,根据所设有

|cω| ≃ |ω|, 但 |c| > 1, 所以 ω = 0, 因此

⇔n ↗ N,MN
n
ε = c

n
N

n
Mε = c

n
N

n
ωε = 0. (1)

根据引理1, 存在多项式 g(x), 使得 g(N)ε 是 N 的特征向量。根据(1)式，显然 Mg(N)ε = 0, 所以

g(N)ε 也是 M 的一个特征向量。当
∣∣∣
a

b

∣∣∣ > 1 时,同理可证。

回到定理的证明。

采用数学归纳法, 当 k = 1 时显然成立, 设 k = n时结论成立,考虑 k = n+ 1, 根据引理 2,M,N

存在公共的特征向量 u1, 设 Mu1 = ωu1, Nu1 = µu1,将其扩充为 Cn 的一组基, u1, u2, · · · , un, 令

P = (u1, u2, · · · , un), 则

P
→1
MP = P

→1
M (u1, · · · , un)

=
(
P

→1
Mu1, · · · , P→1

Mun

)

=
(
ωP

→1
u1, P

→1
Mu2, · · · , P→1

Mun

)

=



 ω ε
T

0 M1



 .

同理

P
→1
NP =



 µ ϑ
T

0 N1



 .

计算可知

aMN = P



 aω aε
T

0 aM1







 µ ϑ
T

0 N1



P
→1

= P



 aωµ ̸

0 aM1N1



P
→1
.

同理

bNM = P



 bωµ ̸

0 bN1M1



P
→1
.

则由aMN = bNM可知

aM1N1 = bN1M1.

根据归纳假设，存在可逆矩阵P1使得 P
→1
1 M1P1, P

→1
1 N1P1 是上三角矩阵，于是存在可逆矩阵 Q =

P



 1 0

0 P1



 有
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Q
→1
MQ =



 1 0

0 P
→1
1







 ω ε
T

0 M1







 1 0

0 P1





=



 ω ε
T
P1

0 P
→1
1 M1P1



 .

Q
→1
NQ =



 µ ϑ
T
P1

0 P
→1
1 N1P1



 .

于是 Q
→1
MQ,Q

→1
NQ 均为上三角矩阵, 从而 k = n+ 1 时结论成立，定理得证。

感兴趣的朋友可以考虑a = ↑b, a ↓= 0的情形，是否还有此结论。

练习

(北京大学, 2010 年) 设 A 是 n 阶复方阵, B 是 n 阶幂零矩阵, 且 AB = BA. 证:明: |A +

2010B| = |A|.
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21 正交矩阵的性质总结及应用

性质1 设 A 为 n 阶正交矩阵, 则

(1) A 的复特征值的模为 1 , 从而 A 的实特征值只能为 1 或 ↑1 , 虚特征值成对互为共轭.

(2) 若 ω = a+ bi(a, b ↗ R, b ↓= 0) 是 A 的特征值, ⇁ = ε + ϑi (ε, ϑ ↗ R
n
) 是 A 的属于特征值 ω

的特征向量, 则 ϑ ↓= 0,ε, ϑ 长度相等且正交.

证明 (1) 设 ω ↗ C 是 A 的任一复特征值, ε 为 A的属于特征值 ω 的特征向量, 即 Aε = ωε,

两边取共轭转置即ε
H
A

H
= ω̄ε

H
,则

ε
H
A

H
Aε = ω̄ωε

H
ε ⇒ ε

H
ε = ω̄ωε

H
ε ⇒| ω |= 1,

即结论成立.

(2) 由

A(ε + ϑi) = (a+ bi)(ε + ϑi)

可得

Aε = aε↑ bϑ, Aϑ = aϑ + bε. (1)

若 ϑ = 0, 则由 Aϑ = aϑ + bε 可得 bε = 0, 而 b ↓= 0, 故 ε = 0. 这样 ⇁ = 0. 矛盾.

下面证明 ε, ϑ 长度相等且正交.

在(1)式子两边左乘 A
T 可得

ε = aA
T
ε↑ bA

T
ϑ, ϑ = aA

T
ϑ + bA

T
ε,

于是

aε = a
2
A

T
ε↑ abA

T
ϑ, bϑ = abA

T
ϑ + b

2
A

T
ε,

两式相加, 由 a
2
+ b

2
= 1 可得

aε + bϑ = A
T
ε (2)

两边取转置可得

aε
T
+ bϑ

T
= ε

T
A (3)

于是(3)式两边右乘ε得

aε
T
ε + bϑ

T
ε = ε

T
Aε = ε

T
(aε↑ bϑ) = aε

T
ε↑ bε

T
ϑ,

由于 ϑ
T
ε = ε

T
ϑ, 故由上式可得 ε

T
ϑ = 0. 即 ε, ϑ 正交. 因为

aε
T
ϑ + bϑ

T
ϑ = ε

T
Aϑ = ε

T
(aϑ + bε) = aε

T
ϑ + bε

T
ε,
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所以 ε
T
ε = ϑ

T
ϑ. 即 ε, ϑ 长度相等.

性质2 A ↗ R
n↑n

, A ↓= 0, n ↘ 3. 则 A 为正交阵的充要条件为

A
T
= A

↓ 或 A
T
= ↑A

↓

即

aij = Aij 或 aij = ↑Aij

证明 必要性. 若 |A| = 1, 则由 AA
↓
= |A|E = E 可得

A
→1

= A
↓
= A

T

若 |A| = ↑1, 同样可得.

充分性.(1) 由 A
T
= A

↓ 得

|A| = |A↓| = |A|n→1

从而

|A| = 0, 1 或 ↑ 1

又 A ↓= 0, 不妨设 aij ↓= 0, 则

|A| = ai1Ai1 + · · ·+ aijAij + · · ·+ ainAin =

n∑

k=1

a
2
ik
> 0

从而 |A| = 1. 故AA
T
= AA

↓
= E，结论成立.

(2) 若 A
T
= ↑A

↓, 类似可证.

性质3 正交矩阵A酉相似于复对角矩阵。

证 AA
T
= E = A

T
A,故A是正规矩阵，结论成立。由此还能知道特征值均为实数的正交矩阵

是对称矩阵。

练习

1(北京理工 04 , 太原科技 06) 设 A,B 均为 n 阶正交矩阵, 且 |A| = ↑|B|, 证明:

|A+B| = 0.

2.设 A,B 均为 n 阶正交矩阵, n 为奇数且 |A| = |B|, 证明: |A↑ B| = 0;
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3(闽南师范大学, 2019) 设 A,B 为 n 阶正交矩阵, n 为奇数, 证明: |(A↑B)(A+B)| = 0 .

4(同济大学, 2021) 设 A,B 为 n 阶正交阵, 则 |A| = |B| 当且仅当 n↑ r(A+B) 为偶数.

5(兰州大学 2008) 设 A,B 都是 n 阶正交矩阵, 且 |A| + |B| = 0. 证明: 存在实 n 维列向量

⇁ ↓= 0 使得 A⇁ = ↑B⇁.

(中国石油大学, 2021) 设 A,B 均为 n 阶正交矩阵, 且 m 是矩阵 A
→1
B 的特征值 -1 的重数. 证

明: |AB| = 1 的充要条件是 m 是偶数.

6(大连理工 ,2004) 设 V 为 4 维欧氏空间, ϖ 为 V 的一个正交变换. 若 ϖ 无实特征值, 则 V 可

以分解为 ϖ 的两个正交的不变子空间的直和.

证明 首先证明若 W 是正交变换 ϖ 的不变子空间, 则 W
≃
也是 ϖ 的不变子空间. 实际上, 若

W = {0}, 则结论显然成立. 下设 W ↓= {0}, ϑ1, ϑ2, · · · , ϑr 是 W 的一组基, 由 W 是不变子空间,

则 ϖ (ϑ1) , ϖ (ϑ2) , · · · , ϖ (ϑr) ↗ W , 于是 ϖ(W ) ∋ W . 而 ϖ 是可逆的, 所以 ϖ (ϑ1) , ϖ (ϑ2) , · · · , ϖ (ϑr)

线性无关, 仍为 W 的基. 这样 W = ϖ(W ). ⇔ε ↗ W
≃
, ϑ ↗ W , 由 W 是 ϖ 的不变子空间以及

W = ϖ(W ), 则存在 γ ↗ W , 使得 ϖ(γ) = ϑ, 于是

(ϖ(ε), ϑ) = (ϖ(ε), ϖ(γ)) = (ε, γ) = 0,

即 ϖ(ε) ↗ W
≃. 所以 W 是 ϖ 的不变子空间. 现在证明原问题. 由于 ϖ 无实特征值, 设 u + vi 是

其一个复特征值, ε + ϑi (ε, ϑ ↗ R
n
)是对应的特征向量, 则由前题知 ε, ϑ 正交, 从而线性无关, 于是

W = L(ε, ϑ) 是 V 的 2 维子空间, 且由前题知 W 是 ϖ 的不变子空间, 这样

V = W ∝W
≃
,

而 dimW
≃
= 2 且是 ϖ 的不变子空间.

7.设矩阵 A = E ↑ 2εε
T , 其中 ε 是 n 维实向量且 ε

T
ε = 1. 则 A 是对称正交矩阵. 称为镜像

矩阵.

8.设 ε, ϑ 是欧氏空间 R
n (标准内积) 的两个长度相等的向量, ε ↓= ϑ, 则存在镜像矩阵 A 使得

Aε = ϑ.

证明 作单位向量

u =
ε↑ ϑ

|ε↑ ϑ|
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令

A = E ↑ 2uu
T
,

则 Aε = ϑ. 事实上, 注意到 ε
T
ε = ϑ

T
ϑ, 有

|ε↑ ϑ|2 = (ε↑ ϑ,ε↑ ϑ) = ε
T
ε↑ 2ε

T
ϑ + ϑ

T
ϑ = 2

(
ε
T
ε↑ ε

T
ϑ
)
= 2ε

T
(ε↑ ϑ).

从而 |ε↑ ϑ| = 2ε
T
u, 于是

Aε = ε↑ 2uu
T
ε = ε↑ u|ε↑ ϑ| = ε↑ (ε↑ ϑ) = ϑ.

9.(南开大学 2009) 设 ε ↗ R
n↑1, 且在 R

n↑1
上的标准度量下 ε 为单位向量. 证明: 必存在一个

n 阶实对称正交矩阵 A 使得 ε 为 A 的第一列.

10(北京理工大学 2022)设 A,B 均为 2022 阶正交矩阵. 已知线性方程组 Ax = Bx 的解空间的

维数是 5 ( x 是 2022 维列向量). 问: A,B 是否可能相似, 并证明你的结论.

11.设A,B 为实正交矩阵, 并且有 det(A+B) = detA↑ detB. 证明: detA = detB.

证 采用反证法。倘若detA ↓= detB,则不妨设detA = 1, detB = ↑1,于是detA↑ detB = 2,根

据条件有

detA
T · det(A+B) = detA

T
(detA↑ detB) = 2,

即

det(E + A
T
B) = 2 (1).

而det(A
T
B) = detA

T · detB = ↑1,A
T
B是正交矩阵,这说明A

T
B必有特征值↑1,从而

det(E + A
T
B) = 0 (2),

(1)式与(2)式矛盾,从而detA = detB。
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22 rankAk = rankAk+l

命题1:设A是n阶矩阵,则存在常数k使得⇔l ↘ 0,都有rankA
k
= rankA

k+l
.

证 当A可逆时，结论显然。

当A不可逆时,由秩不等式知

rankA ↘ rankA
2 ↘ · · · ↘ rank

n+1
.

倘若rank
k+1

< rank
k
, k = 1, 2, · · · , n,则

n↑ 1 ↘ rankA, n↑ 2 ↘ rankA
2
, · · · ,↑1 ↘ rankA

n+1
,

矛盾,因此存在k ≃ n使得rankA
k

= rankA
k+1。根据命题rank(AB) = rankB,则rank(ABC) =

rank(BC),可得

rankA
k
= rankA

k+l
, l ↘ 1.

命题2:设φ是n维线性空间中的线性变换,则存在常数k使得⇔l ↘ 0,都有Imφ
k
= Imφ

k+l
, kerφ

k
=

kerφ
k+l

.

证 当φ是可逆线性变换时,结论显然。

当φ不可逆时,有

kerφ ↖ kerφ
2 ↖ · · · ↖ kerφ

n+1
.

倘若dimkerφ
k
< dimkerφ

k+1
, k = 1, 2, · · · , n,则

dimkerφ ↘ 1, dimkerφ
2 ↘ 2, · · · , dimkerφ

n+1 ↘ n+ 1,

矛盾,因此存在k ≃ n使得kerφ
k
= kerφ

k+1。下面证明kerφ
k+l

= kerφ
k+l+1

, l ↘ 1.

只需证明kerφ
k+l+1 ↖ kerφ

k+l即可。⇔ε ↗ kerφ
k+l+1

,则

kerφ
k+l+1

(ε) = 0 ⇒ φ
l
(ε) ↗ kerφ

k+1 ⇒ φ
l
(ε) ↗ kerφ

k ⇒ φ
k+l

(ε) = 0 ⇒ ε ↗ kerφ
k+l

,

从而kerφ
k+l+1 ↖ kerφ

k+l
,故kerφ

k+l
= kerφ

k+l+1
, l ↘ 1,由此可知kerφ

k
= kerφ

k+l
, l ↘ 0。

由线性变换的维数公式

n = dimkerφ
k
+ dim Imφ

k
= dimkerφ

k+1
+ dim Imφ

k+1
= · · · ,

由此可知dim Imφ
k
= dim Imφ

k+1
= · · · ,并且

· · · ↖ Imφ
k+1 ↖ Imφ

k
,

故Imφ
k
= Imφ

k+l
, l ↘ 1。
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命题3:设φ是n维线性空间V中的线性变换,则存在常数s使得V = Imφ
s ∝ kerφ

s。

证 取s为命题2中的k值,⇔ε ↗ Imφ
s ∈ kerφ

s
,则存在ϑ ↗ V使得ε = φ

s
(ϑ),从而

0 = φ
s
(ε) = φ

2s
(ϑ) ⇒ ϑ ↗ kerφ

2s
= kerφ

s ⇒ ε = φ
s
(ϑ) = 0,

所以Imφ
s ∝ kerφ

s,又由维数公式可得V = Imφ
s ∝ kerφ

s。

练习

1 (北京科技大学, 2005 年) 设 ϖ 是 n 维线性空间 V 上的一个线性变换. 证明:

(1) ker ϖ = kerϖ
2 的充分必要条件是 ker ϖ ∈ Im ϖ = {0};

(2) Im ϖ = Im ϖ
2 的充分必要条件是 ker ϖ + Im ϖ = V .

证 (1) ⇒;ε ↗ ker ϖ∈ Im ϖ,则存在 ϑ, s.t. ε = ϖϑ,并且 ϖε = 0,所以 0 = ϖε = ϖ(ϖϑ) = ϖ
2
ϑ,

故 ϑ ↗ ker ϖ
2,从而 ϑ ↗ ker ϖ, 所以 ε = ϖϑ = 0, 所以 ker ϖ ∈ Im ϖ = {0}. ⇔ε ↗ ker ϖ

2
, ϖ(ϖε) = 0,⇒

ϖ(ε) ↗ ker ϖ ∈ Im ϖ = {0},所以 ϖε = 0, 故 ker ϖ = ker ϖ
2.

(2) ⇒; dim Im ϖ + dimker ϖ = n, dim Im ϖ
2
+ dimker ϖ

2
= n, 所以 dimker ϖ

2
= dimker ϖ, 而

ker ϖ ↖ ker ϖ
2,因此 ker ϖ = ker ϖ

2, 由(1)知 ker ϖ ∈ Im ϖ = {0},故 V = ker ϖ ∝ Im ϖ. ⇐;n =

dim(Im ϖ+ker ϖ) = dim Im ϖ+dimker ϖ↑dimker ϖ∈Im ϖ = n↑dimker ϖ∈Im ϖ,故 dimker ϖ∈Im ϖ =

0,所以 ker ϖ ∈ Im ϖ = {0}, 根据(1)可知 ker ϖ = ker ϖ
2, 而 dim Im ϖ + dimker ϖ = n, dim Im ϖ

2
+

dimker ϖ
2
= n, 所以 dim Im ϖ = dim Im ϖ

2, 由于 Im ϖ
2 ↖ Im ϖ, 故 Im ϖ = Im ϖ

2.

注：第二问还可以采用如下2题的解法，无需借助第一问，更为简便.

2(兰州大学, 2015 年) 设 ϖ 为 n 维线性空间 V 的线性变换.证明: rank ϖ2
= rank ϖ 的充分必要

条件是 V = ϖ(V )∝ ϖ
→1
(0).

证 ⇒; rankϖ
2
= rank ϖ ⇒ Im ϖ = Im ϖ

2, 所以 ⇔ε ↗ V , 存在 ϑ ↗ V , 使得 ϖ(ε) = ϖ
2
(ϑ), 对 ε

做如下分解

ε = (ε↑ ϖϑ) + ϖϑ,

显然 ε↑ ϖϑ ↗ ker ϖ, ϖϑ ↗ Im ϖ, 所以 V = Im ϖ+ker ϖ, 故 n = dim(Im ϖ+ker ϖ) = dim Im ϖ+

dimker ϖ↑dimker ϖ∈Im ϖ = n↑dimker ϖ∈Im ϖ,故 dimker ϖ∈Im ϖ = 0,所以 ker ϖ∈Im ϖ = {0},从

而 V = kerϖ ∝ Im ϖ.

⇐; ⇔ε ↗ V , 设 ε = ε1 + ε2, 其中 ε1 ↗ Im ϖ,ε2 ↗ ker ϖ, 存在 ϑ ↗ V 使得 ε1 = ϖϑ, 则

ϖ(ε) = ϖ (ε1) = ϖ
2
(ϑ),

故 Im ϖ
2
= Im ϖ, 所以 rank ϖ = rank ϖ

2.
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3(四川大学, 2010 年) 设 A 为数域 F 上的 n 阶方阵, A 的秩为 r. 又设 V 是 F上的线性空

问, ⇀1, ⇀2, · · · , ⇀n 是 V 的一个基, V 上的线性变换 A 满足 A (⇀1, ⇀2, · · · , ⇀n) = (⇀1, ⇀2, · · · , ⇀n)A 且

A 2
= A . 证明: kerA + ImA 是直和, 这里 kerA 和 ImA 分别是 A 的核与像.

4(中国科学院大学， 2013 年) 设 V 是数域 F 上的有限维向量空间, φ 是 V 的线性变换. 证明

V 能够分解成两个子空间的直和 V = U ∝W , 其中 U,W 满足: 对任意 u ↗ U , 存在正整数 k 使得

φ
k
(u) = 0; 对任意 w ↗ W , 存在 vm ↗ V , 使得 w = φ

m
(vm) 对所有的正整数 m.

5（某届全国大学生数学竞赛）设 A 是数域 F 上的 n 阶方阵. 证明: A 相似于



 B 0

0 C



, 其

中 B 是可逆矩阵, C 是幂零矩阵.

6(华东师范大学竟赛试题, 2017 年) 设 A,B 都是 n 阶方阵, AB = BA = O. 证明: 存在正整

数 k, 使得 rank
(
A

k
+B

k
)
= rankA

k
+ rankB

k.
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23 rank(AT
A) = rankA以及tr(AAT )的妙用

命题1： (1) 若 A 是 n 阶实矩阵, 则 tr (AA
↗
) ↘ 0, 等号成立的充要条件是 A = O;

(2) 若 A 是 n 阶复矩阵, 则 tr


AA

↗

↘ 0, 等号成立的充要条件是 A = O.

证明 (1) 设 A = (aij) 为 n 阶实矩阵, 计算可得

tr (AA
↗
) =

n∑

i=1

n∑

j=1

a
2
ij
↘ 0

等号成立当且仅当 aij = 0(i, j = 1, 2, · · · , n), 即 A = O.

(2) 设 A = (aij) 为 n 阶复矩阵, 计算可得

tr


AA

↗

=

n∑

i=1

n∑

j=1

|aij|2 ↘ 0,

等号成立当且仅当 aij = 0(i, j = 1, 2, · · · , n), 即 A = O.

例题1：设 A 为 n 阶实矩阵, 满足 AA
↗
= A

2, 求证: A 是对称矩阵. 证明要证明 A = A
↗, 即

A↑A
↗
= O,由命题1,只要证明 tr((A↑ A

↗
) (A↑A

↗
)
↗)
= 0即可. 由AA

↗
= A

2可得 (A
↗
)
2
= AA

↗,

再由迹的交换性可得

tr
(
(A↑A

↗
) (A↑A

↗
)
↗)
= tr ((A↑A

↗
) (A

↗ ↑A)) = tr


AA

↗ ↑A
2 ↑ (A

↗
)
2
+A

↗
A



= tr (A
↗
A↑AA

↗
) = tr (A

↗
A)↑ tr (AA

↗
) = 0,

结论得证。

命题2：设 A 是 m→ n 实矩阵, 求证: r (A↗
A) = r (AA

↗
) = r(A).

证明 首先证明 r (A
↗
A) = r(A), 为此我们将证明齐次线性方程组 Ax = 0和 A

↗
Ax = 0 同

解. 显然 Ax = 0 的解都是 A
↗
Ax = 0 的解. 反之, 若实向量 ω 是方程组 A

↗
Ax = 0 的解, 则

ω
↗
A

↗
Aω = 0, 即 (Aω)

↗
(Aω) = 0. 记 Aω = (b1, b2, · · · , bm)↗, 则

b
2
1 + b

2
2 + · · ·+ b

2
m
= 0.

因为 bi 是实数, 故每个 bi = 0, 即 Aω = 0, 也就是说, ω 是 Ax = 0 的解. 这就证明了方程组

Ax = 0和 A
↗
Ax = 0同解,因此 r (A

↗
A) = r(A). 在上述等式中用A

↗ 替代A可得 r (AA
↗
) = r (A

↗
),

又因为 r(A) = r (A
↗
), 故结论得证.

例题2：(中国地质大学（北京）2022)设 n阶实矩阵 A的 n个特征值均为实数,且 AA
T
= A

T
A,

证明:

1. 若 ε 是 A 的属于特征值 ω 的特征向量, 则 ε 也是 A
T 的属于特征值 ω 的特征向量;
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T
A) = RANKA以及TR(AA

T
)的妙用

2. 若 ω 是 A 的任一特征值, 则 ω
2
也是 AA

T 的特征值;

3. A 的属于不同特征值的特征向量一定正交.

证 (1)根据命题2以及AA
T
= A

T
A可知

ker(ωE ↑ A) = ker((ωE ↑ A
T
)(ωE ↑ A))

= ker((ωE ↑ A)(ωE ↑ A
T
))

= ker(ωE ↑ A
T
),

所以⇔ε ↗ ker(ωE ↑ A),有ε ↗ ker(ωE ↑ A
T
),即A

T
ε = ωε。

(2)由(1)可知 AA
T
ε = A(ωε) = ωAε = ω

2
ε。

(3)设Aε = ωε, Aϑ = µϑ,ω ↓= ϑ,则由(1)可知

ωε
T
ϑ = (ωε

T
)ϑ = (ε

T
A

T
)ϑ = ε

T
(A

T
ϑ) = ε(µϑ) = µε

T
ϑ,

所以(ω↑ µ)ε
T
ϑ = 0,由于ω ↓= µ,故ε

T
ϑ = 0.

练习

1.设 A,B 是两个 n 阶矩阵, 若 tr(ABC) = tr(CBA) 对任意 n 阶矩阵 C 成立, 求证: AB =

BA.

2.请利用命题2证明正交矩阵（或者正规矩阵）可以复对角化。
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24 幂等矩阵的问题总结

1. 设 φ 是数域 F 上的 n 维线性空间 V 上的幂等变换, 则 φ 的特征值为 0 或 1. 设 A 是数域

F 上的 n 阶幂等矩阵, 则 A 的特征值为 0 或 1 .

证明 设 ω 是 φ 的任一特征值, ε 是对应的特征向量. 根据 φ
2
= φ, φ(ε) = ωε, 可得

ωω = φ(ω) = φ
2
(ω) = φ(φ(ω)) = φ(ωω) = ωφ(ω) = ω

2
ω 或

(
ω
2 ↑ ω

)
ω = 0.

根据 ω ↓= 0 得 ω
2 ↑ ω = 0, 解得 ω = 0 或 ω = 1. 于是幂等变换 φ 的特征值为 0 或 1 . 同理可

证明幂等矩阵 A 的特征值为0 或1.

2.A 是幂等矩阵的充要条件是 r(A) + r(A↑E) = n, 其中 E 是 n 阶单位矩阵.

证明 由于 x, x ↑ 1 互素, 所以存在多项式 u(x), v(x), 使得 u(x)x + v(x)(x ↑ 1) = 1. 代入

x = A, 得 u(A)A+ v(A)(A↑E) = E. 根据第三类分块初等变换与第一类分块初等列变换, 可得


 A O

O A↑E



 ⇐



 A u(A)A

O A↑E



 ⇐



 A u(A)A+ v(A)(A↑E)

O A↑E



 =



 A E

O A↑E





⇐



 O E

↑A(A↑ E) A↑ E



 ⇐



 O E

↑A(A↑ E) O



 =



 O E

A↑ A
2

O



 ⇐



 E O

O A↑ A
2



 .

所以 r(A) + r(A ↑E) = r
(
A↑A

2
)
+ r(E) = r

(
A↑A

2
)
+ n. 故 A 是幂等矩阵 ⇓ A

2
= A ⇓

A↑A
2
= O ⇓ r

(
A↑A

2
)
= 0 ⇓ r(A) + r(A↑E) = n.

3. 对于数域 F 上 n 阶矩阵 A 的满秩分解式 A = BC, 其中 B 是 n→ r 的列满秩矩阵, C 是

r → n 的行满秩矩阵, 则 A 是幂等矩阵的充要条件是 CB = Er, 其中 Er 是 r 阶单位矩阵.

证明 充分性: 由于 CB = Er, 所以有 A
2
= B(CB)C = BC = A, 于是 A 是幂等矩阵. 必要

性: 由于 A 是幂等矩阵, 所以 B(CB)C = A
2
= A = BC, 于是有

B (CB ↑Er)C = O.

所以 (CB ↑Er)C 的列向量都是线性方程组 Bx = 0 的解. 根据 B 列满秩, 可得 Bx = 0 只有零

解, 于是 (CB ↑Er)C = O. 对上式两边取转置, 得 C
↗
(CB ↑Er)

↗
= O. 同理根据 C

↗ 列满秩, 得

(CB ↑Er)
↗
= O, 进而 CB ↑Er = O, 从而 CB = Er.

4(2022国际大学生数学竞赛第七题) A1, A2, · · · , Ak 均为 n 阶幂等复矩阵, 且满足 1 ≃ i < j ≃

k, 都有 AiAj = ↑AjAi. 求证: 其中至少有一个矩阵的秩不超过
n

k
.
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证 记 S = A1 + A2 + · · ·+ Ak, 则 S
2
= S, 所以 S 也是幂等矩阵,故

n ↘ rankS = tr(S)

= trA1 + trA2 + · · ·+ trAk

= r (A1) + · · ·+ r (Ak)

↘ kmin {r (A1) , · · · , r (Ak)} .

得证

5.设 A,Ai(1 ≃ i ≃ m) 为数域 F 上的 n 阶方阵, A2
= A =

m∑

i=1

Ai. 求证:

r(A) =

m∑

i=1

r (Ai) ⇐⇒ AiAj = ςijAi, ⇔1 ≃ i, j ≃ m,

其中 ςij 为 Kronecker 符号, 1 ≃ i, j ≃ m.

证明 ⇐; 由于 F 上幂等矩阵的极小多项式为 ω 或 ↑ω 或 ω
2 ↑ 1, 三者均无重根且其根均在 F

上, 故 F 上幂等矩阵可对角化, 因此易知 r (Ai) = tr (Ai) , ⇔1 ≃ i ≃ m, 进而

rr(A) = tr(A) = tr


m∑

i=1

Ai


=

m∑

i=1

tr (Ai) =

m∑

i=1

r (Ai) .

⇒;由于 A 为 F 上幂等矩阵, 故由分块对角矩阵的分块初等变换易知

n = r (En ↑ A) + r(A) = r (En ↑ A) + r


m∑

i=1

Ai


= r (En ↑ A) +

m∑

i=1

r (Ai) .

构造如下分块对角矩阵并对其进行分块初等变换,




En ↑ A

A1

A2

. . .

Am





⇐





En ↑ A

A1 A1

A2 A2

... . . .

Am Am





⇐





En A1 A2 · · · Am

A1 A1

A2 A2

... . . .

Am Am





⇐





En

A1 ↑ A
2
1 ↑A1A2 · · · ↑A1Am

↑A2A1 A2 ↑ A
2
2 · · · ↑A2Am

...
...

...

↑AmA1 ↑AmA2 · · · Am ↑ A
2
m





,

由 n = r (En ↑ A) +

m∑

i=1

r (Ai) 知上述最后一个矩阵的右下角部分必为零矩阵, 得证.
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25 关于迹0矩阵的一个性质（很少用）

命题：设 A 是 n 阶方阵. 证明:

(1) 若 trA = 0, 则存在 n 阶可逆矩阵 Q, 使得 Q
→1
AQ 的主对角元全为零;

(2) 存在 n 阶方阵 X,Y , 使得 XY ↑ Y X = A 当且仅当 trA = 0.

证 (1) 对矩阵的阶数 n 用归纳法. 当 n = 1 时结论显然成立, 假设 n↑ 1 时结论成立, 再证对

于 n 阶方阵 A 结论成立. 不妨设 A ↓= O, 由 trA = 0 知, A 不是数量矩阵. 所以存在 n 维列向量

x, 使 x,Ax 线性无关. 由此构造可逆矩阵 P = (x,Ax,x3, · · · ,xn), 则有

P
→1
AP =





0 ̸ ̸ · · · ̸

1

0

... A1

0





,

其中 A1 是 n ↑ 1 阶方阵. 显然, trA1 = tr
(
P

→1
AP

)
= trA = 0, 根据归纳假设, 存在 n ↑ 1 阶可

逆矩阵 Q1, 使得 Q
→1
1 A1Q1 的主对角元全为 0 . 令 Q = P



 1 0

0 Q1



, 则 Q 是可逆矩阵,且

Q
→1
AQ =



1 0

0 Q
→1
1



 (P
→1
AP )



1 0

0 Q1



 =



0 ̸

* Q
→1
1 A1Q1





的主对角元全为 0 .

(2) 必要性显然, 只需证充分性. 当 trA = 0 时, 由 (1) 知, 存在可逆矩阵 Q, 使得 Q
→1
AQ =

(aij)n↑n
的主对角元全为 0 , 即 a11 = a22 = · · · = ann = 0. 现在, 欲 XY ↑ Y X = A, 即

(
Q

→1
XQ

) (
Q

→1
Y Q

)
↑

(
Q

→1
Y Q

) (
Q

→1
XQ

)
= Q

→1
AQ,

记 X1 = Q
→1
XQ, Y1 = Q

→1
Y Q,那么问题转化为确定 X1 和 Y1, 使

X1Y1 ↑ Y1X1 = Q
→1
AQ. (1)

为简便起见, 先固定其中一个为对角矩阵, 例如取 X1 = diag(1, 2, · · · , n), 再令 Y 1 = (yij)n↑n
, 代人

(1)式并比较两边对应元素, 得 yij =
aij

i↑ j
, i ↓= j, 而 yii 可取任意值. 因此, 存在 X1 和 Y1 使(1)式成

立. 从而, 当 X = QX1Q
→1
, Y = QY1Q

→1 时, 有 XY ↑ Y X = A.

练习

1(武汉大学,2014 年) 设 sln(F ) 是 Mn(F ) 中由元素 AB ↑ BA 生成的子空间,其中 A,B ↗

Mn(F ). 证明: dim (sln(F )) = n
2 ↑ 1.
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2(第十届全国大学生数学竞赛决赛)证明：任意 n 阶实方阵 A 可以分解成 A = A0 +A1 +A2 ，

其中 A0 = aIn, a 是实数， A1 与 A2都是幂零方阵.
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26 一道技巧性偏强的题目

给定 A,B ↗ Qn↑n 满足

A
2 ↑ 2AB ↑ B

2
= 0.

证明: AB ↑ BA 不可逆.

证 利用待定系数法

(A+ x1B) (A+ x2B) = A
2
+ x2AB + x1BA+ x1x2B

2

= (x1x2 + 1)B
2
+ (x2 + 2)AB + x1BA. (1)

所以也有

(A+ x2B) (A+ x1B) = (x1x2 + 1)B
2
+ (x1 + 2)AB + x2BA. (2)

如果对(1)(2)两式子取行列式 ,并且令

x1x2 + 1 = 0, x2 + 2 = ↑x1.

就得到

|A+ x1B| |A+ x2B| = (↑x1)
n |AB ↑ BA|;

|A+ x2B| |A+ x1B| = (↑x2)
n |AB ↑ BA|.

x1, x2 是方程 x
2
+ 2x↑ 1 = 0 的两个根, x1 ↓= x2, x1, x2 ↗ R 所以

(↑x1)
n |AB ↑ BA| = (↑x2)

n |AB ↑ BA| ⇒ |AB ↑ BA| = 0.

练习

2.给定 A,B ↗ Qn↑n 满足

A
2
+ 3AB ↑ 5BA↑ B

2
= 0.

证明: AB ↑ BA 不可逆.
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27 子空间的维数公式

命题：(子空间的维数公式)设 V1, V2都是域 F 上线性空间 V 的有限维子空间,则 V1∈V2, V1+V2

也是有限维的, 并且

dimV1 + dimV2 = dim (V1 + V2) + dim (V1 ∈ V2) .

证明 设 V1, V2, V1 ∈ V2 的维数分别是 n1, n2,m 。取 V1 ∈ V2 的一个基 ε1, · · · ,εm, 把它分别

扩充成 V1 和 V2 的一个基 : ε1, · · · ,εm, ϑ1, · · · , ϑn1→m 和 ε1, · · · ,εm, γ1, · · · , γn2→m 。于是

V1 + V2 = ∀ε1, · · · ,εm, ϑ1, · · · , ϑn1→m, γ1, · · · , γn2→m∃ .

因此 V1 + V2 是有限维的。如果能证明

ε1, · · · ,εm, ϑ1, · · · , ϑn1→m, γ1, · · · , γn2→m

线性无关, 那么它就是 V1 + V2 的一个基, 由此得出

dim (V1 + V2) = m+ (n1 ↑m) + (n2 ↑m)

= n1 + n2 ↑m

= dimV1 + dimV2 ↑ dim (V1 ∈ V2) .

假设

k1ε1 + · · ·+ kmεm + p1ϑ1 + · · ·+ pn1→mϑn1→m + q1γ1 + · · ·+ qn2→mγn2→m = 0, (1)

则

q1γ1 + · · ·+ qn2→mγn2→m = ↑k1ε1 ↑ · · ·↑ kmεm ↑ p1ϑ1 ↑ · · ·↑ pn1→mϑn1→m. (2)

(2)式左边的向量属于 V2, 右边的向量属于 V1, 从而它属于 V1 ∈ V2 。因此有

q1γ1 + · · ·+ qn2→mγn2→m = l1ε1 + · · ·+ lmεm. (3)

由 (3) 式得出, q1 = · · · = qn2→m = l1 = · · · = lm = 0 。代人 (1) 式可得出

k1 = · · · = km = p1 = · · · = pn1→m = 0.

因此 ε1, · · · ,εm, ϑ1, · · · , ϑn1→m, γ1, · · · , γn2→m 线性无关。

例题1:(中国科学技术大学, 2013 年) 设 A 是数域 F 上有限维线性空间 V 的线性变换. 求证:

dim(ImA ∈ kerA ) = rankA ↑ rankA 2
.
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证 设 ϑ1, · · · , ϑs 是 kerA ∈ ImA 的基,将其扩充为 ImA 的基 ϑ1, · · · , ϑs,εs+1, · · · ,εt, 则只

需证rank A 2
= t↑ s, 设 0 =

t∑

i=s+1

kiA εi = A
t∑

i=s+1

kiεi, 所以
t∑

i=s+1

kiεi ↗ kerA , 故

t∑

i=s+1

kiεi ↗ ImA ∈ ker ϖ,

从而可设
t∑

i=s+1

kiεi =

s∑

j=1

ljϑj,

由线性无关性可得 ks+1 = ks+1 = · · · = kt = 0, 从而 A εs+1, · · · ,A εt 线性无关, ImA 2
=

Im (A |ImA ) = L (A εs+1, · · · ,A εt), 所以 rank A 2
= t↑ s, 故结论成立.

例题2：设 E 为 n 维欧式空间, n ↘ 2. 取 n+1 个向量 x1, x2, . . . , xn+1, 假设对所有的 i ↓= j 都

有 (xi, xj) < 0. 求证: x1, x2, . . . , xn 构成 E 的一个基.

证 设有一组实数 k1, k2, . . . , kn 使得 k1x1 + k2x2 + . . . + knxn = 0, 并且不妨设 ki ≃ 0, i =

1, 2, · · · , r, kj ↘ 0, j = r+1, · · · , n,这总是能做到的,记 ϑ = k1x1+. . .+krxr = ↑kr+1xr+1↑· · ·↑knxn.

(ϑ, ϑ) = (k1x1 + . . .+ krxr,↑kr+1xr+1 ↑ . . .↑ knxn)

=

r∑

i=1

n∑

j=r+1

ki (↑kj) (xi, xj) ≃ 0

由内积正定性知 ϑ = 0, 因此

0 = (k1x1 + . . .+ krxr, xn+1) =

r∑

i=1

ki (xi, xn+1) ⇒ ki = 0, i = 1, 2, . . . , r.

0 = (kr+1xr+1 + . . .+ knxn, xn+1) =

n∑

j=r+1

kj (xj, xn+1) ⇒ kj = 0, j = r + 1, . . . , n.

因此 x1, . . . , xn 线性无关, 故可以作为 E 的一个基.

练习

1 (华东师范大学, 2017 年) 设 U, V,W 都是数域 K 上的有限维线性空间, f : U ⇐ V 是 U 到

V 的线性映射, g : V ⇐ W 是 V 到 W 的线性映射. 证明:

dim(ker f) + dim(Im f ∈ ker g) = dim(ker(gf)).

2(兰州大学, 2009 年) 设 ϖ 是数域 P 上 n 维线性空间 V 的线性变换, ϖ(V ) 的一个基为

ε1,ε2, · · · ,εs
,ωi 是 ε

i
的原像, 即 ϖ (ωi) = ε

i
(i = 1, 2, · · · , s),W = L (ω1,ω2, · · · ,ωs). 证明:

(1) V = W ∝ ϖ
→1
(0);

(2) rank ϖ + dim(ker ϖ) = n.
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28 不变子空间的问题总结

1.设 ϖi(i ↗ I) 是复数域上 n 维线性空间 V 的一组(有限或无限个) 两两可交换的线性变换. 证

明: 所有的 ϖi(i ↗ I) 至少有一个公共的特征向量.

证 对线性空间的维数 n 用归纳法. 当 n = 1 时,任取 V 中的非零向量 ϱ,则 V = L(ϱ).注意到

ϖi(ϱ) ↗ V , 所以存在 xi ↗ C 使得 ϖi(ϱ) = xiϱ, 即 ϱ 是所有 ϖi(i ↗ I) 的公共特征向量.

假设 n ↭ k ↑ 1 时结论成立, 下证对 n = k 即 k 维线性空间 V 结论成立.

如果 V 中的任一非零向量都是所有 ϖi(i ↗ I) 的公共特征向量,那么结论已经成立. 否则, V 中

必存在一个非零向量不是 {ϖi}中某个线性变换 ϖ (为方便起见略去其下标)的特征向量.因此, ϖ 的

属于任一特征值 ω0 的特征子空间 Vε0 都是 V 的真子空间, 故 dimVε0 ↭ k ↑ 1.

根据题设,任一 ϖi(i ↗ I) 与 ϖ 可交换, 所以 Vε0 是 ϖi 的不变子空间. 显然, 限制变换 ϖi|Vω0
(i ↗

I) 仍然两两可交换. 利用归纳假设, 它们在 Vε0 中有公共特征向量 ⇁, 于是存在 ωi ↗ C 使得

ϖi(ϱ) = ϖi|Vω0
(ϱ) = ωi⇁, ϱ ↓= 0.

这表明 ϱ 是所有 ϖi(i ↗ I) 的公共特征向量.

2.设 ϖ 是 n(n > 1) 维线性空间 V 的线性变换, ϖ 在 V 的一个基下的矩阵为

J =





ω 1

ω
. . .
. . . 1

ω




.

(1) 证明: V 不能分解成 ϖ 的任意两个非平凡不变子空间的直和; (青岛大学,2013 年)

(2) 求 ϖ 的所有不变子空间.

解 （1）设 ϖ 在 V 的基 ϑ1,ϑ2, · · · ,ϑn
下的矩阵为 J , 则

ς (ϑ1) = ωϑ1, ς (ϑ
i
) = ϑ

i→1 + ωϑ
i
(i = 2, 3, · · · , n).

考虑 ϖ 的任一非零不变子空间 W ,取 ϱ ↗ W, ϱ ↓= 0, 令

ϱ = a1ϑ1 + a2ϑ2 + · · ·+ anϑn
,

不失一般性, 设 as ↓= 0, 而 as+1 = · · · = an = 0, 则 ⇁ =

↘∑

i=1

aiϑi
. 于是有

ς(ϱ) = ωa1ϑ1 +

↘̇∑

i=2

ai

(
ϑ
i→1 + ωϑ

i

)
= ωϱ +

↘̇∑

i=2

aiϑi→1.
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令 ε1 =

s∑

i=2

aiϑi→1, 则 ε1 = ϖ(⇁)↑ ω(ϱ). 因为 ϖ(ϱ),ωϱ ↗ W , 所以 ε1 ↗ W . 又

ϖ (ε1) =

↘∑

i=2

aiϖ
(
ϑ
i→1

)
= ωε1 +

1∑

i=3

aiϑi→2,

再令 ε2 =

3∑

i=3

aiϑi→2, 则 ε2 = ϖ (ε1)↑ ωε1 ↗ W .

如此继续下去, 可得 ε
s→1 = a1ϑ1 = ϖ

(
ε

n→2

)
↑ ωε

s→2 ↗ W . 因为 as ↓= 0, 所以 ϑ1 ↗ W .

现设 W1,W2 是 ϖ 的任意两个非平凡的不变子空间, 则 ϑ1 ↗ W1 ∈W2, 所以 W1 ∈W2 ↓= {0}. 这

就表明, V 不能分解成 W1 与 W2 的直和, 即 V ↓= W1 ∝W2.

(2) 设 W 是 ϖ 的任一非零不变子空间, dimW = m, 根据上述证明, ϑ1 ↗ W . 再返回至倒数第

二步,有 as→1ϑ1 + a3ϑ2 ↗ W , 从而有 ϑ2 ↗ W . 继续反推回去, 依次有 ϑ3 ↗ W,ϑ4 ↗ W, · · · ,ϑ,↗ W .

所以 s = m, 且 W = L (ϑ1,ϑ2, · · · ,ϑm
). 因此, ϖ 的所有不变子空间一共有 n+ 1 个:

{0}, L (ϑ1) , L (ϑ1,ϑ2) , · · · , L
(
ϑ1,ϑ2, · · · ,ϑn→1

)
, V.

3.(武汉大学,1999年)设 φ是复线性空间 V 的线性变换, ω1,ω2, · · · ,ωk 是 φ的 k 个互不相同的

特征值, vi 是 φ 的属于 ωi 的特征向量, i = 1, 2, · · · , k. 又设 W 是 V 的 φ-不变子空间, w ↗ W , 存

在全不为零的复数 c1, c2, · · · , ck 使 w = c1v1 + c2v2 + · · ·+ ckvk. 证明: 所有 vi ↗ W, i = 1, 2, · · · , k.

证 （方法 1) 对 k 用归纳法. 当 k = 1 时,结论显然成立. 假设结论对 k ↑ 1 成立,下证对 k 成

立.

由于 w ↗ W,φ (vi) = ωivi, 以及 W 是 φ-不变子空间, 所以

φ(w) = φ (c1v1 + c2v2 + · · ·+ ckvk) = c1ω1v1 + c2ω2v2 + · · ·+ ckωkvk ↗ W.

又 ωkw = ωk (c1v1 + c2v2 + · · ·+ ckvk) ↗ W , 所以

φ(w)↑ ωkw = c1 (ω1 ↑ ωk)v1 + · · ·+ ck→1 (ωk→1 ↑ ωk)vk→1 ↗ W.

注意到 ci ↓= 0 且 ωi ↑ ωk ↓= 0(i = 1, 2, · · · , k ↑ 1), 故根据归纳假设有 vi ↗ W, i = 1, 2, · · · , k ↑ 1. 因

此

vk =
1

ck
(w ↑ c1v1 ↑ · · ·↑ ck→1vk→1) ↗ W,

即所有 vi ↗ W, i = 1, 2, · · · , k.

(方法 2) 由于 w ↗ W , 而 W 是 φ-不变子空间, 所以 φ(w), · · · ,φk→1
(w) ↗ W . 由题设, 有

w = c1v1 + c2v2 + · · ·+ ckvk,

φ(w) = c1ω1v1 + c2ω2v2 + · · ·+ ckωkvk,

· · ·

φ
k→1

(w) = c1ω
k→1
1 v1 + c2ω

k→1
2 v2 + · · ·+ ckω

k→1
k

vk,
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可用形式的矩阵表示为

(
w,φ(w), · · · ,φk→1

(w)
)
= (c1v1, c2v2, · · · , ckvk)B, (1)

其中

B =





1 ω1 ω
2
1 · · · ω

k→1
1

1 ω2 ω
2
2 · · · ω

k→1
2

...
...

...
...

1 ωk ω
2
k

· · · ω
k→1
k




.

注意到 ω1,ω2, · · · ,ωk 互不相同, 所以 B 是可逆的,故由(1)式得

(c1v1, c2v2, · · · , ckvk) =
(
w,φ(w), · · · ,φk→1

(w)
)
B

→1
.

记 B
→1

= (bij), 则上式即对 i = 1, 2, · · · , k, 有

vi =
1

ci

(
b1iw + b2iφ(w) + · · ·+ bkiφ

k→1
(w)

)
↗ W.

4(中国科学院大学,2010 年; 苏州大学,2013 年; 兰州大学,2017 年) 设 V 是实数域 R 上的 n 维

线性空间, ϖ 是 V 上的一个线性变换, 证明: ϖ 在 V 中必有 1 维或 2 维不变子空间.

证 若 ϖ 有实特征值, 相应的特征向量为 ϱ ↗ V , 则 L(⇁) 是 ϖ 在 V 的一维不变子空间.

若 ϖ 没有实特征值, 设 ϖ 在 V 的一个基 ϑ1,ϑ2, · · · ,ϑn
下的矩阵为 A, 则 A 没有实特征值.

设 a+ ib(b ↓= 0) 是 A 的复特征值, X + iY 是对应的特征向量, 其中 X,Y ↗ Rn
,Y ↓= 0, 则

A(X + iY ) = (a+ ib)(X + iY ).

比较等式两端的实部与虚部,得

AX = aX ↑ bY , AY = aY + bX.

若 X = kY , 则 AY = (a+ bk)Y , 即 A 有实特征值 a+ bk, 矛盾. 因此, X,Y 是线性无关的. 现设

X = (x1, x2, · · · , xn)
T
,Y = (y1, y1, · · · , yn)T, 并令

ω = x1ϑ1 + x2ϑ2 + · · ·+ xnϑn
, ε = y1ϑ1 + y2ϑ2 + · · ·+ ynϑn

,

则 ω,ε ↗ V 是线性无关的, 且 ϖ(ω) = aω ↑ bε, ϖ(ε) = aε + bω. 令 W = L(ω,ε), 则 W 是 ϖ 在

V 中的一个 2 维不变子空间.

5(厦门大学,2008 年) 设 V 是复数域 C 上 n 维线性空间, φ 是 V 的线性变换.求证: 存在 V 的

φ-不变子空间 V0, V1, V2, · · · , Vn, 使得 V0 ∋ V1 ∋ · · · ∋ Vn 且 dimVi = i, 1 ↭ i ↭ n.
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证 任取 V 的一个基 ⇁1, ⇁2, · · · , ⇁n, 设 φ 在这个基下的矩阵为 A, 即

φ (ϱ1, ϱ2, · · · , ϱn) = (ϱ1, ϱ2, · · · , ϱn)A,

根据 Schur 引理或利用 Jordan 标准形, A 相似于一个上三角矩阵 U , 即存在可逆复矩阵 T 使

T
→1
AT = U =





u11 u12 · · · u1n

u22 · · · u2n

. . . ...

unn




,

那么 (ϑ1,ϑ2, · · · ,ϑn
) = (ϱ1, ϱ2, · · · , ϱn)T 确定 V 的另一个基, 并且 φ 在这个基下的矩阵为 U .所

以

φ
(
ϑ
j

)
= u1jϑ1 + u2jϑ2 + · · ·+ uiϑj

, j = 1, 2, · · · , n.

现在, 令 V0 = {0}, Vj = L
(
ϑ1,ϑ2, · · · ,ϑj

)
, j = 1, 2, · · · , n. 则 Vj 是 V 的 φ-不变子空间,

dimVj = j(j = 0, 1, 2, · · · , n), 且 V0 ∋ V1 ∋ V2 ∋ · · · ∋ Vn.

6(厦门大学,2001 年) 设 ϖ 是数域 P 上 n 维线性空间 V 的一个线性变换,已知 ϖ 有 n 个不同

的特征值. 证明: V 中有且只有 2
n
个 ϖ 的不变子空间.

证 设 ϖ 的 n个不同特征值为 ω1,ω2, · · · ,ωn,对应的 n个特征向量为 ⇁1, ⇁2, · · · , ⇁n,则 ϖ (⇁i) =

ωi⇁i(i = 1, 2, · · · , n), 且 ⇁1, ⇁2, · · · , ⇁n 构成 V 的一个基.

显然, ϱ1, ϱ2, · · · , ϱn 中的任意 k 个向量生成的特征子空间 (k = 1, 2, · · · , n) 以及零空间都是 ϖ

的不变子空间, 所以 ϖ 至少有 C
0
n
+ C

1
n
+ · · ·+ C

n

n
= 2

n
个不变子空间.

反之可证: 若 W 是 ϖ 的任一非零不变子空间, dimW = r, 则 W 一定是由 ϱ1, ϱ2, · · · , ϱn 中

的 r 个向量生成的特征子空间. 事实上, 由于限制变换 ϖ|
W
是 W 上的线性变换, 其 r 个特征值

ωi1 ,ωi2 , · · · ,ωir 是 ϖ 的特征值的一部分, 因而也互不相同, 设 ϑ1,ϑ2, · · · ,ϑ,↗ W 是相应的特征向

量, 即 ϖ|
w

(
ϑ
j

)
= ωijϑj

(j = 1, 2, · · · , r). 因为 ϖ
(
ϑ
j

)
= ϖ|

W

(
ϑ
j

)
, 所以 ϑ

j
是 ϖ 的属于特征值 ωij

的特征向量, 故 ϑ
j
= kjϱij , kj ↓= 0. 这就证得 W = L

(
ϱ
i1
, ϱ

i2
, · · · , ϱ

ir

)
.

综合上述, ϖ 有且只有 C
0
n
+ C

1
n
+ · · ·+ C

n

n
= 2

n
个不变子空间.

下面的命题来自好朋友：路遥。首先给出相关概念及性质

已知 A 是数域 F 上的 n 维线性空间 V 上的线性变换, ε 是 V 中的非零向量, 定义线性空间

Vω = L
(
ε,A ε,A 2

ε, · · ·
)
,
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如果多项式 f(x) ↗ F[x] 满足 f(A )ε = 0, 则称 f(x) 为向量 ε (相对于线性变换 A ) 的零

化多项式, 同时定义 ε 的次数最低且首项系数为 1 的非零的零化多项式为 ε 的极小多项式, 记为

fω(x).

性质 1: Vω 是 V 中所有包含 ε 的 A ↑ 子空间的交, 即 Vω 是包含 ε 的最小 A ↑ 子空问.

证明 设 W 为 A ↑ 子空间, ε ↗ W , 则 ε,A ε,A 2
ε, · · · ↗ W , 即 Vω ↗ W .

性质 2: A 的零化多项式均为 ε 的零化多项式, ε 的最小多项式存在且唯一, ε 的极小多项式

整除 ε 的任意零化多项式.

证明 设 f(x) 为 A 的零化多项式, 则 f(A ) = 0, 于是有 f(A )ε = 0, 所以 ε 存在零化多项

式. 又由 ε ↓= 0可知 deg fω(x) ↘ 1, 根据确界原理可知 fω(x) 次数有下确界, 这即为次数的最小值,

于是 ε 存在极小多项式.

设 m(x), h(x) 均为 ε 的极小多项式, 若 m(x) ↓= h(x), 则 (m(A )↑ h(A ))ε = 0. 根据首一性有

deg(m(x)↑ h(x)) < degm(x), 这与次数最小矛盾, 于是 ε 的极小多项式是唯一的. 对 A 的任意零

化多项式 f(x) 作带余除法有

f(x) = fω(x)q(x) + r(x),

其中 r(x) = 0 或者 deg r(x) < deg fω(x), 则有

f(A )ε = q(A )fω(A )ε + r(A )ε = r(A )ε = 0.

若 r(x) ↓= 0, 则 r(x) 为 ε 的次数小于 deg fω(x) 的零化多项式, 矛盾, 故 r(x) = 0, 因此有 fω(x) |

f(x).

性质 3: 若 deg fω(x) = k, 则 dimVω = k, 且 ε,A ε, · · · ,A k→1
ε 是 Vω 的一组基, 同时 A |

Vε
在

这组基下的矩阵为 fω(x) 的友矩阵, 进一步可知 fω(x) 是 A |
Vε
的特征多项式与极小多项式.

证明 设 fa(x) = x
k
+ a1x

k→1
+ · · ·+ ak→1x+ ak 为 ε 的极小多项式, 则

A k
ε = ↑a1A

k→1
ε↑ · · ·↑ akε,

即 A k
ε 可由 A k→1

ε, · · · ,ε 线性表示, 从而对任意 ⇁ ↗ Vω 均可由 A k→1
ε, · · · ,ε 线性表示. 下面证

明 A k→1
ε, · · · ,ε 线性无关

设 l0ε + l1A ε + · · · + lk→1A
k→1

ε = 0, 则 g(x) = l0 + l1x + · · · + lk→1x
k→1 是 ε 的零化多项式.

由 deg fa(x) = k 如果存在 li ↓= 0, 则 g(x) 为 ε 的次数小于 k 的零化多项式这与 deg fω(x) = k 矛

盾, 于是有 l0 = l1 = · · · = lk→1 = 0, 这说明 ε,A ε, · · · ,A k→1
ε 线性无关, 从而 ε,A ε, · · · ,A k→1

ε
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是 Vω 的一组基且 dimVω = k. 由于




A

(
A i

ε
)
= A i+1

ε(i = 0, 1, · · · , k ↑ 2)

A
(
A k→1

ε
)
= A k

ε = ↑akε↑ ak→1A ε↑ · · ·↑ a1A
k→1

ε.

所以线性变换 A |
Vε
在 ε,A ε, · · · ,A k→1

ε 这组基下的矩阵为

A =





0 ↑ak

1 0 ↑ak→1

. . . . . . ...

1 0 ↑a2

1 ↑a1





,

这也就是 fω(x) 对应的友矩阵.

性质4: A |
Vε
的极小多项式 m(x)等于ε 的极小多项式 fω(x).

证明 由 m(x) 为 A |
Vε
的极小多项式知 m

(
A |

Vε

)
= 0, 则有 m

(
A |

Vε

)
ε = m(A )ε = 0. 对

m(x) 作带余除法有

m(x) = fω(x)u(x) + r(x) deg r(x) < deg fω(x) 或 r(x) = 0

于是有

m(A )ε = u(A )fω(A )ε + r(A )ε = r(A )ε = 0.

若 r(x) ↓= 0, 则 r(x) 为 ε 的次数小于 deg fω(x) 零化多项式, 矛盾, 故 r(x) = 0, 从而 fa(x) | m(x).

设 deg fω(x) = k, 根据性质 3 , 有 dimVω = k, 反之, 若 dimVω = k, 如果 deg fω(x) ↓= k, 则

dimVω ↓= k, 矛盾, 故 dimVω = deg fω(x). 又由 degm(x) ≃ dimVω 可得 degm(x) = deg fω(x), 结合

首一性有 m(x) = fω(x).

7.设 A 是数域 F 上的 n 维线性空间 V 上的线性变换, 证明下列命题等价:

(1) A 的特征多项式 f(ω) 等于其极小多项式 m(ω).

(2) 存在 0 ↓= ε ↗ V , 使得 ε,A ε, · · · ,A n→1
ε 构成 V 的一组基.

(3) V 中只有有限个 A ↑ 子空间.

证明. (1) ⇒ (2)反证即可。

(2) ⇒ (1) 设 A n
ε =

n→1∑

i=0

aiA
i
ε, 则

A
(
ε,A ε, · · · ,A n→1

ε
)
=

(
ε,A ε, · · · ,A n→1

ε
)





0 a0

1
. . . ...
. . . 0 an→2

1 an→1




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注意到





0 a0

1
. . . ...
. . . 0 an→2

1 an→1




极小多项式等于特征多项式, 于是 A 的特征多项式 f(ω) 等于其极小

多项式 m(ω).

(2) ⇒ (3)任取 A -子空间W ,则一定存在一个次数最小的首一多项式 g(x),使得 g(A )ε ↗ W .

断言: W 的所有元素都可以由 g(A )ε, · · · , g(A )A n→1
ε 线性表示, 否则存在 w ↗ W , 使得

w = h(A )ε, g(x) ⊋ h(x),

作带余除法有

h(x) = p(x)g(x) + q(x), deg q(x) < deg g(x),

所以 q(A )ε ↗ W , 这与 g(x) 次数最小矛盾, 所以 W 任意元素都可以由 g(A )ε, · · · , g(A )A n→1
ε

线性表示.

对 f(x), g(x) 作带余除法有

f(x) = u(x)g(x) + r(x), r(x) = 0 或 deg r(x) < deg g(x).

如果 r(x) ↓= 0, 则有

r(A )ε = ↑u(A )g(A )ε ↗ W

这与 g(x) 次数最小矛盾, 所以有 r(x) = 0, 即 g(x) | f(x). 一方面, 显然

W = L
(
g(A )ε, · · · , g(A )A n→1

ε
)
∋ ker

f(x)

g(x)
,

另一方面, 设 v(x) =
f(x)

g(x)
, 任取 d(A )ε ↗ ker

f(x)

g(x)
, 则有 v(A )d(A )ε = 0. 根据向量的极小多项式

的性质4可知, ε 的极小多项式为 m(x), 于是根据向量的极小多项式的性质2得

v(x)g(x) = f(x) = m(x) | v(x)d(x),

即有 g(x) | d(x), 这说明 d(A )ε ↗ W , 因此有 W = ker
f(x)

g(x)
. 注意到 f(x) 的因子只有有限个, 所以

不变子空间也只有有限个.

(3) ⇒ (2) 对每一个 ε ↗ V , 有 A -子空间 L
(
ε,A ε, · · · ,A n→1

ε
)
, 于是有

V =



ωi⇐V

L
(
εi,A εi, · · · ,A n→1

εi

)

由于 A -子空间个数是有限的, 不妨设这些子空间为

L
(
ε1,A ε1, · · · ,A n→1

ε1

)
, · · · , L

(
εs,A εs, · · · ,A n→1

εs

)
,
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所以有

V =



ωi⇐V

L
(
εi,A εi, · · · ,A n→1

εi

)
=

s

i=1

L
(
εi,A εi, · · · ,A n→1

εi

)

根据有限不覆盖定理知, 存在 εk ↗ V , 其中 k ↗ {1, 2, · · · , s}, 使得 V = L
(
εk,A εk, · · · ,A n→1

εk

)
.

练习

1(2021四川大学)设 V 是实数域 R 上的 n 维线性空问, 其中 n > 1.

(1) 举出有无穷多个不变子空间的 V 上的线性变换的例子;

(2) 设 A 为 V 上的线性变换, A 有 n 个实特征值(重根按重数计算), 若 A 有有限多个不变

子空间,请写出 A 的所有可能的 Jordan 标准形, 并说明理由.

(3) 设 B 为 V 上的线性变换, B 有 n 个实特征值(重根按重数计算), 且 B 有有限多个不变子

空间, 用 B 的初等因子给出 B = C 2 成立的充要条件, 其中 C 为 V 上的线性变换.

2.设 V 是数域 P 上的 n维线性空间, T 是 V 的线性变换, ω1,ω2, · · · ,ωk 是 T 的互.不相同的特

征值, Vεi , i = 1, 2, · · · , k 是 T 的特征子空间,且 V = Vε1 ∝Vε2 ∝ · · ·∝Vεk
.又设 W 是 V 的 T 不变子

空间. 证明: W 中的每个向量 ϑ 可唯一表成 ϑ = ϱ1+ϱ2+ · · ·+ϱ
k
,其中 ϱ

i
↗ Vεi ∈W, i = 1, 2, · · · , k.

3(中山大学, 2010 年) 设 ϖ 是 n 维复线性空间 V 的一个线性变换. 证明: ϖ 可对角化当且仅当

对 V 的任意 ϖ-不变子空间 U 都有 V 的 ϖ-不变子空间 U
↗ 使得 V = U ∝ U

↗

4(上海交通大学, 2004 年) 设数域 P 上 n 维线性空间 V 的线性变换 ϖ 在 P 中有 n 个两两互

异的特征值. 试求出 ϖ 的不变子空间的个数 (要求写出详细的解题过程).

5(中山大学, 2013 年) 设 ϖ 是数域 F 上线性空间 V 的线性变换, W 是 ϖ 的不变子空间,

ω1,ω2, · · · ,ωm 是 ϖ 的两两不同的特征值, 而 ω1,ω2, · · · ,ωm 是 ϖ 的分别属于 ω1,ω2, · · · ,ωm 的根

向量. 证明: 若 ω = ω1 +ω2 + · · ·+ωm ↗ W , 则 ωi ↗ W, i = 1, 2, · · · ,m

6（2023，湘潭大学）设 ! 是线性空间 V 上的线性变换, ω1,ω2, · · · ,ωk 是 ! 的 k 个不同的特

征值, 且 ε1,ε2, · · · ,εk 分别为这些特征值对应的特征向量. 证明: 若 ε1 + ε2 + · · ·+ εk ↗ W , 且 W

是 ! 的不变子空间, 则维 (W ) ↘ k.
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29 Lagrange插值多项式的应用

2023年哈尔滨工业大学高等代数考研试题直接考察了该定理的证明。

命题（2023哈尔滨工业大学）：（Lagrange插值多项式）设 a1, a2, · · · , an 是 n 个不同的数, 且

F (x) = (x↑ a1) (x↑ a2) · · · (x↑ an)

对于任意 n 个数 b1, b2, · · · , bn, 有多项式

L(x) =

n∑

i=1

biF (x)

(x↑ ai)F
↗ (ai)

(1) 证明: L (ai) = bi(i = 1, 2, · · · , n);

(2) 证明: L(x) 是满足 L (ai) = bi(i = 1, 2, · · · , n) 次数最低的首1多项式.

证 (1) 计算易知F
↗
(ai) = (ai ↑ a1) · · · (ai ↑ ai→1) (ai ↑ ai+1) · · · (ai ↑ an), 所以

L(x) =

n∑

i=1

bi (x↑ a1) · · · (x↑ ai→1) (x↑ ai+1) · · · (x↑ an)

(ai ↑ a1) · · · (ai ↑ ai→1) (ai ↑ ai+1) · · · (ai ↑ an)

所以 L (aj) = bj, j = 1, 2, · · · , n.

(2) 设 f(x) = cn→1x
n→1

+ · · · + c1x + c0 满足 f (ai) = bi, i = 1, 2, · · · , n. 下面分两种情况若

a1a2 · · · an ↓= 0, 由 f (ai) = bi 可知





1 a1 a
2
1 · · · a

n→1
1

1 a2 a
2
2 · · · a

n→1
2

: : :
...

1 an a
2
n

· · · a
n→1
n









c0

c1

:

cn→1




=





b1

b2

:

bn





系数矩阵的行列式为范德蒙行列式, 故方程存在唯一解.

若 a1 · · · an = 0, 则 a1, a2, · · · , an 中有且仅有一个为 0 , 不妨设 a1 = 0, 则 b1 = f (a1) = c0，故

bi ↑ b1 = cn→1a
n→1
i

+ · · ·+ c1ai, i = 2, 3, · · · , n. 也即是




a2 a
2
2 · · · a

n→1
2

: : :

an a
2
n

· · · a
n→1
n









c1

:

cn→1




=





b2 ↑ b1

:

bn ↑ b1




.

系数矩阵的行列式不为 0 , 故方程存在唯一解.

综合两种情况可知, 满足 f (ai) = bi, i = 1, 2, · · · , n, 且 deg f(x) ≃ n↑ 1 的多项式存在且唯一,

记为 f(x), 从而 f(x) 是满足条件次数最低的多项式, 注意到 degL(x) ≃ n↑ 1, 故 L(x) = f(x), 即

L(x)是满足条件次数最低的多项式.
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例题1:设 B 是 n 阶半正定实对称矩阵, µ1, µ2, · · · , µn 是 B 的 n 个特征值,证明: 对任意给定

的正整数 k > 1, 存在一个只和 µ
k

i
(1 ≃ i ≃ n) 有关的实系数多项式 f(x), 满足:

B = f
(
B

k
)
.

证明 设 Q 为正交矩阵, 使 Q
↗
BQ = diag {µ1, µ2, · · · , µn} ,ωi = µ

k

i
(1 ≃ i ≃ n),并不妨设 ωi

中不同的数为 ω1,ω2, · · · ,ωs. 根据Lagrange 插值多:

f(x) =

s∑

i=1

µi

(x↑ ω1) · · · (x↑ ωi→1) (x↑ ωi+1) · · · (x↑ ωs)

(ωi ↑ ω1) · · · (ωi ↑ ωi→1) (ωi ↑ ωi+1) · · · (ωi ↑ ωs)
.

显然 f (ωi) = µi, 故

diag {µ1, µ2, · · · , µn} = diag {f (ω1) , f (ω2) , · · · , f (ωn)} = f (diag {ω1,ω2, · · · ,ωn}) .

从而

B = Q diag {µ1, µ2, · · · , µn}Q↗
= Qf (diag {ω1,ω2, · · · ,ωn})Q↗

= f (Q diag {ω1,ω2, · · · ,ωn}Q↗
) = f


(Q diag {µ1, µ2, · · · , µn}Q↗

)
k


= f

(
B

k
)
.

练习

1.设 A 是 n 阶半正定实对称矩阵, 求证: 对任意的正整数 k > 1, 必存在唯一的 n 阶半正定实

对称矩阵 B, 使 A = B
k. 这样的半正定阵 B 称为半正定阵 A 的 k 次方根, 记为 B = A

1
k .

2(2022，武汉大学)已知 A,B 是 n 阶矩阵, B 半正定, 且 ′m ↘ 1 使得 B
m
A = AB

m, 证明

AB = BA.
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30 有理数域上多项式不可约的问题总结

1.设 f(x) = anx
n
+ an→1x

n→1
+ · · · + a1x + a0 ↗ F [x], 其中 an ↓= 0, a0 ↓= 0. 令 g(x) =

a0x
n
+ a1x

n→1
+ · · ·+ an→1x+ an. 证明: f(x) 不可约当且仅当 g(x) 不可约.

证 等价于证明 f(x) 可约当且仅当 g(x) 可约. f(x) 在 F 上可约, 则存在两个次数分别为

n1, n2 (0 < n1, n2 < n) 的多项式 f1(x), f2(x), 使得

f(x) = f1(x)f2(x),

以
1

x
代替 x, 得

f

(
1

x

)
= f1

(
1

x

)
f2

(
1

x

)

两边乘上 x
n, 得

x
n
f

(
1

x

)
= x

n1f1

(
1

x

)
x
n2f2

(
1

x

)
,

显然 x
nifi

(
1

x

)
, i = 1, 2 是 F[x] 中的多项式, 且次数为 ni. 所以

g(x) = x
n
f

(
1

x

)

在 F 上可约. 同理可证, g(x) 可约 =⇒ f(x) 可约.

2.设 f(x) = (x↑ a1) (x↑ a2) · · · (x↑ an) + 1, 其中 a1, a2, · · · , an 是两两不等的整数。

(1) 证明: 当 n 是奇数时, f(x) 在 Q 上不可约;

(2) 证明: 当 n 是偶数且 n ↫ 6 时, f(x) 在 Q 上不可约;

(3) 当 n = 2 或 4 时, f(x) 在 Q 上是否不可约?

（1）证明 假如 f(x) 在 Q 上可约,则

f(x) = g1(x)g2(x), deg gi(x) < n, gi(x) ↗ Z[x], i = 1, 2.

x 用 aj代人, 从上式得

1 = f (aj) = g1 (aj) g2 (aj) , j = 1, 2, · · · , n.

于是 g1 (aj) 与 g2 (aj) 同为 1 ,或同为 -1 。从而

g1 (aj)↑ g2 (aj) = 0, j = 1, 2, · · · , n.

这表明多项式 g1(x)↑ g2(x) 有 n 个不同的根 a1, a2, · · · , an 。但是 g1(x)↑ g2(x) 的次数小于 n, 因

此 g1(x) ↑ g2(x) = 0 。从而 f(x) = g
2
1(x), 于是 deg f(x) = 2 deg g1(x) 。这与已知 n 是奇数矛盾,

因此 f(x) 在 Q 上不可约。
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(2)证明 假如 f(x) 在 Q 上可约, 由第 (1) 小题的证明过程得, f(x) = g
2
1(x) 。从而对一切

t ↗ R, 有 f(t) = g
2
1(t) ↫ 0 。不妨设

a1 < a2 < a3 < a4 < a5 < a6 < · · · < an.

x 用 a1 +
1

2
代人, 由 f(x) 的表达式得

f

(
a1 +

1

2

)
=

1

2

(
a1 +

1

2
↑ a2

)
· · ·

(
a1 +

1

2
↑ an

)
+ 1

= (↑1)
n→11

2

(
a2 ↑ a1 ↑

1

2

)
· · ·

(
an ↑ a1 ↑

1

2

)
+ 1.

由于

a2 ↑ a1 ↑
1

2
↫ 1↑ 1

2
=

1

2
, · · · ,

aj ↑ a1 ↑
1

2
↫ (j ↑ 1)↑ 1

2
=

2j ↑ 3

2
, · · · ,

an ↑ a1 ↑
1

2
↫ (n↑ 1)↑ 1

2
=

2n↑ 3

2
,

且 n ↫ 6, 因此

1

2

(
a2 ↑ a1 ↑

1

2

)
· · ·

(
an ↑ a1 ↑

1

2

)
↫ 1

2
· 1
2
· 3
2
· 5
2
· 7
2
· 9
2
· · · · · 2n↑ 3

2

↫ 1

2
· 1
2
· 3
2
· 5
2
· 7
2
· 9
2

=
15→ 63

64
> 1.

由于 n 是偶数,因此

f

(
a1 +

1

2

)
= ↑1

2

(
a2 ↑ a1 ↑

1

2

)
· · ·

(
an ↑ a1 ↑

1

2

)
+ 1 < ↑1 + 1 = 0,

矛盾,因此当 n 为偶数且 n ↫ 6 时, f(x) 在 Q 上不可约。

(3) 解 当 n = 2 或 4 时, f(x) 有可能在 Q 上可约。例如, (x↑ 1)(x+ 1) + 1 = x
2,

x(x↑ 1)(x+ 1)(x+ 2) + 1 = x
4
+ 2x

3 ↑ x
2 ↑ 2x+ 1

=
(
x
2
+ x↑ 1

)2
.

3.设 f(x) = (x↑ a1)
2
(x↑ a2)

2 · · · (x↑ an)
2
+ 1, 其中 a1, a2, · · · , an 是两两不等的整数。证明

f(x) 在 Q 上不可约。证明假如 f(x) 在 Q 上可约, 则

f(x) = g1(x)g2(x), deg gi(x) < 2n, gi(x) ↗ Z[x], i = 1, 2.

x 用 aj代人, 从上式得

1 = f (aj) = g1 (aj) g2 (aj) , j = 1, 2, · · · , n.
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于是 g1 (aj)与 g2 (aj)同为 1 ,或同为 -1。由于 f(x)没有实根,因此 g1(x)和 g2(x)都没有实根。从

而 gi (a1) , gi (a2) , · · · , gi (an)同号, i = 1, 2。于是不妨设 gi (a1) = gi (a2) = · · · = gi (an) = 1, i = 1, 2

。

情形 1 : g1(x) 与 g2(x) 中之一的次数小于 n。 不妨设 deg g1(x) < n, 由于 g1 (aj)↑ 1 = 0, j =

1, 2, · · · , n, 因此多项式 g1(x)↑ 1 有 n 个不同的根。于是 g1(x)↑ 1 = 0 。从而 f(x) = g2(x), 这与

deg g2(x) < 2n 矛盾。

情形 2 : g1(x) 与 g2(x) 的次数都等于 n 。由于 a1, a2, · · · , an 都是 gi(x)↑ 1 的根, 且 gi(x)↑ 1

的首项系数为 1 , 因此

gi(x)↑ 1 = (x↑ a1) (x↑ a2) · · · (x↑ an) , i = 1, 2.

从而

f(x) = [(x↑ a1) (x↑ a2) · · · (x↑ an) + 1]
2

= (x↑ a1)
2
(x↑ a2)

2 · · · (x↑ an)
2
+ 1 + 2 (x↑ a1) (x↑ a2) · · · (x↑ an) .

由此推出, 2 (x↑ a1) (x↑ a2) · · · (x↑ an) = 0, 矛盾。

由于 deg g1(x) + deg g2(x) = deg f(x) = 2n, 因此只有上述两种可能的情形。从而 f(x) 在 Q

上不可约。

4.证明多项式 f(x) = x
6
+ 3ax

4
+ 3x

3
+ 3ax

2
+ 1 在有理数域上不可约,其中 a 是一个正整数.

证 若 f 有有理根
q

p
, 则 p|1, q|1 ⇒ q

p
= ±1, 而 f(1) = 5 + 6a > 0, f(↑1) = 6a ↑ 1 > 0, 故

f(x) 无有理根. 设

f(x) =
(
x
4
+ a0x

3
+ a1x

2
+ a2x+ 1

) (
x
2
+ a3x+ 1

)
,

其中 a0, a1, a2, a3 ↗ Z, 则






a0 + a3 = 0,

a0a3 + a1 + 1 = 3a,

a0 + a1a3 + a2 = 3,

a1 + a2a3 + 1 = 3a,

a2 + a3 = 0,

a
3
0 + (3a↑ 3)a0 + 3 = 0,

由Eisenstein判别法知,无有理解,自然无整数解.

设

f(x) =
(
x
3
+ b0x

2
+ b1x+ 1

) (
x
3
+ b2x

2
+ b3x+ 1

)
,
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其中 b0, b1, b2, b3 ↗ Z,则






b0 + b2 = 0,

b0b2 + b1 + b3 = 3a,

2 + b1b2 + b0b3 = 3,

b0 + b2 + b1b3 = 3a,

b1 + b3 = 0,

↑b
2
0 = 3a,

而这显然无整数解。

综上 f(x) 在有理数域上不可约.

5.设 f(x) = anx
n
+ · · ·+ a1x+ a0 ↗ Z[x], 其中 a0 是素数, 整数 n > 1, 且

a0 > |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| .

证明: f(x) 是有理数域上的不可约多项式.

证 断言 f(x) 的复根 a, 满足 |a| > 1, 若不然

ana
n
+ . . .+ a1a = ↑a0 ⇒ a0 ≃ |an|+ . . .+ |a1|

矛盾.

假设 f(x) 在有理数域上可约, 则存在本原多项式

g(x) = bmx
m
+ . . .+ b1x+ b0, h(x) = lkx

k
+ . . .+ l1x+ l0

使得 f(x) = g(x)h(x), bm ↓= 0, lk ↓= 0, 设 s1, . . . , sm 是 g(x) 的根, 则也是 f(x) 的根, 根据 Vieta 定

理有

|b0| = |bm| |s1| |s2| . . . |sm| > |bm| ⇒ |b0| ↘ 2

同理有 |l0| ↘ 2, 于是 a0 = |bm| |lk| 不是素数, 矛盾.

6.设 p 是一个素数, n1, n2, · · · , np 都是正整数, d 是 n1, n2, · · · , np 的最大公因子. 证明: 多项式

f =
x
n1 + x

n2 + · · ·+ x
np ↑ p

xd ↑ 1

在 Q[x] 中不可约.

证 首先证明 f(x) 的任意复根 z0 的模长均大于 1 .

倘若 |z0| < 1,则 ∣∣∣∣∣

p∑

i=1

z
ni
0

∣∣∣∣∣ ≃
p∑

i=1

|zni
0 | < p,
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则

0 = |f (z0)| =

∣∣∣∣
p∑

i=1
z
ni
0 ↑ p

∣∣∣∣
∣∣zd0 ↑ 1

∣∣ >

p↑
∣∣∣∣

p∑
i=1

z
ni
0

∣∣∣∣
∣∣zd0 ↑ 1

∣∣ > 0,

矛盾.

若 |z0| = 1,则

0 =

p∑

i=1

z
ni
0 ↑ p ≃

p∑

i=1

|z0|ni ↑ p = 0

设 z
nk
0 = cos θk + i sin θk, 则

p∑

k=1

(cos θk + i sin θk) = p ⇒






p∑

k=1

cos θk = p,

p∑

k=1

sin θk = 0,

由于 cos θk ≃ 1, 故 cos θk = 1, sin θk = 0, 从而 z
nk
0 = 1(k = 1, 2, · · · , p), 于是 z0 是诸 z

nk ↑ 1 的公共

根,而 z
d ↑ 1 是 z

nk ↑ 1(k = 1, 2, · · · , p) 的最大公因式,因此 z0 是 z
d ↑ 1 的根, 由洛必达法则

0 = f (z0) = lim
z⇒z0

p∑
k=1

z
nk ↑ p

zd ↑ 1

= lim
z⇒z0

p∑
k=1

nkz
nk→1

dzd→1

=
1

d

p∑

k=1

nkz
nk→d

0

=
1

d

p∑

k=1

nk,

矛盾.

不难知道 f 的常数项为 p, 假设 f(x) 在 Q 上可约, 则存在 g(x), h(x) ↗ Z[x], 使得 f(x) =

g(x)h(x), 其中

g(x) = amx
m
+ · · ·+ a1x+ a0, h(x) = blx

l
+ · · ·+ b1x+ b0.

所以 p = a0b0,m+ l = deg f 且 m ↫ 1, l ↫ 1. 若 ϑ1, ϑ2, · · · , ϑm 为 g(x) 的全部复数根, 则也是 f(x)

的复数根. 因此, |ϑi| > 1, i = 1, 2, · · · ,m. 根据 Vieta 定理,有

|a0| = |am| |ϑ1| |ϑ2| · · · |ϑm| > |am| = 1.

同理, |b0| > 1. 此与 p 为素数矛盾.

因此, f(x) 是 Q 上的不可约多项式.

练习

（2023，南京大学）证明多项式 f(x) =

18

i=1

(x↑ i) + 23 在有理数域上不可约。
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